KoCi & ANALYSA

Tayloruv polynom
a Eulerova rovnice

Zdan Pol Kastrol

7. brezna 2022



1 NAHRADA FUNKCE TECNOU
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1 NAahrada funkce te¢nou

1
Vezméme si funkei f(z) : y = — a zkusme ji nahradit v okoli bodu

xo = 1 linedrni funkei g(z) : y = ax + b. Asi bude rozumné pozadovat,
aby g(xg) = f(zo), tedy aby g(1) = f(1) (viz obr.1). Chceme-li, aby
se graf g(z) podobal v okoli bodu zy = 1 co nejvice grafu funkece f(x),
bude zfejmé nejvhodnéjsi primkou tecna.

Vime, ze smérnice tecny ke grafu funkce f(z) v bodé zy je rovna
derivaci této funkce v bodé xy. Tedy

a=f(z) =f

!

(1)
. I 1 . (o
Derivace funkce — je ——, takze dostavame pro a
x x
a=-—1
Te¢na ma prochazet bodem [1; 1], procez jeji rovnice bude

(y—1)=a(z—-1) (1)

a po dosazeni za a a upravé mame

[ 9(x) 1y =—x+2 ]

Z obrazku 1 vidime, ze to sedi.

Nyni vezméme rovnici (1) obecné:

(y = f(w0)) = alr — o)

Ale a = f'(xg), procez

[ y:f(xo)‘i‘f/(l"o)(if—ﬂ?o) ] (2)
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Obr. 1

Uvédomme si, ze jsme pozadovali dvé véci:

9(x0) = f (o) (3)
g (o) = f (o) (4)

Druhy z pozadavku plyne z toho, ze g(z) : y = ax + b je LIFU, takze
g (zo) = a a také f'(x9) = a, pa¢ derivace je smérnice tecny, kterou
chceme nahradit graf funkce f.

2 Nahrada funkce parabolou

1
Nyni pojdme nédhradu funkce f(z) : y = — vylepsit. Tecna se moc ke
x
grafu neprimyka, pac¢ je moc rovna, je prosté takova prkenna. Lepsi
by byla néjaka kiivka. Napadne nas, ze misto linearni funkce vezmeme
tedy funkci kvadratickou, jejimz grafem je parabola. Jaky by méla
mit parabola recepis? Inspirovani podminkami 3 a 4 budeme pozadovat:

9(350) = f(xo) (5)
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2 NAHRADA FUNKCE PARABOLOU

g'(wo) = f'(20) (6)
9" (x0) = [ (o) (7)

Hleddme tedy recepis funkce g(z) : y = ax?® + bz + c tak, aby byly
splnény podminky 5, 6, 7.

Napocitame si ty derivace:

) — 1
g=axr-+bxr+c f/—;
"'=2ax+0b f=-%
g//:2a f//:%

gl)=a+b+c| f(1)=1
J(1)=2a+b | fl(1)=-1
g'(1) = 2a f(1) =2

Dostavame soustavu

a+b+c=1 (8)
20+b=-1 (9)
2a =2 (10)

Resenim je a = 1, b = —3, ¢ = 3 a funkce ¢ m4 recepis
[ 22 —32+3=0 ] (11)

Nyni obecné — podminky 5 az 7 davaji soustavu

azg + bxo + ¢ = f(xo) (12)
2-a-28" 4+ b=2azg+ b= f(x) (13)
2-1-a-2{"™ =2la = f"(x) (14)
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Obr. 2

Jejim vytesenim dostaneme hodnoty a, b, ¢ a recepis mnohoclenu g(z)
potom po upraveé vypada takto:

o(@) = F(a0) + (@)@ — z0) + L0 (o — )2

Vsimnéme si, ze to lze psat téz takto:

f (o)
0!

f'(z0)

(o), F (o)

2!

g(x) = (z = 20)" + z0)! + (2 = @0)? (15)

3 Nahrada funkce polynomem

Uz jsme pouzili pro ndhradu funkce funkei linearni i kvadratickou (po-
lynomy 1. a 2. stupné) a mohlo by nas napadnout, ze dalsi zpresnéni by
daly polynomy vyssich stupnu.



4 ROZVOJsinX A cosX VBODE A=0
¥

Pojdme jen kvili tspornosti zménit oznaceni — misto xg budeme
pouzivat a. Nésledujici polynom je tzv. Taylortiv polynom (7'P).

4(@) = f(@) + Fla)@-a) + D@ —app ...+ LD (g g

2! n!

(16)

TP nahrazuje tedy puvodni funkci f(x). Takze napiiklad ndhrada
1

funkce y = — v bodé a = 1 vypada pro polynom stupné 5 takto (viz
x

obr. 3)
a aplet v GeoGebrte https://ggbm.at/z4dax54pp):

4 Rozvoj sinx a cosx v bodé a =0

Funkce sinus mé tyto derivace:

Vidime, zZe od 4. derivace se zac¢inaji hodnoty opakovat. Rozvoj dé-
ldme v zo = 0:


https://ggbm.at/z4ax54pp
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f(@) [ fO(2) | fO) [ [D() || fD(2) | [Ofa)

sinx | cosx —sinx | —cosx || sinz cosT
f(0) [ fD(0) [ £2(0) | f@(0) | fM(0) | fP(0)
0 1 0 -1 0 1

Vidime, Ze v bodé a = 0 jsou vSechny sudé derivace nulové, takze v
rozvoji dle vztahu 16 zistanou jen ¢leny s lichymi mocninami (sinus je

lichd fce):

ST = o — T (17)

Vidime, Ze pouzijeme-li jen prvni ¢len polynomu, dostavame pro
velmi mald x znamy priblizny vzorec

Zde nahrazujeme v nule sinus tecnou y = x. Dalsi aproximace viz ob-
razky 4-7 a dale aplet v GeoGebfte https://ggbm.at/c2rrkk5h

Podobné dospéjeme k rozvoji funkce kosinus. V bodé a = 0 bu-
dou vsechny liché derivace nulové, takze v rozvoji budou jen ¢leny se
sudymi mocninami (kosinus je sudd fce). (Viz obréazky 8-11 a dale aplet
v GeoGebfie https://ggbm.at/nkjqxekq)



https://ggbm.at/c2rrkk5h
https://ggbm.at/nkjqxekq
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y =sinx
\L X
- /2 n/2 r\
-1
g(x):y=x
g9(z)
Obr. 4
y
gy 1t
y =sinz
\ X

- -n/2 n/2 r\

Obr. 5

5 Rozvoj e’ v bodé a =10

Fce y = e¥ ma vSechny derivace rovny e* a jejich funkéni hodnoty v
a = 0 budou proto vsechny rovny 1. Rozvoj bude proto pékny:



5 ROZVOJ EX V BODE A =0

e
y
1
y =sinx
\, X
- /2 n/2 r\
-1
g(x)
3 b
g(a:):yza:—g—l—a
Obr. 6
y
1
y =sinx

W) T2 n/?2 \

Obr. 7
. xo xl x? SC3 x4 .'175
€:a+ﬁ+§+§+—+§ (20)

Viz aplet https://ggbm.at/ywdsvnvt a obrazky 12 az 15


https://ggbm.at/ywdsvnvt

5 ROZVOJ EX V BODE A =0

M
g(@):y=1-5

|
Obr. 9

Pomoci tohoto rozvoje muzeme krastné vyjadrit hodnotu Eulerova
cisla, staci dosadit za x = 1:

1 1 1 1

1
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Obr. 10
y
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Obr. 11

Vztahem 21 je e vyjadreno pomoci nekonecné rady. Prvni tii ¢leny
dévaji hodnotu - = 2,6 = 2,7, coz uz dava pii zaokrouhleni na jedno

desetinné misto rozumnou hodnotu ¢isla e = 2, 71828182845 . . .
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6 EULERUV VZOREC

X
-3n/2 n/2 n 3n/2 2n
cy= 14w
Obr. 12

X

-3n/2 -T -n/2 0 n/2 n 3n/2 2n
.’E2
g(@):y=1+z+5;

Obr. 13

6 FEuleruv vzorec

Porovnanim rozvoju sinus, kosinus a prirozené exponencialy vidime, ze
tyto tii funkce spolu tzce souviseji. Nebyt zapornych znamének v roz-
vojich sinus a kosinus, stacilo by tyto rozvoje secist a dostali bychom

vvvvv
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6 EULERUV VZOREC
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-3n/2 -T /2 0 n/2 n 3n/2 2n
2 3
=
g(w):y=1+x+§+§
X
-3n/2 -T -n/2 0 n/2 n 3n/2 2n
[
g@)ry=1l+ato+5+4

|

Obr. 15

plexnim ¢islim. Jejich zdkladem je imaginarni jednotka ¢, kterd ma

tu vlastnost, ze
i?=—1

Pro jeji mocniny dostavame
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cosx +isinx = e’
Sin @ ¢----------~ »

=
o

Obr. 16

Od ¢tvrté mocniny se uz hodnoty zacinaji opakovat. Toho lze vyuzit —
dosadime do rozvoje e* misto x vyraz i - x. Dostavame
o (12)° | (2)t (iz)® | (ix)®
o
=0 + T + o + i +... (22)
Po umocnéni imaginarnich jednotek dostdavame

Vidime, ze ¢leny neobsahujici ¢ davaji rozvoj kosinus a ¢ervené cleny
obsahujici i davaji rozvoj sinus. Odtud dostavame Eulerav vztah

[ e = cosz +isinx ] (24)

Na pravé strané mame komplexni jednotku vyjadrenou v goni-
metrickém tvaru (Viz obr. 16).

™
Dosadime-li napriklad x = T dostaneme

_+Z_
2 2

™
eZ:
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6 EULERUV VZOREC
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T
Nebo pro z = 5 dostaneme
.
e2' =4
Dosadime-li = 7, dostaneme e™ = —1 a po Upravé mame nej-

krasnéjsi rovnici na svété (viz https://cs.wikipedia.org/wiki/Eule-
rova_ rovnost)

[ €™ +1=0 ] (25)

A

» Da SlSta Les @
O
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