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Algebra de Matrices.

Matriz. - Es un ordenamiento rectangular de nimeros reales dispuestos en m filas y en
n columnas, encerrados generalmente entre corchetes.

aqq aqr ais... alj... A1nT
azq az, azs... aZj QAan

a1 a3z ass. 93j asn
Se denota de la forma A= : : : : :

ai_l ai_z ai_3 aij ai_n

[ Am1 Am2  Am3 Amj amn‘mxn
Los diversos numeros distribuidos por filas y columnas se denominan elementos o
componentes de la matriz, las filas también se llaman renglones, esta es una matriz de
m filas y n columnas; es decir, del orden mXn. Si m=n se dice que es una matriz
cuadrada.
Los subindices de un elemento indican que el elemento se ubica en la interseccion fila i
con la columnaj.
Por ejemplo:

a,, se ubicaenlafila2yenlacolumnal

ass se ubicaenlafila3yenlacolumna5

A las matrices se denotan con letras mayusculas A, B, C, ... y sus elementos con letras
minusculas a;;, byj, ¢;; ,....que generalmente representan nimeros reales.

Orden de una matriz.

El orden de una matriz es el producto del nimero de filas por el nimero de columnas.
La matriz anterior es del orden mXxn.

Los elementos aq1 Azz QA33,......,amyn forman la diagonal principal, solo se presenta
en una matriz cuadrada.

Por ejemplo:
2 3 =2
A=|1 4 7 filas
3 -2 6
columnas

Los numeros 2, 3y — 2; son elementos de la primera fila y asi sucesivamente de las
otras.

Los numeros 2, 1y 3, son elementos de la primera columna y asi sucesivamente de las
otras.

Los numeros 2, 4y 6, son elementos de la diagonal principal.

Con frecuencia se denota A=[a;; | ,,,..,, » POr ejemplo: Escribir la matriz A=[a;; |5,
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A= Z;i 21222‘, tiene 3 filas y 2 columnas.

Ejemplos practicos.
Matriz Fila

Es una matriz de orden 1xn.

Ejemplo:
A=[all al2.. aln], también se conoce como vector fila.
A=[1 5 8]

Matriz columna

Es una matriz de orden nx1 ejemplo:

aiq

a
A=| @21

am1

Ejemplo:
-3
A=|5
2

Igualdad de Matrices.

Dos matrices A y B son iguales, si tienen el mismo orden y sus correspondientes
elementos también son iguales.

Ejemplo:

1 2 3 1 2 w
0 -4 3] B=[0 x 3]

-2 -4 5 y —4 5

A=

Sonigualessiysdlosi:w=3,x=-4,y=-2.

Si las matrices Ay B son diferentes, se escribe, por ende: A # B
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Matriz Nula

Es aquella que todos sus elementos son ceros, por ejemplo:

A= 0 0] es del orden 2x2.
'0 2x2
(0 0 O

A=(0 0 O es del orden 3x3
0 0 0133

Matriz Cuadrada

Se dice que una matriz es cuadrada cuando el nimero de filas es igual al nUmero de
columnas.

En una matriz cuadrada la diagonal principal es la linea formada por los elementos

A1, QA2 ,a33 - Ay Y 12 SUmMa de sus elementos se llama traza de la matriz, T'(A).
A—[all alz] entonces se tiene T'(A)=a,; +a
“lazr  azl T Tz
Matriz triangular superior

Una matriz cuadrada cuyos elementos a;; = 0, para i > j, se llama matriz triangular
superior.

Ejemplo.
1 2 6

A=|0 4 3] esuna matriz triangular superior.
0 0 5

Matriz triangular inferior

Una matriz cuadrada cuyos elementos a;; = 0 para
i < j, se llama matriz triangular inferior.

Ejemplo:
1 0 O

A=[2 5 0] es una matriz triangular inferior.
6 —6 7

Matriz diagonal

Una matriz cuadrada es diagonal cuando sus elementos son ceros, excepto la diagonal.
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1 0 0
0 4 0
0 0 5

A=

Matriz escalar

Es una matriz diagonal en la que se verifica a;; = a;;= as3 ..., Ay = k.

k 0 O 5 0 0
A=[0 k 0| Ejemplo A=|0 5 0
0 0 k 0 0 5

Matriz unitaria o identidad 7

Es una matriz diagonal en la que se verifica a;1 = a;»=as3 ..., Aympn = 1.

1 00
.‘7=[0 1 0]
0 01
MATRIZ TRANPUESTA.

Es un ordenamiento de numeros reales que se obtiene al intercambiar los elementos
de las filas por los elementos de las columnas, de tal manera que la fila i de la matriz se
convierta en la columna j, y se denota por: A°¢.

Ejemplos practicos:

1 2
1 35
= At =
o 2 4 d
: 1 3
A=; j 2 At =|-2 —7]
' 5 6

Si la matriz es cuadrada, la diagonal es invariante.

1 59 1 3 8
A=13 4 6 At=|5 4 2
8 2 5 9 6 5

Propiedades de la matriz transpuesta.

1.9t=7 2.(4H'=A 3. (kA)! = kAt
4. (A+B)t = At + Bt 5. (AB)t = Bt. At
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Matriz simétrica

Una matriz cuadrada A, se dice que es una matriz simétrica si A= At.
Ejemplo:

1 0 1 1 0 1
A=10 2 4 At =10 2 4| como A=At la matriz es simétrica.
1 4 3 1 4 3

Matriz Antisimétrica

Una matriz cuadrada A, se dice que es antisimétrica, si A = —At.

A=[(1) _01] At _01 (1)] =- [(1) _01]= - A, como A = —A?, entonces es una matriz

antisimétrica.

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumplirse A= - Ay los elementos de la
diagonal principal deben ser ceros.

Operaciones con matrices

En el estudio de las matrices se realizan las operaciones:

Multiplicacion de un escalar por una matriz.

Definido un escalar Ae R y una matriz A, se opera A. A de la siguiente manera:

)LA:l[all Q12 a13] _ [7\(111 Aay, 7\a13]

az1 Qz2 Azzl “[Aay; Aay, Aags

Ejemplo practico

SiA=2>
4

N-NEN]

16

=~
I
e ln
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312 32

4" 5 4°9
A= 15 (- 29

4°3 4 3

2 1
}\A=l5 6]

1 —4

Adicion de matrices.

Para sumar las matrices deben tener el mismo orden o dimensidn; es decir, el mismo
numero de filas y columnas; sumamos de componente a componente o de elemento a
elemento, el resultado es otra matriz del mismo orden.

_[@11 Q12 Q13 _[b11
SeaA-[a21 Az azs] B= by,
_[@11 Q12 Qi3] [byy by
A-l-B_[0121 azz a23]+[b21 b,,
Ejemplo:
_ 1 3
4=1 —2]
_[-3 2
B=1o 4]
axs=ly [0 %
_1-3 342
ATB=1440 —2+4
A+B-= __42 g]

b1, b13]
byz  bas
b13] _ [a11 + b1 Gz + by a3t b13]
by3 Az1+ by Az +byy a3+ bas
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Matriz inverso-aditiva.

El inverso aditiva de una matriz A, es una matriz — A, los mismos elementos cambiado
de signo.

SeaA= [a21 azz] entonces —A = [_Z;i :ZZ]
Ejemplos practicos.
a=[3 7] —a=[35 4

Sustraccion de matrices.

Para realizar esta operacion, las matrices deben tener el mismo orden, para operar A +

(- B).

a a b b
sean=[q1! o2ys=[y 1]

az2 by bl
11 Q12 _[b11 b12]) a11 ) [ b14 —b12]
At ( B) [a21 aZZ] * ( b21 bzz az1 a22] b21 _bzz

A_B= [an —byy ag; - blz]
az1 — by1 Ay — by

Ejemplo practico.

S v

6 9 11
a-e=[, J1-[5 4
a-s=[} I+l O
a-p=[7 0
a-p=[1g 9

Realizar B - A
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Propiedades del producto de un escalar por una matriz.
Sean a y B dos escalares; Ay B dos matrices del mismo orden, entonces se definen:

1. (aB)A=a(B A) 2.0(A+B)= aA+ aB 3.(a+B)A= aA+ BA
4.(1xA) =Ax1=A 5.0.A=A.0=0

Tarea: ejercicios con aplicacién de las propiedades.
Propiedades de la suma de matrices.

1. A+ B =B + A Conmutativa. 2. A +(B+C)=(A+B)+ CAsociativa
3.A(A+B)=AA+2AB 4. A+0=0+A=A.

Tarea: ejercicios con aplicacidn de las propiedades.

Multiplicacion de matrices.

La multiplicacién de matrices A y B; es AB, se define cuando el “nimero de columnas
de la matriz A es igual al numero de filas de la matriz B”,

# columnas = # filas B.

ai1 Q12 Q13 bi1 by
SeaA=|az1 Qz; a23] yB= [bm bzz]
az; Qdzz QAszz b3, bs,
a1 Q12 W3] [b11 b1z
AB=|az1 ax; a23] [b21 bzzl
A3z; A3z Qszzllbs; bsy

Multiplicamos elementos de la fila A con los elementos de la columna B, realizamos la
suma de los productos parciales de cada fila.

a1 Q12 a131[by1 by
AB=|0y1 Qp a23] [b21 bzz]
31 Qzz QAszs3llby; bsy
@11 X big + a3 X byy + ay3 X bzq ay1 X bip + @y X byy + ay3 X b3y
AB = |ay; X by + Az X by + azz X bsq Ayq1 X by + azp X byy + ayz X bsy
azq X by + azy X byy + azy X bz a31 X byp + azy X byy + azz X bz,
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Ejemplos practicos.

1 2 3 5 =3
A=|[4 5 6 B=|6 7
3 2 =5 -4 2

1 2 37[5 -3
AB=|4 5 6|6 7
3 2 —sll-4 2
1x5 + 2x6 + 3(—4) 1(—3) + 2x7 + 3x2

AB =| 4x5+ 5x6 + 6(—4) 4(—3) + 5x7 + 6x2
3x5 + 2x6 + (—=5)(—4) 3(—3) +2x7 + (—5)2

[ 5+12-12 —3+14+6
AB=120+30+-24 —-12+35+12
1 15+12+20 -9+ 14+ -10

(5 17
AB =126 35
147 =5

Propiedades del producto de matrices.

1. AB # BA

2. (AB)C = A(BC)

3. A(B+C) = AB + AC

4. (B+C)A=BA+CA

5. Si k es un escalar k(AB) = A(kB).

Si AB: # columnas A = # filas B, en cambio

Si BA: # columnas B = # filas B.

Tarea: realizar ejercicios con aplicacidn de las propiedades.

Matriz idempotente.

Una matriz cuadrada A es idempotente si y sélo si, es igual a su cuadrado.

es idempotente, A2 = AxA

1l
NIRrN]|[R
N[RN[R
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Ejemplo:
S
2 2112 2
A=axA=|1 |l g =
2 2112 2
1111 1111
—X= Xz SXZ oXo
_2%2 2%2  2%2 2%
AA=171711 1111l
2% 2%2  2%7 273
st 141
xA =
1.1 1,1
4 4 4 4
2 2
|z 3%
AxA—22
4 4
11
|2 2
AxA—11
2 2

Matriz involutiva.
Una matriz cuadrada A es involutiva, si y sélo si, su cuadrado es una matriz identidad J.
A esinvolutiva= A% =1

- _ (—D(=1) +0X0 (=10 + 0X1
'42=Ax'4=[01 (1)”0]L (1)]=[ 0(—1)++1X0 0X0++1X1]=[(1) (1)]”

Como A? = I, A es una matriz involutiva.

Potencia de una matriz.

Sea A una matriz cuadrada, a la potencia de la matriz, A se define como.
A=A

A? = AA
A™ = AAA..A

A= [—22 é
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At = [—22 i]l - [—22 é]

2 1]

A= A4 = [—22 é][—z 3

2= 2x2 4+ 1(—=2) 2x1 + 1x3
T 1-2@) + 3(-2) (=2)1+3x3

g2 [4-2 2+3
“l-4-6 —2+09

,_[2 5

A% = [— 10 7]

Matriz Aumentada
Las expresiones

[ Aq1 ain ais... alj... QA1nT X1 bl
x b

a1 (05Y) ass.. a2j arn 2 2
x b

asj 3 3

a3_1 a3.2 a33...

aii aiz ais aij Qin

a a a oa, ' '

| Um1 m2 m3  Amj mnl . | x,, ] —bn—
se puede escribir AX = B, con A, matriz de los coeficientes; X. matriz de las incognitas;
B, matriz de los términos independientes.

La expresion AX es una matriz que contiene los coeficientes y las incdgnitas; y B, se
denomina matriz aumentada del sistema lineal cualquiera.

A la matriz de los coeficientes agregamos la matriz de los términos independientes se
tiene una matriz aumentada, es un método que se aplica para resolver sistema de
ecuaciones lineales, siendo su generalizacion la siguiente:

ayy Qiz Q3 e QG - by
A1 Gz Q3 - Qon - by
azqy A3z Azz - Q3p bs
Am1 Am2 A3 = Amn bn

Resolver un sistema de ecuaciones lineales por la matriz aumentada o Gauss-Jordan
consiste:

1.- Aplicar las recomendaciones de Gauss, se conoce como eliminacion Gaussiana,
separar los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
2.- Las operaciones se realiza a toda la matriz.



3.- Mediante operaciones aritméticas elementales se transforma la matriz de los
coeficientes en una matriz identidad I.

4.- La matriz de los términos independientes se convierte en la solucién del sistema.
5.- Se realiza la verificacion.

Ejemplos practicos.



