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Capitulo 1

Introducao

Este minicurso foi desenvolvido pelos integrantes do Grupo PET Matemética - Programa de Educagao
Tutorial, sob a orientacao da Professora Tutora Dr*. Carmen Vieira Mathias, como uma proposta de
qualificar a formacgao de bolsistas e académicos na utilizagao de novas tecnologias aplicadas ao ensino e

aprendizagem da matematica.

O GeoGebra é um software de matematica dinamica livre, que permite a construgao de diversos objetos
geométricos, como pontos, vetores, segmentos, retas, secgoes conicas, graficos representativos de fungoes
e curvas parametrizadas; os quais podem ser modificados dinamicamente. Os valores e coordenadas
podem ser introduzidas diretamente com o teclado, além da vantagem de podermos trabalhar utilizando
varidveis vinculadas a nimeros, vetores e pontos. Além disto, o GeoGebra nos permite trabalhar com
funcoes, desde o nivel basico até a determinagao de derivadas e integrais, além de oferecer um conjunto de
comandos relacionados com andalise matematica, dlgebra, algebra linear, geometria analitica, entre outros.
Esta apostila contempla de forma sucinta e introdutéria os principais recursos do GeoGebra, uma vez

que serve de apoio didatico para um minicurso de curta duracao.



Capitulo 2

Instalacao do Software

Segundo Assungao (2015) o GeoGebra é um software de c6digo aberto, multiplataforma e estd disponivel

gratuitamente para usudrios nao comerciais. Para adquiri-lo deve-se proceder da seguinte maneira:

1. Acesse a pégina do grupo PET Matemética: www.ufsm.br/petmatematica;

2. Acesse a opcao Downloads. Fazendo isto, aparecerdao os programas disponiveis para download na

pagina do grupo. Escolha a opc¢do GeoGebra. Fazendo isso vocé serd remetido a pagina oficial do

GeoGebra;
3. Ao acessar a pagina inicial do GeoGebra, clique em Download;

4. Clique na opcao Instalagao Off-line. Ao fazer isso serd feito o download do programa na sua versao

mais atual.



Capitulo 3

Apresentacao do Software

Ao inicializar o GeoGebra abre-se uma janela, cuja a interface é composta por uma barra de menus, uma
barra de ferramentas, a janela de dlgebra, a janela de visualizacao, o campo de entrada de texto, um

menu de comandos e o menu de simbolos.

Figura 3.1: Interface do Geogebra
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3.1 Barra de Menus

A Barra de menus fica na parte superior da zona grafica, e é composta pelas opgoes: Arquivo, Editar,
Exibir, Opg¢oes, Ferramentas, Janela e Ajuda.

Observagao: Utilizando o menu Fzxibir, podemos personalizar a interface do Programa, podendo-se,

por exemplo, exibir/esconder diferentes elementos da mesma, como por exemplo, a janela algébrica e uma

segunda janela de visualizagdo, a janela de visualizagdo 3D, uma janela planilha, a barra de ferramentas,



os eixos coordenados, a malha, entre outras opgoes. Para isso, basta marcar/desmarcar o item desejado

no menu exibir.

Figura 3.2: Menu Exibir
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3.2 Janela de Algebra

A janela de visualizagdo ou zona gréfica, mostra a representacio grafica de pontos, vetores, segmentos,
poligonos, fungoes, retas e conicas no plano e no espacgo, que podem ser introduzidos na janela geométrica
ou através da entrada de texto. Ao passar o mouse sobre algum desses objetos, aparece sua respectiva
descricao.

Personalizando a Janela de Visualizagao: Para personalizar a janela de visualizacao, basta clicar
com o botao direito do mouse sobre a zona grafica e em seguida no item Janela de Visualizacao. Além de
personalizar os eixos coordenados e a malha, podemos, por exemplo, alterar o estilo da linha, as unidades,
a cor dos eixos coordenados e ainda a cor de fundo. Note que também podemos personalizar cada um dos
eixos individualmente, clicando em "FizoX” ou "EizoY”. Além disso, podemos alterar a cor e o estilo

das linhas da malha, e alterar a distancia entre as linhas.

3.3 Campo de Entrada de Texto

O campo de entrada de texto (ou entrada de comandos) é usado para inserir comandos, coordenadas,
equacoes e funcgoes diretamente através do teclado.

Menu de Comandos: Para facilitar a inser¢ao de comandos no campo de entrada, podemos utilizar

a ferramenta ” Ajuda”, localizada no canto inferior direito, ao lado do campo de entrada. Esta ferramenta

dispoe de um menu de comandos com informagoes para as seguintes opcoes: Funcgoes Matemdticas, Todos

os Comandos, 3D, /flgebm, Conicas, Diagramas, Estatistica, Fungées e Cdlculo, GeoGebra, Geometria,

Listas, Logica, Matemdtica Discreta, Matemdtica Financeira, Otimizacao, Planilha, Probabilidade, Pro-

gramagao, Texto, Transformagoes, e Vetores e Matrizes. Deste modo, ao selecionar um desses itens,



aparecera uma caixa de texto com as instrugoes necessarias para a utilizagao do comando desejado.
Menu de Simbolos: O menu de simbolos estd localizado no canto direito do campo de entrada
de texto, e dispoe de alguns dos simbolos matematicos mais frequentemente utilizados para nomear um

objeto ou inserir um comando através do campo de entrada.

3.4 Barra de Feramentas

.

E onde se encontram as ferramentas que auxiliam na construgao dos objetos matematicos. Ela esta

dividida em 12 janelas, como vemos a seguir.

Figura 3.3: Barra de Feramentas
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Cada uma destas janelas possui varias ferramentas. Para visualizar estas ferramentas, basta clicar
sobre a seta no canto do icone, e entao irao aparecer as opgoes referentes a estas janelas. Algumas destas

ferramentas serao descritas a seguir.

3.4.1 Ferramentas da Janela 1

Mover: Esta ferramenta utilizada para arrastar e mover objetos livres. Ao selecionar um objeto
no modo Mowver, pode-se apagar o objeto pressionando a tecla Delete, ou entao mové-lo usando o mouse

ou as setas do teclado. Também é possivel ativar a ferramenta Mover pressionando a tecla ESC.

¢ Rotagao em Torno de um Ponto: Selecione primeiro o ponto que serd o centro da rotacio.
Depois, vocé pode rodar objetos livres em torno desse centro, arrastando-os com o mouse. Note que, a

distancia entre os dois objetos permanecera a mesma.

S

24%

2% Gravar para planilha de cédlculos: Apds selecionar diversos objetos na Janela de Visualizagao,
é possivel transportar estas informacoes para a planilha de calculos. Além disso, vocé pode gravar na
planilha de Célculos as alteracoes e variagoes dos valores de determinados objetos conforme estes forem

sendo modificados.

3.4.2 Ferramentas da Janela 2

A
Novo Ponto: Para criar um novo ponto, selecione esta ferramenta e em seguida clique na janela

de visualizagao. Clicando em um segmento, reta, poligono, conica, grafico de fungao ou curva, vocé pode

criar um ponto nesse objeto. Clicando na interse¢ao de duas linhas cria-se um ponto de intersegao.



A
[
~—— Ponto em Objeto: Esta ferramenta permite criar um ponto dependente de um objeto. O ponto

criado s6 podera ser movido dentro do objeto. Além do mais. Ao mover o objeto o ponto criado também
se moverd. No caso de um poligono, Para criar um ponto que é fixado a um objeto, clique no botao
da ferramenta e depois no objeto. Este novo ponto pode ser movido através da ferramenta Mover,
mas apenas dentro do objeto. Para colocar um ponto interior de um circulo ou elipse sera necessario
aumentar a opacidade (transparéncia) destes. Se vocé clicar no perimetro de um objeto (por exemplo:

circulo, elipse, poligono), entdo o ponto sera fixado ao perimetro ao invés do interior.

‘(/ Vincular/Desvincular Ponto: Para anexar um ponto a um determinado objeto, primeiro clique
em um ponto livre e, em seguida, sobre o objeto para o qual vocé deseja anexar este ponto. O ponto se

tornara dependente e s6 poderd ser movido dentro do objeto.

S

nando dois objetos, assim todos os pontos de interse¢ao serao criados; ou entao, clicando-se diretamente

Intersegao entre objetos: Os pontos de interseccao de dois objetos podem ser criados selecio-

sobre uma interseccao de duas linhas, assim apenas um ponto de intersecgao serd criado.

Ponto Médio: Com esta ferramenta pode-se obter o ponto médio entre dois pontos ou de um
segmento. Para isso, basta selecionar a ferramenta, e em seguida clicar em dois pontos ou em um
segmento para obter o respectivo ponto médio. Também é possivel clicar numa sec¢do conica (por

exemplo, circunferéncia) para criar o respectivo centro.

Fa
Niumero Complexo: Possibilita criar um ponto no plano imaginario, sendo o eixo das Abcissas

() o eixo Real (Re) e o eixo das Ordenadas (y) o Imagindrio (I'm).

3.4.3 Ferramentas da Janela 3

ae
"
Segmento de Comprimento Fixo: Clique num ponto A (que serd o extremo inicial do segmento),

e em seguida, especifique o comprimento desejado no campo de texto da janela de didlogo que ird aparecer.
Sera criado um segmento com o comprimento desejado e de extremos A e B, o qual podera ser rodado

em torno do ponto inicial A utilizando a ferramenta Mover.

:"x' Caminho Poligonal: Com esta ferramenta pode-se calcular o caminho poligonal, selecionando-se
todos os pontos (vértices) desejados. A linha poligonal criada serd fechada ao clicar novamente no vértice

inicial, com isso voceé tera o valor da soma das distancias entre os vértices.

10



vetor: Clique num ponto qualquer A (que serd o extremo inicial do vetor), e em seguida, num

ponto B (que serd o extremo final do vetor). Serd criado um vetor AB.

3.4.4 Ferramentas da Janela 4

L]
=] Reta Perpendicular: Com esta ferramenta, pode-se construir uma reta perpendicular a uma reta,
semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Assim, para se criar uma perpendicular, deve-se
clicar sobre um ponto e sobre uma direcao, que podera ser definida por qualquer um dos objetos citados
anteriormente.

T

— ' Reta Paralela: Utilizando esta ferramenta, pode-se construir uma reta paralela a uma reta,

semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Para criar a reta paralela, basta clicar sobre um

ponto e sobre uma diregao, que podera ser definida por qualquer um dos objetos recentemente citados.

Bissetriz: Através desta ferramenta, podemos definir uma bissetriz selecionando trés pontos A, B
e C, obtendo-se assim a bissetriz do angulo ABC; ou entao selecionando duas retas, semirretas, segmentos
de reta ou vetores. Neste caso, serao determinados todos os angulos existentes entre o par de objetos

utilizado.

* Reta Tangente: Com esta ferramenta, é possivel construir as retas tangente a uma circunferéncia,
conica ou funcao, a partir de um determinado ponto. Para isso, deve-se clicar em um ponto e depois no

objeto ao qual a reta (ou retas) serd tangente.

o2
.

Reta de Regressao Linear: Com esta ferramenta, pode-se encontrar a reta que melhor se ajusta
a um conjunto de pontos. Podemos fazer isso criando um retangulo de selecdo que contenha todos os

pontos desejados, ou entao selecionando uma lista de pontos. citados anteriormente.

s
—* 'Lugar Geométrico: Esta ferramenta constréi automaticamente o lugar geométrico determinado

pelo movimento de um objeto (ponto, reta, etc.) ao longo de uma trajetéria.

11



3.4.5 Ferramentas da Janela 5

'.\)I-

L Poligono: Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono irregular com a quantidade de
lados desejada. Para isso, selecione sucessivamente pelo menos trés pontos, os quais serao os vértices do
poligono, e depois clique no ponto inicial para fechar o poligono. Note que, a drea do poligono construido

sera mostrada na janela de dlgebra.

e
.

< Poligono Regular: Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono regular a partir de um
lado. Selecione dois pontos A e B e especifique o nimero total de vértices no campo de texto da janela

de didlogo que aparece. Isto te da um poligono regular com n vértices (incluindo A e B).

3.4.6 Ferramentas da Janela 6

©

um ponto na janela de visualizagao, para definir o centro do circulo. Em seguida, finaliza-se a construcao

Circulo dados centro e um de seus pontos: Para construir um circulo, basta criar (ou selecionar)

criando (ou selecionando) um segundo ponto, o qual ficard sobre a circunferéncia.

©

centro e com comprimento de raio definidos. Para isso, basta clicar no plano (ou em um ponto), para

Circulo dados centro e raio: Com esta ferramenta, podemos construir um circulo a partir de

definir o centro da circunferéncia. Em seguida, aparecerd uma caixa de texto na tela, solicitando a medida

do comprimento do raio. Digite o comprimento desejado e aperte Enter ou clique OK.

T
1

*=* Compasso: Esta ferramenta permite fazer transporte de medidas, ou seja, possui fungao semelhante
& de um compasso. Para usar esta ferramenta, basta clicar em dois pontos (o que seria equivalente a abrir
o compasso na medida deste segmento) e depois em um terceiro ponto, para onde se quer transportar a

medida selecionada.

)

centro e dois pontos, é preciso criar um ponto ou entao clicar sobre um ponto j& existente (o qual serd o

Arco circular dados centro e dois pontos: Para construir um arco circular a partir de um

centro do arco circular); e em seguida clique em mais dois pontos. Se o sentido dos cliques for anti-horario
o arco construido serd o menor arco definido pelos trés pontos. Se for ao sentido horario, serd construido

0 maior arco.

A

estar na janela de visualizacao. Se os pontos nao estiverem na janela de visualizacao, basta crid-los com

Arco circular: Para construir um arco circular definido por trés pontos, que podem (ou nao) ji

a ferramenta ativada. Se ja estiverem, ativar a ferramenta e em seguida selecionar os pontos.

12



78\

Para utilizé-la, clique inicialmente sobre o ponto que serd o centro do arco, e em seguida clique sobre os

Arco Circuncircular: Esta ferramenta constréi um setor circular a partir do centro e dois pontos.

dois pontos restantes. Se o sentido dos cliques for anti-hordrio, serd construido o menor setor definido

pelos trés pontos. Se for ao sentido horério, serd construido o maior setor.

“

nao) ja estar na janela geométrica. Se os pontos nao estiverem na janela de visualizagdo, basta crid-los

Setor Circuncircular: Para utilizar esta ferramenta, basta clicar em trés pontos que podem (ou

com a ferramenta ativada.

3.4.7 Ferramentas da Janela 7

o

seguida selecionar um terceiro ponto, o qual pertencera a elipse.

Elipse: Para construir uma elipse, basta selecionar dois pontos (que serdo os focos da elipse), e em

Ne_
LY

Hiperbole: Para criar uma hipérbole, basta selecionar dois pontos (que serao os focos da hipérbole).

Em seguida, especifique um terceiro ponto, o qual pertencera a hipérbole.

Lo

Pardbola: Para construir uma pardbola, basta selecionar um ponto (que pertencerd & parabola) e

uma reta, a qual serd a diretriz da parabola.

-

serd criada a segao conica que passa por estes pontos. Neste caso, a secao conica mencionada podera ser

Conica Definida por cinco pontos: Apds ativar esta ferramenta, selecionando-se cinco pontos,

uma elipse, hipérbole, pardabola ou circunferéncia. Note que, se quatro destes pontos forem colineares, a

conica nao sera criada.
3.4.8 Ferramentas da Janela 8

&

entao selecionando duas retas, semirretas, segmentos de reta ou vetores. Para determinar o angulo entre

Angulo: Através desta ferramenta, podemos determinar um angulo selecionando trés pontos ou
os objetos selecionados, deve-se selecionéd-los em ordem, no sentido horario. Pode-se, ainda, através desta

ferramenta, se determinar todos os angulos de um poligono, sendo ele regular ou nao. Para isso, basta

ativar a ferramenta e depois selecionar o poligono

13
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a
“ Angulo de amplitude fixa: Com esta ferramenta, a partir de dois pontos, pode-se construir um
angulo com amplitude fixa. Para isso, deve-se clicar nos dois pontos iniciais, e entao definir (na janela

que se abrird), a medida e o sentido (horario ou anti-horério) do angulo que se deseja criar.

o

duas retas, ou entre um ponto e uma reta, mostrando um texto dinamico na janela de visualizagao. Além

Distancia, comprimento ou perimetro: Esta ferramenta fornece a distancia entre dois pontos,

disso, também fornece o comprimento de um segmento, e o perimetro de um poligono, circunferéncia ou

elipse.
em?

Area: Esta ferramenta fornece o valor numérico da drea de um poligono, circulo ou elipse, mos-

trando um texto dindmico com o respectivo valor na janela de visualizagao.

A

visualizagao um triangulo retangulo cuja razao entre a medida do cateto vertical e a medida do cateto

Inclinagdo: Esta ferramenta fornece o declive (inclinagdo) de uma reta, e mostra na janela de

horizontal é o valor absoluto da inclinagao da respectiva reta.

{1.2}

Lista: Com esta ferramenta podemos criar uma lista de objetos como pontos, segmentos de reta,
poligonos entre outros. Para isso, selecione a ferramenta Criar Lista e depois arraste e marque um

retangulo na zona gréfica, selecionando os objetos a serem inseridos na lista.

3.4.9 Ferramentas da Janela 9

Y
* M Reflexdo em relagdo a uma reta: Esta ferramenta constréi o reflexo de um objeto (ponto,
circulo, reta, poligono, etc.) em relagdo a uma reta. Para isso, deve-se selecionar primeiro o objeto, e

depois a reta de reflexao.

Reflexao em relagdo a um ponto: Esta ferramenta constréi o reflexo de um objeto (ponto,
circulo, reta poligono, etc.) em relagdo a um ponto. Para isso, deve-se selecionar primeiro o objeto e,

depois o ponto de reflexao.

14



Rotagcao em torno de um ponto: Com esta ferramenta, podemos construir o reflexo de um
objeto ao redor de um ponto, em relagao a um determinado angulo. Para isso, selecione o objeto que
pretende rodar, em seguida, clique num ponto para especificar o centro da rotacao e, finalmente, insira
a amplitude do angulo da rotagao na janela de didlogo que ird aparecer. Note que, ao alterar o objeto
original, seu reflexo também serd alterado. No entanto, o dngulo de rotacao definido permanecera o

mesmao.

-
L ]
zad Translagao por um vetor: Com esta ferramenta é possivel transladar um objeto (ponto, seg-

mento, poligono, etc.) para o mesmo lado que o sentido do vetor. Para isso selecione o objeto que

pretende transladar e depois clique no vetor que define a translagao.

3.4.10 Ferramentas da Janela 10

ABC
Texto: Com esta ferramenta podemos inserir textos estaticos, dinamicos ou em LaTeX na janela

de visualizagao. Para isso, deve-se, primeiramente, especificar a localizagao do texto clicando em um
lugar vazio da janela geométrica; ou entao clicar em um ponto, para que o texto criado fique anexado a
esse ponto. Em seguida, aparecera uma janela de didlogo onde pode-se inserir o tipo de texto pretendido.
O Texto Estatico nao depende de nenhum objeto matematico e nao é afetado por eventuais alteragoes
na construgao; o Texto Dinamico contém valores de objetos que sao automaticamente adaptados as
alteragoes provocadas nesses objetos; e o Texto Misto é uma combinacdo dos anteriores. Além dos
tipos de texto mencionados, também podemos inserir textos e férmulas em LaTex. Para fazer isso, ative
a caixa Formula LaTeX na janela de didlogo da ferramenta Inserir Texto e insira o texto e as férmulas
desejados. Além disso, podemos selecionar as férmulas e simbolos desejados clicando na seta ao lado de

Formula LaTeX.

Inserir Imagem: Com esta ferramenta, podemos inserir figuras na janela de visualizacdo. Ao
selecionar esta ferramenta e clicar na janela de visualizacdo, abrird uma caixa onde vocé podera procurar

a figura que deseja inserir na tela. Essa figura devera estar no formato jpg, gif, png ou tif.

\/ Caneta: Ao selecionar esta ferramenta, é possivel escrever a mao livre na janela de visualizacao.

v

Para isso, basta selecionar a ferramenta e fazer o desenho desejado.

Fungao a mao livre: Através desta ferramenta, podemos construir manualmente retas e poligonos.
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7
a=b Relagao: Com esta ferramenta podemos saber a relagao entre dois objetos, para isso selecione a

ferramenta e depois dois objetos para obter a informagao sobre a relacao entre eles.

&/

terminado intervalo, tais como pontos de maximo e minimo, integral, reta tangente, circulo osculador,

Inspetor de fungao: Esta ferramenta possibilita uma andlise mais especifica da funcao em de-

etc.

3.4.11 Ferramentas da Janela 11

a=2
— . . . . .
Controle deslizante: Para criar um controle deslizante, basta ativar a respectiva ferramenta e

clicar sobre o local desejado na janela geométrica. Feito isto, aparecerda uma janela onde vocé podera
nomear, especificar o intervalo e incremento e alterar as propriedades do controle deslizante. O uso de um
controle deslizante possibilita causar variagdes em objetos (manualmente ou automaticamente), podendo
também assumir a funcao de uma varidvel. Esta varidvel pode estar associada a um objeto matemaético, o
que permite a transicao continua entre estados intermediarios do objeto estudado, destacando os aspectos
invariantes. Além disso, a possibilidade de variar objetos garante o dinamismo nas representagoes e a

manipulagao de conceitos antes abstratos.

J .
Caixa exibir/esconder objetos: Com esta ferramenta, podemos criar uma caixa e anexar a

esta objetos ja construidos. Desta forma, ao marcar a caixa, os objetos anexados ficardo visiveis, e ao

desmarca-la, os objetos serao ocultados.

—Botao: Esta ferramenta permite criar um botéo e a ele associar uma ou mais determinadas agoes,
visfveis na zona gréfica (como trocar as coordenadas de um ponto, trocar a posi¢do de uma reta, etc.).
Para isso, basta selecionar a ferramenta e clicar na janela de visualizagao para cria-lo. Depois, ao abrir
uma janela com campo de texto, define-se a legenda e sua programacédo (ou seja, o que ele fard). Ainda

é possivel altera suas configuragoes, cores, legenda e programacao entrando nas suas propriedades.

a=1
Campo de entrada: Com esta ferramenta, podemos criar uma caixa de texto para que o usudrio

possa interagir com o seu trabalho. Para isto, seleciona-se a ferramenta e clicando na zona grafica criamos
um campo de entrada. Logo apos, abrird um janela interativa e definimos sua legenda e o objeto a ser

vinculados e clica-se em Aplicar, para concluir.
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3.4.12 Ferramentas da Janela 12

Mover Janela de Visualizacao: Com esta ferramenta, pode-se mover o sistema de eixos, bem
como todos os objetos nele contidos, ajustando a drea visivel na Janela de Visualizagao. Pode-se, também,

alterar a relacao de escala entre os eixos coordenados, arrastando cada um deles com o mouse.

Ampliar: Com o auxilio desta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da janela de visualizagao,

podemos ampliar a construgdo. Também é possivel por atalho de teclado (Ctrl +) para Ampliar.

Reduzir: Utilizando esta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da janela de visualizacao, pode-

mos reduzir a constru¢do. Também é possivel usar o atalho do teclado (Ctrl —) para Reduzir.
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Capitulo 4

GeoGebra Tube

O GeoGebra Tube é uma péagina online que possibilita aos usudrios acessarem projetos, editd-los
e compartilha-los via internet, podendo usar em locais e computadores que nao seja possivel abrir o

aplicativo ou até mesmo sem té-lo instalado.

m

€ C [ twbegeogebracrg

5 Apg

GeeGebra Mg Dowiecs G

Cylinder Net and Dimensions Graph the Line

1S vew

o = fungao
Finding P-value for proportion Hyperbolic Geometry in the

Pinheiro Batman Equation
o A g B Folhas de trabalha || GeoGebraBooks

4.1 Cadastro

O cadastro é feito de forma gratuita pelo site: http://tube.geogebra.org/ Para isso, clique em Entrar

no canto superior direito e serd redirecionadopara péagina de 7login?. Depois entre em Criar uma conta

para realizar o cadastro. E possivel aproveitar o cadastro de outros sites ou redes sociais.
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Cadastre-se

Cadastra-se usando um login do ...

S, u
l‘l I] ]
Google Office 365 Microsoft Facebook Twitter

Cadastra-se usando o seu login GeoGebra

E-mail [ |

Nome do usudrio
senha

Confirmacdo da senha

Ao criar uma conta, vocé concorda com nosso Termos e Politica de Privacidade.

Cnar uma Conta

Figura 4.1: Pagina de cadastro

4.2 Enviando Material

.

E possivel enviar um arquivo salvo no computador ou material por um endereco de Web. Para isso,

entre em Enviar Material.

2 v Mot - Gt x B-s
& - € [[) tubegeogebraorg/material/create &=
G eQG e b ra Materigis ~ Downloads  Comunidade  Ajuda 8

Progresso da criagio:
Enviar Material

Por favor, envie um arquivo GeoGebra ou formeca GeoGebra oniine.

Enviar Arquivo Enderego WEB
Escolha um arquivo do seu computador. Formatos de arguivo Fomeca um endereco WEB com algum material GeoGebra. Este pode

permitdos <v. O tamanho de um arquivo ndo pode ser um link para uma construgo, um tutorial, um artigo ou um video

exceder2

Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado

[ Envier

__submeter Endereco WEB |

GeoGebra Ajuda Parceiros Entre em contato numm .

Figura 4.2: Site GeoGebra Tube

Primeiramente, clique em Escolher arquivo. Abrird uma janela para que se selecione o projeto para
ser adicionado. Depois clique em enviar para passar a etapa seguinte.

Em segundo lugar, na pagina que abrird (Informagoes para estudantes) estard disponivel uma caixa
de texto onde se pode escrever uma descrigao ou explicagao do projeto e uma janela do GeoGebra para
que seja possivel visualizar o projeto. Para avancar a etapa desga até o final da pédgina e clique em
Continuar.

Um terceiro momento, na pagina seguinte (Informagoes para professores) estard disponivel o campo
de texto para definir o titulo do material e uma nova descri¢ao, podendo colocar formulas e enderegos da

internet, o idioma principal do material, faixa etaria do grupo alvo, palavras chaves (para ajudar na hora
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de pesquisar) e a visibilidade desejada. Para avancar & etapa, no final da pégina, clique em Gravar.
Logo apds, vocé serd redirecionado para pagina do material no site. Nesta pagina estarao disponiveis

fungoes como editar, apagar, campo para escrever comentarios, matérias analogos entre outras. Também

poderd abrir a versao para estudantes que leva a uma pégina para visualizagdo do projeto, podendo

movimenta-lo pela zona grafica e exibir ou esconder objetos, ideal para apresentagoes.

4.3 Editar o Material

Ao entrar na pédgina do material, clique em Editar e sera redirecionado para uma nova pagina. Nela
voceé podera mudar as informacoes do material como titulo, descricao, alterar o arquivo, podendo enviar

outro no lugar e poderd edita-lo em uma versao online do GeoGebra.

2 Gitar v - Tete - % -0
€« - €[] ubegeogebraorg

B~ 4 PBEE

g

A=(.2)

Figura 4.3: Site GeoGebra Tube

Com essa plataforma online, temos a possibilidade de acesso a projetos feitos no Geogebra, visualizar
trabalhos de diversos autores e publicar seus proprios arquivos sem a necessidade de ter o software

instalado em seu computador.
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Capitulo 5

Nocoes de Geometria Plana

Agora,vamos realizar construgoes geométricas, utilizando algumas das ferramentas descritas no capitulo

3. Para ilustrar e verificar alguns resultados da geometria plana.

5.1 Construgoes Geométricas

5.1.1 Construcio da Bissetriz de um Angulo

Bissetriz: é um segmento de reta com origem em um dos vértices de um triangulo com a outra extre-
midade no lado oposto a esse vértice. Assim, ela divide ao meio o angulo correspondente ao vértice.

Processo de construgao:

e Selecione a ferramenta SEMIRRETA e construa duas semirretas AB e AC. Em seguida, crie um

ponto D sobre a semirreta AB;

e Acione a ferramenta COMPASSO e clique sobre os pontos A e D, determinando assim o raio AD.

Feito isto, clique no ponto A, fazendo assim a construgao da circunferéncia de centro A e raio AD;

e Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, construa o ponto E, de interseco

entre a circunferéncia e a semirreta AC;

e Com a ferramenta COMPASSO, construa uma circunferéncia de raio qualquer e com centro em D.

Em seguida, construa outra circunferéncia, com o mesmo raio da anterior e com centro em E;

e Faca a interseccao das duas circunferéncias, achando os pontos F e G. Em seguida, construa a

semirreta AF = AG, que é bissetriz do angulo BAC;

e Feita a construgao, determine os angulos CAF e BAF e movimente os pontos B e C, verificando

que sempre teremos CAF = BAF;

Observagao: Para deixar a construcao mais organizada, podemos esconder as circunferéncias e pontos
que nao estao mais sendo utilizados. Para isso, basta clicar com o botao direito sobre o objeto que se

deseja esconder e, em seguida, clicar na opgao EXIBIR OBJETO.
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5.1.2 Construcao da Mediatriz de um segmento

e Com o comando SEGMENTO, construa um segmento de reta AB. Em seguida, crie um ponto C

sobre o segmento AB, tal que nao seja o ponto médio;

e Com a ferramenta COMPASSO, clique no ponto A e no ponto C, e centralize a circunferéncia ¢ no
ponto A. Ainda, com o mesmo comando, clique no ponto A e no ponto C. Centralize no ponto B,

criando a circunferéncia d;

e Usando agora a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clique sobre as circunferéncias ¢

e d, construindo assim os pontos D e E;

e Com o comando RETA, crie uma reta b passando pelos pontos D e E. Crie um ponto F de

interseccao sobre as retas a e b;

Observagao: Pode-se ainda calcular a distancia de AC e de CB, e ainda medir os angulos.

5.1.3 Construcao de uma perpendicular a uma reta qualquer, através de um

ponto

e Com o comando RETA, crie uma reta a passando pelos pontos A e B. Em seguida, oculte o ponto
B. Entao, dada a reta a e um ponto A, pertencente a essa reta, crie uma reta perpendicular a a,

passando pelo ponto dado;

e Crie um ponto C na reta e com o comando CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PON-

TOS, crie uma circunferéncia c, de raio AC, centralizada em A. Oculte o ponto C;

e A partir da ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clique na reta a e na circunferéncia

¢, de forma a criar os pontos D e E.

Exercicio 1 Baseando-se no item anterior ”Construcdo da Mediatriz de um segmento”, construa a me-
diatriz do segmento DE. A mediatriz serd a reta perpendicular que passa pelo ponto A, como queriamos.

Faca o mesmo para encontrar a perpendicular referente ao ponto B.

5.1.4 Construcao de uma reta paralela a outra reta

e Com o comando SEGMENTO, construa um pequeno segmento de reta AB. Em seguida, crie uma

reta b, em qualquer outro lugar da janela de visualizagao, passando pelos pontos C e D;

Exercicio 2 Com base no item anterior ”Construcdao de uma perpendicular a uma reta qualquer, através
de um ponto”, construa duas retas perpendiculares a reta b, de tal modo que uma passe pelo ponto C e

a outra passe pelo ponto D.

Realizado o exercicio, precisamos finalizar a construgao:
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e Com o comando COMPASSO, clique nos pontos A e B e crie uma circunferéncia p (renomear a
circunferéncia), centralizada em C. Clique novamente nos pontos A e B e crie uma circunferéncia

q (renomear a circunferéncia), centralizada em D;

e A partir da ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, crie os pontos de intersecio das
circunferéncias p e q com as retas perpendiculares. Apds, trace uma reta a partir dos dois pontos

de intersecao. Essa reta é a reta perpendicular que procuravamos.

5.1.5 Construcao de triangulos equilateros

Um tridngulo é dito equilatero quando seus trés lados possuem a mesma medida.

Processo de construcdo:

e Construa um segmento AB, utilizando a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PON-
TOS;

e Utilizando a ferramenta COMPASSO, crie dois circulos de raio AB: um com centro em A e outro

com centro em B;

e Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, defina os pontos de intersecéo entre

as duas circunferéncias, chamando-os de C e D;

e Com a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS, trace os segmentos AC e BC,

construindo assim o triangulo equilatero ABC;

e Para verificar que as medidas dos lados sao iguais, ative a ferramenta DISTANCIA, COMPRI-
MENTO OU PERIMETRO e clique sobre cada um dos lados do triangulo construido.

Exercicio 3 Um tridngulo é dito isésceles quando dois de seus lados sdo congruentes, faga a constru¢ao

deste triangulo.

5.1.6 Construcao de Paralelogramos

Um paralelogramo é um quadrilatero plano convexo cujos lados opostos sao paralelos.

Processo de Construgdo:

e Com a ferramenta RETA, construa uma reta a passando pelos pontos A e B;

e Selecione a ferramenta RETA PARALELA e crie uma reta b, paralela a a, passando pelo ponto C;
e Com o comando SEGMENTO, construa o segmento ¢ a partir dos pontos A e C;

Selecione novamente o comando RETA PARALELA e crie uma reta d, paralela a reta c, passando

por B;

Utilize agora o comando INTERSEQAO DE DOIS OBJETOS e marque o ponto D, interse¢ao das

retas d e b;

Com a ferramenta POLfGONO, clique nos pontos A, B, D, C e A.

23



5.1.7 Construcao de Losangos

Losangos: Quadrilatero plano cujos lados sao iguais.

Processo de construcdo:

e Construa um segmento AB, utilizando a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PON-
TOS;

e Utilizando a ferramenta COMPASSO, crie dois circulos de raio AB: um com centro em A e outro

com centro em B;

e Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, defina os pontos de intersecao entre

as duas circunferéncias, chamando-os de C e D;

e Com a ferramenta POLfGONO7 clique nos pontos A, C, B e D, construindo assim o losango

ACBD;

e Para verificar que as medidas dos lados sdo iguais, ative a ferramenta DISTANCIA, COMPRI-
MENTO OU PERIMETRO e clique sobre os pontos A e C, Ce B, Be D, D e A, respectivamente.

5.1.8 Construcao de Retangulos

Retangulo é um quadrilatero cujos angulos internos sao retos.

Processo de construcdo:
e Com o comando RETA, crie a reta a, passando pelos pontos A e B;

e Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR e crie duas retas, b e ¢, perpendiculares a reta a,

passando pelos pontos A e B, respectivamente;
e Com a ferramenta PONTO, crie um ponto C sobre a reta b;

e Selecione o comando RETA PARALELA e crie uma reta d, paralela a reta a, passando pelo ponto
C.

)

e A partir da ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, crie o ponto D, intersecio das retas

ced;

e Utilizando a ferramenta POLfGONO7 clique nos pontos A, C, D, B e A respectivamente, formando,
dessa forma, o retangulo ABCD.

Exercicio 4 Construa um quadrado com base no que vimos.

5.1.9 Construcao de Trapézios

Trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados opostos paralelos. Os lados paralelos sao chamados
de bases do trapézio, sendo elas: base maior e base menor, com relagao a suas medidas.

Processo de construcdo:
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Ative a ferramenta RETA e clique em dois lugares distintos da janela de visualizacdo, criando assim

a reta AB;

Utilizando a ferramenta PONTO, crie um ponto C, tal que C nao pertenca a reta AB;

e Com a ferramenta RETA PARALELA crie uma reta b, paralela a reta AB passando por C. Além

disso, sobre b, crie dois pontos D e E distintos;

Utilizando a ferramenta POLIGONO, crie o poligono ABCDE.

5.2 Triangulos

5.2.1 Teorema do angulo externo

”Um angulo externo de um triangulo é maior que qualquer um de seus angulos internos nao adjacentes.”

Processo de Construgao(Com base na figura abaizo):

e Ative a ferramenta RETA e clique em dois lugares distintos na janela de visualizagao, criando os

pontos A e B.

e Em seguida, ative o comando PONTO. Cliquei em qualquer lugar na janela de visualizacao, fora

da reta, e construa o ponto C.
e Ative a ferramenta POLIGONO e forme o triangulo ABC.
e Novamente com a ferramenta PONTO, crie um ponto D na reta.

e Agora, com o comando ANGULO, clique nos pontos A, C, B, nesta ordem, demarcando o angulo
no vértice C, no interior do tridngulo. Da mesma forma, clique nos pontos B, A, Ce D, B, C e
forme, respectivamente, o angulo no vértice A, no interior do tridngulo, e o angulo na parte externa

do triangulo, no vértice D.
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e Com o comando MOVER ¢ possivel que vocé mova o vértice C e tire conclusdes a respeito do

teorema.

Observagao: Esse processo de construgao vale para a figura acima. Pode-se fazer da mesma forma

para outros tipos de triangulos, tomando apenas o cuidado na demarcagao dos angulos.

5.3 Postulado das Paralelas

”Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo os dngulos alternos internos (correspon-

dentes) sdo congruentes.”

e Ative a ferramenta RETA e clique em dois lugares distintos na janela de visualizacdo, criando os

pontos A e B.

e Selecione a ferramenta RETA PARALELA, clique na reta a e, em seguida, clique em algum lugar
da janela de visualizagao, criando assim a reta b, paralelas a reta a, que passa por C. Novamente

com o comando RETA, crie uma reta ¢ que passe por AC.

e Em seguida, ative o comando PONTO. Clique na reta a, criando o ponto D, de modo a dispor

DAB, colineares. Ainda, crie os pontos E e F, na reta b, tal que ECF, colineares.

e Com o comando ANGULO, marque os angulos DAC e BAC e também ACF e ACE. Em seguida

analise os angulos formados e verifique a validade do Teorema.

Exercicio 5 "Em todo triangulo, a medida de um angulo externo € igual a soma das medidas dos angulos
internos nao adjacentes.”Faga a construcao no GeoGebra e verifique se o que foi escrito acima realmente

€ wvdlido.

5.4 Teorema de Pitagoras

70O quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo é igual & soma dos quadrados dos seus catetos.”

O Teorema acima nos diz que, dado um triangulo retangulo ABC, com hipotenusa a e catetos b e

¢, temos a? = b + 2. Nosso objeti A li a s ajud. d
, = . jetivo sera realizar uma construgao que nos ajude a compreender este
teorema, sem sua demonstracao formal, mas com o objetivo de visualizar através da construgao que o

teorema é valido.

Processo de Construcao:

e Com a ferramenta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS, crie uma reta a, que passe por dois
pontos A e B.

e Selecione a ferramenta RETA PERPENDICULAR e crie uma reta que seja perpendicular a a e
passe por A.
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e Com a ferramenta NOVO PONTO, crie um ponto C, que esteja sobre a reta perpendicular cons-

truida no passo anterior.

e Para esconder as retas a e b, basta clicar com botao direito do mouse sobre elas e, em seguida,

clicar em EXIBIR OBJETO, deixando apenas os pontos A, B e C visiveis na tela.

e Selecione a ferramenta POLIGONO e clique sobre os pontos A,B,C e A (nesta ordem), criando

assim o triangulo ABC, retangulo em A.

e Com a ferramenta POLIGONO REGULAR, crie, sobre cada lado do tridngulo, um quadrado com
a medida do respectivo lado. Para isso, selecione a ferramenta poligono regular e clique sobre os

pontos C e B,A e C e, por tltimo,B e A.

Em seguida, clique sobre cada um dos quadrados construidos com o botao direito do mouse e selecione
a opcao propriedades. Na guia bésico, ative a opgao exibir rétulo e selecione a opgao valor.
Esta construcdo geométrica é uma ilustragdo para o Teorema de Pitdgoras. Agora movimente os

pontos A, B e C e veja o que acontece com o valor de a® = b? + ¢2.

5.5 Pontos notaveis de um triangulo

5.5.1 Incentro

Dé-se o nome de incentro ao ponto de interseccao das retas que dividem um angulo ao meio (bissetrizes)

de um triangulo. A seguir, vamos construir o incentro e verificar algumas propriedades.

Processo de Construgdo:
e Construa um triangulo ABC.

e Ative a ferramenta BISSETRIZ e clique sobre os vértices: A,B e C(nesta ordem), posteriormente
sobre os vértices B,C e A(nesta ordem) e, por tltimo, clique nos vértices C, A e B (nesta ordem).

Trés bissetrizes sao criadas.

e Utilizando a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, marque o ponto D de intersecao das
bissetrizes. Agora, vamos modificar o nome do ponto D para Incentro, clicando com o botao do
lado direito do mouse sobre o ponto D e selecionando a opcaio RENOMEAR. Na nova janela que

aparecera, escreva Incentro e clique OK.
e Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clique no ponto Incentro e no lado ¢ do triangulo;

e Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clique na reta g e posteriormente, no lado

c que liga os pontos A e B. Um ponto D sera criado;

e Como nos interessamos apenas no pé da perpendicular (ponto D), podemos esconder & reta g,
clicando sobre a mesma com o botao direito do mouse e em seguida, na opgao EXIBIR OBJETO.

Podemos também ocultar as retas d, e e f;
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e Ative a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS, clique no ponto

Incentro e posteriormente no ponto D. Uma circunferéncia h serd criada.

Observagao: Pode-se observar que o incentro é o centro de uma circunférencia inscrita ao triangulo.

Circuncentro

Dé-se o nome de circuncentro ao ponto onde as mediatrizes (reta perpendicular ao segmento e que
passa por seu ponto médio)dos lados de um tridngulo se encontram. Poderia observar que o circuncentro
é o centro da circunferencia que circunscreve o triangulo.

Processo de Construcgao

e Construa um triangulo de vértices ABC;

e Ative a ferramenta MEDIATRIZ. Clique sobre o lado ¢ para criar a reta d, e em seguida clique

sobre o lado b para criar a reta e, e sobre a reta a para criar a reta f;

e Selecione a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e clique sobre a intersecao das medi-

atrizes. O ponto D sera criado;

e (Clique com o botao direito do mouse sobre a reta d e posteriormente, clique na opcao EXIBIR
OBJETO. Faga o mesmo para as retas e e f. Agora, vamos modificar o nome do ponto D para
Circuncentro, clicando com o botao do lado direito do mouse sobre o ponto e selecionando a

opcao RENOMEAR. Na nova janela que aparecera, escreva Circuncentro e clique OK;

e Ative a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS, clique no ponto
Circuncentro e posteriormente em um dos vértices do tridngulo ABC. Uma circunferéncia g sera

criada.
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Ortocentro

Dé-se o nome de ortocentro ao ponto de intersecdo das retas suportes das alturas (um segmento de
reta com origem em um dos vértices e perpendicular, formando um angulo de 90°, ao lado oposto) de
um triangulo.

Baricentro

Dé-se o nome de baricentro ao ponto de encontro das medianas (segmento de reta com origem em
um dos vértices do tridngulo e extremidade no ponto médio do lado oposto ao vértice) dos lados de um
tridangulo. Lembrando que, chamamos de mediana o segmento de reta que une um vértice do triangulo

ao ponto médio do lado oposto a ele.

Exercicio 6 Faca as construcées do ortocentro e do baricentro.

5.6 Area de Poligono

Para calcular a drea de qualquer poligono, basta digitar a formula da area do poligono desejado no campo
de entrada. Também é possivel calcular a area utilizando a ferramenta AREA e clicar sobre o poligono
desejado, obtendo o valor da &rea.

Processo de construcao:

e Com a ferramenta POLIGONO, crie um triangulo ABC qualquer;

e Com a ferramenta RETA, vamos tragar a reta que passa pelos pontos A e B. Note que a mesma

sera a reta suporte do lado AB;

e Com a ferramenta RETA PERPENDICULAR, crie a reta e, perpendicularmente a reta criada

anteriormente e que passe pelo C;

e Marque o ponto D, intersecgao entre a reta e e a reta suporte, usando a ferramenta INTERSEQAO

DE DOIS OBJETOS. Note que o ponto D é o de pé da perpendicular (ou, neste caso, pé da altura);
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e Usando a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERfMETRO, determine a medida do
segmento CD (que é a altura referente ao lado AB ou ao vértice C), e também a medida do

segmento AB (que é a base do tridngulo ABC).
Veremos agora como usar a altura para calcular a area de um tridngulo, dada pela férmula:

base x altura

A =
rea D)

No campo de entrada digite: Area=(distancia CD * distancia AB)/2
Observe que o valor referente a area do triangulo aparecera na janela de dlgebra.

e Também podemos obter a area do tridngulo ativando através da ferramenta AREA e clicando sobre
o poligono ABC. Note que ao mover os pontos A, B ou C, a area do tridngulo também sera

alterada.
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Capitulo 6

GeoGebra 3D

6.1 Apresentagcao

Desde 2014, que temos disponivel uma versao oficial da janela de visualizacao do Geogebra 3D, acoplado
nas versoes do aplicativo. Esta janela de visualizacdo permite uma exibicao tridimensional com ferra-
mentas adicionais para esta fungao, porém mantendo os mesmos recursos de manipulagao que as versoes

anteriores do software ja possuiam. A interface do software estd apresentada na figura a baixo.

6.1.1 Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas do Geogebra 3D esté dividida em 14 janelas, sendo destas 7 especificas para o

Geogebra 3D como vemos a seguir.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

RN B 2 2 S — e SO CAINNIE 5%
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Cada uma destas janelas possui vérias ferramentas. Para visualizar estas ferramentas basta clicar
sobre a seta no canto do icone e entao irao aparecer as opgoes referentes a estas janelas.
Ferramenta da janela Interseccao de duas Superficies

Constréi a curva de interseccao entre duas superficies.

Ferramentas da janela Plano

e Plano por trés pontos: Para esta ferramenta, basta selecionar trés pontos que aparecam ou nao

na janela de visualizagao.

e Plano: Para esta ferramenta, basta selecionar trés pontos, ou um ponto e uma reta, ou duas retas,

ou um poligono.

e Plano perpendicular: Para esta ferramenta, basta selecionar um ponto e uma reta perpendicular,

estes entes geométricos ja devem estar aparecendo na janela de visualizagao.

e Plano paralelo: Para criar um plano paralelo, basta selecionar um ponto e um plano.

Ferramentas da janela Geométrica

e Piramides: Para a construgao de uma piramide, selecione ou crie um poligono para a base da

piramide e, entao, selecione ou crie um vértice oposto a base.

e Prismas: Para a construcao de um prisma, selecione ou crie um poligono para a base da piramide

e, entao, selecione ou crie um ponto da base oposta.

e Fazer extrusao para pirdmide ou cone: Para utilizar esta ferramenta é necessario arrastar
um poligono/circulo ou selecionar um poligono/circulo e entrar com uma altura para criar uma

piramide ou um cone reto.

e Fazer extrusao para prisma ou cilindro: Para utilizar esta ferramenta é necesséario arrastar um
poligono/circulo ou selecionar um poligono/circulo e entrar com uma altura para criar um prisma

ou um cilindro reto.
e Cone: Para a construcao do cone necessitamos selecionar dois pontos e, entao, especificar o raio.

e Cilindro: Para a construgao do cilindro necessitamos selecionar dois pontos e, entao, especificar o

raio.

e Tetraedro regular: Para a construgao do tetraedro regular, basta clicar em um plano (opcional)

e, entao, em dois pontos.
e Cubo: Para a construgéo do cubo, basta clicar em um plano (opcional) e, entdo, em dois pontos.

e Planificagao: Esta ferramenta é utilizada na planificacdo de sélidos geométricos, para tal basta

selecionar um poliedro.
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Ferramentas da janela esfera

e Esfera dados centro e um de seus pontos: Para a construcao de uma esfera, selecione o centro

e, entao, um ponto da esfera.

e Esfera dados centro e raio: Para a construgao de uma esfera, selecione o centro e, entao, o raio

desejado.

Ferramenta da janela Volume

Esta ferramenta fornece o valor numérico do volume de um sélido geométrico, mostrando um texto

dinamico com o respectivo valor na janela de visualizagao.

Ferramenta da janela Reflexao por um Plano

Esta ferramenta constréi o reflexo de um objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc.) em relagdo a um

plano. Para isso, deve-se selecionar primeiro o objeto e depois o plano de reflexao.

Ferramenta da janela de Visualizagao

Esta janela apresenta diversas ferramentas para manusear tanto a janela de visualizacao quanto aos

objetos construidos nela.

Exercicio 7 A partir dessas ferramentas construa:
a) Um octaedro;
b) Um Dodecaedro;
¢) Uma esfera de raio 3.2;
d) Dois planos paralelos e dois planos perpendiculares;

e) Um cone e, entdo, calcule o seu volume;

6.2 Planificacao

Planificagao é a agao ou o efeito de planificar, ou seja, é a aplicagao de uma superficie sobre um plano.
Para planificar um sélido geométrico no Geogebra basta usarmos a ferramenta Planificagao, no entanto
para planificar um bloco retangular que varia de acordo com os comprimentos, larguras e alturas podemos

utilizar o seguinte modo de construgdo (modo geométrico):

a) Abra no seu GeoGebra a janela de dlgebra, a janela de visualizagao 2D e a janela de visualizacao

3D.

b) Construa no 2D trés controles deslizantes, com ndmeros inteiros, de 1 & 10. Depois renomeie o

primeiro de comprimento, o segundo de largura e o terceiro de altura.
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¢) Crie no 3D um ponto na origem A = (0,0, 0).

d) Construa mais trés pontos no 3D com as seguintes coordenadas: B = (comprimento,0,0), C =

(comprimento,largura,0) e D = (0, largura,0).
e) Construa a partir destes pontos A, B, C' e D um poligono.

f) A partir deste poligono faga um bloco retangular utilizando a ferramenta extruséo para prisma ou

cilindro e para a altura indique o seletor altura.

g) Crie um controle deslizante, no 2D, de 0 & 1 com incremento de 0.01, para servir no momento da

planificagao.

h) Por dltimo escreva no campo de entrada: Planifica¢ao[<Poliedro>, <Numero>] = Planificagao[prisma,

dltimo controle deslizante].

i) Para melhor visualizacao pode ser ocultado os pontos, o poliedro, o poligono, entre outros que forem

necessarios.

j) Observagao 1: Se por acaso, sua construgdo apareceu tanto no 2D quanto no 3D, selecione o

objeto, entre nas suas propriedades, avangado e desmarque as janelas desnecessérias, ou seja, a 2D.

k) Observagao 2: Para uma melhor observagao, sugere-se clicar com botdo direito do mouse no

ultimo seletor e habilite o comando animar.

Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda
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b Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo
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@ Atura=1 Comprimento= 1
«.@ Comprimento=1 . TT—
@ Largura=1 ®
~-@ Planificagio =1
Planificacio
@ =6 Largura=1 - + )
Ponto o e
- Prisma . T
E e=1 FPlanificagdo=1 -
Quadrilétero 2 e S
faceABGF = 1
faceADEF =1
faceBCHG =1 2
faceCDEH =1 2
faceEFGH =1
@ facelJKL=1 4
® facelJNM=1
@ facelLST=1
@ faceJKPO=1
@ faceKLRQ=1
@ faceMNUV =1
pol1=1 1
Segmento
a=1
arestaAF =1 2
arestaBG = 1 . -
arestaCH =1 .
arestaDE =1 -
arestakF =1
arestabH =1
arestafG =1
arestaGH =1
@ arestal) =1
--@ arestalL=1 ——
® arestalll=1 =

X

P Janela de Visualizagio 3D Al

Altura = 1 5 T

R

Entrada: @

Exercicio 8 Crie a planificacao dos sequintes poliedros:
a) Octaedro;
b) Icosaedro;

¢) Dodecaedro.
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6.3 Superficie de Revolucao

Uma superficie de revolugao é uma superficie no espaco euclidiano criada pela rotacao de uma curva

(geratriz) em torno de uma reta (o eixo). A regido cercada pela superficie de revolugéo dé-se o nome de

sélido de revolugéao (e a superficie de revolugao é a superficie de um sélido de revolugéo, isto é, o sélido

criado pela rotagao), o sélido possui volume, jé a superficie possui 4rea.

Para construirmos uma superficie de revolucao a partir de uma funcao, podemos seguir a seguinte

sequéncia:

Crie dois controles deslizantes a e b, variando de —5 a 5.
Construa outro controle deslizante, porém agora de angulo.
Construa uma fungao linear, isto é, f(z) =z + 2.

Agora construa outra fungido que possua as mesmas condi¢oes da anterior mas com um intervalo de
a a b, ou seja, comando na entrada: Fungao[<Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>

] = g(l’) = F‘ungéo[f(x), a, b]'

Agora oculte a funcao f(z) e deixe somente a fungdo g(z) aparecendo na janela de visualizagao 2D.

f) Mexa os controles deslizantes para ver o comportamento da funcao g(x).

g) Por ultimo, precisamos somente construir a parametrizagao para a superficie, ou seja, comando na
entrada: Superficie[ <Expressao>, <Expressdo>, <Expressao>, <Varidvel 1>, <Valor Inicial>,
<Valor Final>, <Varidvel 2>, <Valor Inicial>, <Valor Final> | = Superficie [t * cos(S),t *
86”(5)7 f(t>7 t7 a, b7 53 Oa 360]

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
& A P OO N e
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@ B=5
Superficie 4
“-@ alta) = (t cos(a), t senfa), fit
Angulo
@ a=210° 3

<
Entrada:

Exercicio 9 Analise o que acontece com as sequintes funcoes:
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a) Fungdo seno;
b) Funcao quadrdtica;
¢) Fungao cosseno;

d) Fungdo exponencial.

Para construirmos uma superficie de revolucao a partir de um poligono, podemos seguir a seguinte

sequéncia:
a) Na janela 2D construa um poligono qualquer, denomine-o de poll.
b) No campo de entrada de janela 3D digite: poll’ = Girar|poll,90°, FixoX].
¢) Na janela 2D construa um controle deslizante n, que varia de 1 & 30 e tem incremento 1.

d) No campo de entrada da janela 3D construa L_1 = sequéncia [Girar[poll’, 2%]i, 1, n].

Pode-se também constuir um poligono com mais vértices e mudar o incremento do controle deslizante,

como podemos ver na figura a seguir.

n=188
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6.4 Intersecao de dois Objetos

Detectar a interseccao de dois objetos significa determinar se existe ou ndo um ponto ou um conjunto de

pOIltOS €m comum aos mesmeos.

Vejamos agora como determinar a curva de intersecgao entre um cone e um plano:

a)

b)

Abra a janela 3D e crie os pontos A = (0,0,0) e B = (0,0, 3).

Com o comando controle deslizante selecionado, clique na janela de visualizagao e crie o controle

deslizante de angulo « variando de 0° a 360°, com incremento de 5°.

Na janela de entrada selecione o comando Conelnfinito[<Ponto>, <Ponto>, <Angulo>] e coloque

os pontos A e B e o angulo «.

Novamente, com o comando controle deslizante selecionado, crie quatro controles a, b, ¢ e d variando

de =5 a 5.
Crie, através do campo de entrada, um plano de equagao ax + by + cz +d = 0.
Mexa nos controles deslizantes e observe as conicas formadas pela interseccao do plano com o cone.

Com o comando intersec¢ao de dois objetos selecionados, clique sobre o plano e sobre o cone para

ter uma melhor visualizacao.

Agora clique com o botao direito do mouse sobre a conica na janela de dlgebra e selecione a opgao

crie vista 2D.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
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Exercicio 10 Verifique a intersec¢ao entre uma esfera e um plano.
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6.5 Extrusao de objetos

Vejamos uma construcao usando extrusao de prisma:

Crie um controle deslizante a na janela de visualizagdo variando de —5 a 5.
Construa os pontos A = (0,0,0), B = (a,0,0) e C = (0,0,a).
Com a ferramenta cubo selecionada clique nos pontos A e B da janela 3D.

Selecione a ferramenta extrusao para prisma ou cilindro, em seguida selecione uma das faces do

cubo e para a altura use a.
Se desejar é possivel fazer mais extrusoes seguindo o passo da letra d.

Se quiser fazer algo mais elaborado, com animagcao, construa um controle deslizante n com valor
minimo 0 e maximo igual o nimero total de cubos que vocé fez com incremento 1, e em seguida
nas propriedades de cada um dos prismas na aba avangado, na condi¢ao para exibir objeto coloque
n > 1 para o primeiro prisma n > 2 para o segundo e assim consecutivamente até o ultimo prisma.

Agora é s6 animar o controle deslizante.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
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Entrada

6.6 Construcoes

6.6.

1 Construgao 1: Paralelepipedo retangular inscrito em uma piradmide de

base quadrangular

Construa um paralelepipedo retangular inscrito em uma pirdmide de base quadrangular tal que sua base

esteja contida na base da piramide. Use a ferramenta Controle Deslizante para ilustrar varios casos.

Seguem os passos da construgao.
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9.1

10.0

. Consideremos uma pirdmide de altura igual a 2 e arésta da base igual a 2;

Marquemos os pontos A = (0,0,0),B=1(2,0,0),C=(0,2,0),D=(2,2,00eE=(1,1,2)

como sendo os vértices da piramide;

Construimos assim cada face da piramide usando a ferramenta Poligono. Veja:

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
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Com a ferramenta Controle Deslizante criamos um seletor a variando entre 0 e 2;
Em seguida definimos o plano z = a, plotando na caixa de entrada Plano[z = a];

Determinamos agora os pontos F, G, H, e I. Pontos de intersecao das aréstas da piramide com
o plano z = a (utilizamos a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos). Mova o seletor a para

perceber a variagao da movimentacao do plano z = a;

Selecionemos na Janela de Algebra o plano z = a, cliquemos com o botao direito do mouse e

desmarquemos o item Exibir Objeto, para entdo ocultar este plano;

Definimos ent@o os pontos que resultam da projecao de F, G, H e I, sobre o plano z = 0, plotando
no campo de entrada os seguintes pontos:

F.1 = (x(E), y(E), 0)

G1 = (x(G), y(G), 0)

H.1 = (x(H), y(H), 0)

L1 = (x(I), y(I), 0)

Com a ferramenta Prisma construimos um paralelepipedo retangulo definido pelos pontos F, G,

H7 I, F17 G]_, H1 € Il-

Selecionemos cada bloco na Janela de Algebra utilizando o botao esquerdo do mouse, e em seguida
cliquemos com o botao direito sobre o texto selecionado e entramos em Propriedades, para entao

alterar as cores e opacidade da construcao. Veja a construgao que segue:
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Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Entrada:

6.6.2 Construcao 2: Dado interativo

Aprenderemos agora como construir um dado com a possibilidade de ser planificado e, além disso, ser
langado em um sorteio aleatério.

Seguem os passos da construgao.

1. Com a janela 3D ja aberta. Construa um controle deslizante para determinar o comprimento das
arestas do cubo. Nomeie esse controle deslizante de a com valor minimo 0, valor maximo 10 e

incremento 0.1;

2. Na Entrada digite as coordenadas de trés pontos:
0 = (0,0,0)
* A1 = ((=a)/2,(=0a)/2,(=a)/2)
o A = (a/2,(=a)/2,(=a)/2)
Os pontos Al e A2 determinam extremos de uma aresta e o ponto O, o centro do dado. Note que

os pontos Al e A2 sdo calculados em funcdo do comprimento da aresta (a) do dado.

3. Construa um cubo digitando na Entrada o seguinte comando:
e cubo_1 = Cubo[A_1, A_2] Note que ao construir o cubo, sdo construidos mais seis pontos (A, B,

C, D, E e F). Sao construidos também 12 segmentos e 6 faces.

4. Renomeie os pontos A, B,C,D,EeF paraA_3, A_4, ..., A_8, asfacesparafc_1, ... , fc_6

e, as arestas, para ac_1, ..., ac_{12}.

5. Oculte o cubol e todos elementos da Janela de Visualizacdo 3D. Em seguida, construa trés vetores
u, v e w na Entrada e oculte cada um deles.

eu = (1,0,0)
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10.

11.

12.

13.

ev=(0,1,0)
e w =(0,0,1)

Construa trés controles deslizantes: b, ¢ e d, com valor minimo 0, valor maximo 10 e incremento 1.

Na Entrada, digite o seguinte comando.
e cubo_2=Girar|[Girar[Girar[cubo_1,b* 7/6, 0, u],c*7/6,0,v],d * /6,0, w].
Esse comando cria um segundo cubo que pode ser girado em torno dos eixos x, y e z de acordo com

os valores dos controles deslizantes b, c e d.

Oculte o cubo e em seguida construa um controle deslizante i com valor minimo 0, valor méximo 1

e incremento 0.01.

Na Entrada, digite o comando:
e dado = Planificac@o[cubo_2, i.
Renomeie suas faces em £_1, ..., £_6. Verifique o que acontece com a planificacao do cubo ao

modificar os valores do controle deslizante 1i.

Construa duas listas a partir dos elementos da planificagao que aparecem no passo anterior.

el 1 =9{f_1, £_.2, £.3, £f_4, £_5, f_6%}

el _2={ABCDIJBAEADFBKLCDCMNHEFG}

L1 corresponde a uma lista com as faces do cubo e, Ly, a uma lista com os quatro vértices de cada
face do cubo. Por exemplo, A, B, C e D sdo os vértices de f1; I, J, B e A, os vértices da face {2; E,

A, D e F os vértices da face £3, e assim sucessivamente.

Oculte os pontos que aparecem na planificagdo e os rétulos das faces. Em seguida, construa uma
lista L3 com 6 vetores unitarios perpendiculares a cada face do cubo planificado. Para isso,digite o
seguinte comando na Entrada.

e L_3=Sequéncia[VetorUnitario[Elemento([L_1,i]],1i,1,6]

Apés teclar Enter, sdo plotados os vetores na Janela de Visualizacao 3D. Logo apds oculte a lista 3

Exiba os pontos B, C, D e E. Em seguida, usando a ferramenta Ponto Médio ou Centro, obtenha:
e P = PontoMédio[B, D]
e Q = PontoMédio[A, P]
e R = PontoMédio[B, P]
e S = PontoMédio[C, P]
e T = PontoMédio[D, P]
e U = PontoMédio[Q, R]
e V = PontoMédiol[S, T

Acesse o menu Ferramentas e clique em Criar uma nova ferramenta. Em Objetos Finais escolha os

objetos na ordem que aparecem na préxima imagem.
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&) x

Objetos Finais |Objetos Iniciaisl Nome e icone|

Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

| W
Ponto P: Ponto médio de AC
Ponto R: Ponto médio de PB
Ponto T: Ponto médio de DP
Ponto Q: Ponto médio de AP
Ponto S: Ponto médio de PC
Ponto U: Ponto médio de QR
Ponto V: Ponto médio de ST

| [

< Voltar Proximo > | ‘ Cancelar

14. Em Objetos Iniciais, apague a listagem sugerida pelo GeoGebra e escolha os pontos A, B, C e D.

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e Icone

Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

| 2

Ponto A
Ponto B
Ponto C
Ponto D

] [

< Voltar H Préximo > | ‘ Cancelar

15. Preencha a aba Nome e Icone conforme exibido na imagem abaixo.

&) x

Objetos Finailebjetos Iniciais‘ Nome e icone

Nome da ferramenta |Pontos ‘

Nome do comando |Pontos ‘

Ajuda da ferramenta |Pontos do dado ‘

Exibir na Barra de Ferramentas

| < Voltar H Concluido | ‘ Cancelar

Ao clicar em Concluido uma nova ferramenta de nome Pontos serd criada na Barra de Ferramentas.

Apague os pontos P, Q, R, S, T, U e V e, em seguida, oculte novamente os pontos A, B, C e D.
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16. Utilize os elementos de L2 para obter os pontos de cada uma das faces do dado utilizando a ferra-
menta Pontos que foi construida anteriormente. Para isso, digite o seguinte comando na Entrada:
o L_4 = Sequéncia[Pontos[Elemento[ L_2 , 4i - 3], Elemento[L_2, 4i - 2], Elemento[L_2 , 4i - 1],
Elemento[L_2, 4i]], i, 1, 6]
Apés teclar Enter serdo exibidos 7 pontos em cada face do dado.

Oculte a lista Ly.

17. Ao digitar na Entrada Pontos[A, B, C, D] o Geogebra retornard 7 pontos construidos sobre a face
f1.
A face f1 devera exibir apenas o ponto do centro, ou seja, o primeiro ponto construido. A face 2,
deverd exibir apenas dois pontos, ou seja, os pontos 2 e 3. E assim, sucessivamente.
O primeiro passo para obter esse resultado consiste em construir uma lista com os nimeros dos
pontos que deverao ser exibidos em cada face. Para isso, na Entrada, digite o seguinte comando.

.L_5 = {{1}’ {2, 3}, { 1, 2) 3}) { 2’ 3, 4) 5}) { 1’ 2’ 3, 4’ 5}’ {2, 3) 4’ 5, 6) 7}}

18. Crie uma lista Lg a partir das listas LseL4 digitando na Entrada o seguinte comando:

e L_6 = Sequéncia[Sequéncia[Elemento| L_4, i,Elemento[L_5, i, j]|, j, 1, i, i, 1, 6]

19. Apo6s ocultar a lista L6, construida anteriormente, construa a lista L7, digitando o seguinte comando
na Entrada.
e L_7 = Sequéncia[Sequéncia[Circulo[Elemento[L_6, i, j],0.07a, Vetor[Elemento[L_3, i]||, j, 1, i, i,
1, 6]
Acesse as propriedades de L7 e modifique a cor para preta, a transparéncia para 100 e, na Aba
Avancado, altere a camada para 1 ou mais.

Modificando o controle deslizante i para zero, o dado é montado.

20. Construa uma lista
el 8=9{5,6,7, 8,9, 10, 11, 12 }
com numeros que indicaram quantidades de giros. FEm seguida, digite na Entrada seis valo-
res: b_.1 =0, b2 =9, c_1 =0, c_2 =12, d_1 = 0, d_2 = 18. Depois, redefina os valores

minimos e maximos dos controles deslizantes b, ¢ e d e em Animacao, modifique a velocidade para
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10 e Repetir para Crescente (Uma Vez).

Controle deslizante b:

€7 Preferéncias - dado.ggb ps

Tl HIEE
Botdo A
L@ bt
Cubo
cubo,

cubo,

O controle deslizante ¢ deve

minimo d_1 e maximo d_2.

21. Para que o dado simule um
sorteada, basta construir um

conjunto de comandos:

DefinirValor[ b_1, b_2]
DefinirValor[ c_1, c_2]

DefinirValor[ d_1, d4_2]

@ b =1
e .

Basico Controle Deslizante  Cor Posicio Avancade Programacio

Intervalo

min: b_1 max: |b_2 Incremento: |1

Controle Deslizante

[A Fixe []Aleatério (F9) Horizontal ~ | Largura: [200 px

Animac3o

Velocidade: 10 Repetir. = Crescente (Uma Vez) v

ter minimo c_1 e maximo c_2 e, o controle deslizante d, deve ter

movimento de langamento e uma de suas faces seja aleatoriamente

botao sortear e, na aba Programagao em Ao Clicar digite o seguinte

DefinirValor[ b_2, b_1+3*EscolherElementoAleatoriamente[L_8]]

DefinirValor[ c_2, c_1+3*EscolherElementoAleatoriamente[L_8]]

DefinirValor[ d_2, d_1+3*EscolherElementoAleatoriamente[L_8]]

DefinirValor[ b, b_1]
DefinirValor[ c, c_1]
DefinirValor[ 4, d_1]
/IniciarAnimag3o [b]
IniciarAnimag&o [c]

IniciarAnimag3o [d]

Arquivo final:

Bésico Teto Cor Estio Avangado Programagio

Ao Clicar Ao Atualizar JavaScript Global

cubo, 1| Detminvator b_1,b_2]
2 Definirvalor c_1.c2]
o] 3| Definirvalor{o_1.d_2]
4 4| Defininvalor( b_2, b_1+3*EscolnerElementoAleatoriamentsi_8])
5 | Defninvalor . *EscolherElementoAleatoriamenteil_8]
& | Defnirvalor o_2, d_1+3*EscolherElementoAleatoriamentell_a]
7 Defnirvalor b, b_1]
8| Definvalor(c, ¢_1]
4 4 Defnirvalor d,d_1]
10 | Iniciaranimaciofo]

11| IniciarAnimaolc]
12 IniciarAnimagold]

.
.
.
.
wimers
i Ghao Geasera +| | oK
LY
H
,
£
)
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o X

X | » Janela de izagio 3D

} Janela de Visualizagio

Entrada:

6.6.3 Construcao 3: Jogo das Cores

O Jogo das Cores é formado por 15 quadrados e uma célula vazia dispostos em um arranjo 4 x 4. O

objetivo do jogo consiste em a partir de uma disposi¢ao inicial obter uma disposicao final a escolha do

jogador.
Disposicdo inicial Disposi¢des Finais

sraven s Hnier il Jwewan. armn s (=

| I e P

Uma peca pode se movimentar na vertical ou na horizontal quando estiver adjacente a célula vazia.

Para realizar uma jogada basta clicar sobre uma peca.

Seguem os passos da construgao.

1. Ao abrir o Geogebra seleciona a opcao Exibir Malha para facilitar a disposigdo dos nossos pontos

que serviram de base para o jogo.

2. Construa 17 pontos e nomeie-os de P; a Pi5, o pentltimo de V e o ultimo de Q.
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P, F.
3 s Ju 1
P
2 w9 rp|:l w1 |
B P

3. Na Entrada digite o seguinte comando: Poligono[P_1, (x(P_1)+1, y(P_1)), 4]. O resultado
desse comando é a construcao de poligono de 4 lados ancorado somente no ponto Py, pois o segundo

ponto do comando Poligono é obtido em fungao de P;.

+ Janela de Visualizagdo

4. Repita o processo para os outros pontos de P; até P;5 substituindo no comando anterior
Poligono[P_2, (x(P_2)+1, y(P_2)), 4] a Poligono[P_15, (x(P_15)+1, y(P_15), 4]. Ao final

desse processo voceé terd construido 15 quadrados ancorados nos pontos de P; a P5.

PLi .pl’ 1Y 'l
o5 1Fs 4P 5
PLic T L Pz
oPi! oPM .Pls .""

5. Construa um controle deslizante com valor minimo: 0; valor maximo: 1 e incremento: 0.1. Esse
controle serd utilizado para definir a transparéncia de cada quadrado. Em seguida, modifique a cor

dos poligonos conforme sua escolha.
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._l_.P P‘ .P, opi
.E'_.P 10 .P n .P 12
P Pu LTS \

6. Selecione os poligonos da primeira coluna. Em seguida, acesse Propriedades e, na aba Avancado,
preencha Transparéncia com o nome do controle deslizante. Com o valor do controle deslizante zero
os quadrados ficam completamente transparentes. Modificando o valor do controle deslizante para

1 o resultado sera o seguinte.

o=1

7. Ao clicar em uma pega, ela é movimentada para a célula vazia se estiver adjacente a célula vazia.

As tnicas pegas que podem ser movimentadas na disposi¢dao abaixo sdo: pol7, pol10, polll e poll12.
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8. O critério do item acima deve ser traduzido em comandos para o GeoGebra. Logo, uma peca pode
ser movimentada para a célula vazia se seu ponto ancora (P,,) possuir distancia igual a 1 do ponto
V: Distancia[P_n,V]=1. Na disposicao acima, os pontos Py, Pig, P11 e P12 (Ancoras de pol7, poll0,

polll e poll2) atendem a esse critério.

9. Para que cada poligono se comporte como uma pega e o arranjo 3 X 3 seja um jogo, em cada poligono

devem ser escritas trés linhas de comandos.

‘W EHe :
Nemes  Bageo Cor Estio Avangado Programagho

‘o
Poligano Ao Chear Ao Alualzar JavaScript Global

# poht 1 DefinirValor{Q.P_{10}]

¢ pol10 2| Se[Distancia{Q.V).2 1, DefnirvialordP_{10}.V])

. :::; 3 Se{Distincia(Q.V]. 1, DefinirValorV. Q]

+ pal1l
 polid

+ polts

poll 4 »
pold Codigo GeoGebra ~ OK  Cancelar

O comando da primeira linha reserva as coordenadas de Pjg em Q. O comando da segunda linha
verifica se a distancia de Pig a V é igual a 1 (Q guarda as coordenadas de Pjg) e, se for verdadeiro,
Py recebe as coordenadas de V para que a pega 10 ocupe a célula vazia. Por tltimo, a célula vazia,
cujo ponto V determina seu endereco, recebe as antigas coordenadas de Py armazenadas em Q e,
com isso, é realizada a troca de coordenadas de Pjg e V. Essas trés linhas de comandos devem ser
escritas na aba Programagcao, em Ao Clicar, das pegas 1, 2, 3,...,15. Deve-se ter atencdo especial

em modificar Pyg para Py, P, Ps, ..., Py, P1, ..., Pi5.

10. Oculte os pontos e os rétulos dos poligonos. Em seguida, selecione todos os poligonos, acesse
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propriedades e, na aba Baésico, altere Fixar Objeto para ativo. Na aba Avangado, desabilite a

descrigao. Por 1ltimo oculte o controle deslizante e jogo estara pronto para disputar uma partida.

Amquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuce Entrar.

- (4
A e . - " e . .
L (D gl T e (O (A O Y e '_ o0

49



Capitulo 7
Funcoes

7.1 Fungao Afim

Definigao: Chama-se Func¢do Polinomial do 1° grau ou Func¢do Afim, qualquer funcdo f de R em R
dada por uma lei da forma f(z) = ax + b, onde a e b sdo ntimeros reais dados e a # 0.

Na fungdo, f(z) = ax + b, o nimero a é chamado de coeficiente de z e o nimero b é chamado de termo
constante.

Construgao:

Figura 7.1: Observando o Grafico de uma Fungao Afim

RS

Usando o campo de entrada, atribua os valores desejados para os coeficientes a e b da funcao afim
que queremos construir, e em seguida, digite a expressao ax+b.

Clique com o botao direito do mouse sobre os coeficientes a e b que aparecem na janela de dlgebra, e
selecione a opgao Fxibir Objeto. Assim, dois seletores aparecerao na janela de Visualiza¢do. Em seguida,
clique na ferramenta Mover e altere os valores dos coeficientes. Note que, alterar o parametro a, alteramos
o declive da reta.

Podemos também alterar as propriedades do gréfico da funcgao, clicando sobre sua equagao na janela
de dlgebra com o botao direito do mouse e selecionando a opcao Propriedades. Na guia Bdsico, podemos
modificar o nome da fung¢ao além de sua forma de exibicao e seu rétulo. Na guia Cor, podemos alterar a

cor do grafico e na guia Estilo podemos alterar a espessura e o estilo da linha.

1
Exercicio: Plote e customize o grifico da funcéo f(z) = §x + 2.
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Observagao: Para realizar a multiplicagao, utilizaremos o asterisco (*) ou entao podemos subtitui-lo

por um espago em branco.

7.2 Analisando a Fungao Afim

Funcao Restrita a um Intervalo

Para restringir uma fungéo a um intervalo [a, b], digitamos no campo de entrada:
Fung¢ao[<Fungdo>, < Valor de z Inicial>, < Valor de x Final>].

Apés pressionar ENTER, o geogebra fornece parte do grafico da funcdo compreendida entre o inter-

valo desejado.

Analisar se um ponto pertence ou nao ao grafico da Funcao
Podemos analisar se um ponto pertence ou nao ao Grafico de uma fungdo digitando no campo de
entrada o comando Rela¢do/<Objeto>, <Objeto>]. Ao utilizar este comando, aparecerd uma janela as

informacoes da relagao entre dois objetos selecionados.

Zeros da Funcgao
Podemos determinar a raiz de uma fungéo em certo intervalo através do comando Raiz/<Fung¢do>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>]. Outra forma de obter os zeros de uma funcao é ativando a

ferramenta Intersecao de dois objetos e marcando a intersecdo da reta(grafico da fungdo) com o Eizo z.

Funcgao Crescente e Decrescente

Uma fungao é crescente em um intervalo [a,b] se x1 < z3 e F(x1) > F(x2) para quaisquer xy, s
pertencentes a este intervalo.

Em outras palavras, uma funcao é crescente, se na medida e que aumentarmos o valor de =z,
entdo f(z) também aumenta e, é decrescente se, na medida em que aumentarmos o valor de z,

f(z)diminui.

Construgao

Inicialmente atribuimos valores para as varidveis a e b, através do campo de entrada. Logo apos,
inserimos a expressao ax + b. Movimente o seletor de a e perceba a sua relacdo com o fato da funcéo ser
crescente (a > 0), decrescente(a < 0) ou constante (a = 0).

Ative a ferramenta Inserir texto, e clique em algum lugar da janela de visualizacao onde queira que
o texto aparega. FEm seguida, escreva a palavra crescente. Ative novamente a ferramenta Inserir texto
e abaixo da palavra que apareceu. Desta vez, escreva decrescente, e analogamente para a palavra

constante, obtendo assim trés textos.
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Com o botao direito do mouse, clique com o mouse sobre o texto crescente e selecione a opgao
Propriedades. Na janela que aparecerd, selecione o guia avangado, e escreva a > 0 no campo condigao
para exibir objeto.

Na coluna & esquerda, onde os objetos sao exibidos, selecione o TEXTOZ2, que se refere ao texto
decrescente, no campo condicao para Exibir Objeto, e escreva a < 0.

Selecione agora a opcao TEXTO3, referente ao texto constante, e escreva no campo condigao para

Ezibir o texto a=0 e clique em fechar em seguida, vire o parametro a e verifique o que acontecera.

Estudo do sinal da Fungao Afim

Através do campo de entrada, atribua valores para a e b, e em seguida digite ax +b. Para analisarmos
para quais valores de x, os valores da funcao serao positivos e negativos, basta digitar no campo de
entrada f(x) < 0, e entdo aparecerd na janela de visualizagdo a drea em que a fungdo assume valores
negativos, e f(x) > 0 para valores negativos.

Exercicios: Em cada uma das fungoes abaixo determine o zero da funcao, e o ponto onde intercepta
o eixo das ordenadas. Além disso, determine se a fungédo é crecente ou decrescente, e em seguida faca o
estudo do seu sinal.
a) f(2) =~z +17
b) g(z) =4x —9

7.3 Funcoes Quadraticas

Definigao: Chama-se funcao quadrética, ou funcao Polinomial do 2° grau, qualquer fungao de f de R

em R dada por uma lei da forma f(z) = ax® + bx + ¢, onde a, b e ¢ s@o nimeros reais e a # 0.

Construgao: No campo de entrada, atribua valores para os coeficientes a, b e ¢ da fungao quadratica
que queremos analisar. Observe que na Janela de algebra aparecem os seus respectivos valores. Clique
com o botao direito do mouse cada um dos coeficientes e marque a opg¢ao exibir objetos. Em seguida,

digite no campo de entrada a expressio ax? + bz + c.

Figura 7.2: Construcao de uma Funcao Quadratica
EL LT OO T

7.4 Analisando a Funcao Quadratica

Relagao entre o sinal do Parametro ”a”e a concavidade da Parabola Ao construir o grifico de

uma funcdo quadrética f(x) = az? + bz + ¢, notaremos sempre que:
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e Se a > 0, a pardbola tem a concavidade voltada para cima;
e Se a < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.

Construgao: Usando a construcao feita anteriormente, podemos abservar a relacao entre o sinal do
parametro a e a concavidade da parabola. Inicialmente, na janela de algebra, clique com botao direito
do mouse sobre 0 a e marque a opcao exibir objeto. A seguir, selecione a ferramenta Mover e modificar
o valor do parametro a do seletor. Faga com que fique positivo e depois negativo, e observe a alteracéo

na concavidade da parabola.

Raizes ou Zeros da Fungao Quadratica
Chama-se zeros ou raizes da fungdo polinomial do 2° grau f(z) = az? + bx + ¢, a # 0, os niimeros

reais z tais que f(z) = 0.

Construgao: Ative a ferramenta Interse¢do de dois Objetos e marque a intersecdo da pardbola
(gréfico da fungdo) com o Eizo z, clicando sobre os dois objetos. Os pontos serdo rotulados automatica-

mente, (e podem ser renomeados); e suas coordenadas ficarao visiveis na janela de dlgebra.

Observagao: Podemos obter as raizes da fungao quadritica f(x) digitando no campo de entrada:
Raiz[f]. Se quisermos obter as raizes a partir de determinado valor, podemos utilizar o comando

Raiz[<Fungao>, <Valor de x Inicial>, < Valor de x Final>].

Relagao entre o sinal de A e o Numero de Raizes da Fungao Quadratica
As raizes da Funcao f(x) = az? + bx + ¢ sdo as solugoes da equagao do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0, as

quais sao dadas pela chamada férmula de Bhaskara:

. —b 4+ Vb% — dac
o 2a

Temos:
f(z) =0

ar? +bx+c=0

v —b+Vb% — 4dac
- 2a

Observagao: A quantidade de raizes reais de uma funcao quadrética depende do valor obtido para
o radicando A = b? — 4ac, chamando discriminante, a saber:
Quando A é positivo, ha duas raizes reais e distintas;
QuandoA é zero hé sé uma raiz real (para ser mais preciso, ha duas raizes iguais);
QuandoA\ é negativo, nao ha raiz real.
Construcgao: No campo de entrada digite: delta=b? —4ac. Com isso, definimos uma varfavel ” delta” que

representa o valor numérico da expressio b?> — 4ac. Observe que ”delta=...” aparece na janela de algebra.
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Podemos alterar o ”delta” para A. Para isso, clique com o botao direito do mouse sobre o ”delta” que esta

na Janela de Algebra. Selecione Renomear e apds, na janela que se abrira, procure na Barra de Rolagem

o A. Depois, clique em OK.

Coordenadas do Vértice da Parabola

A parédbola possui alguns pontos importantes na sua andlise. Se a fung@o possui a > 0 a pardbola

possui um ponto determinado maximo e se a < 0, a parabola possui um ponto minimo.

Lembrando que:

b
Y 2
-A
Y —
Y 4a
Construgao: No campo de entrada, digite a expressdo z, = —b/(2 * a), e em seguida, a expressio
yp = — A /(4% a). A seguir, digite no campo de entrada V = (X,,Y,). O ponto V que aparecerd na

parabola é chamado de vértice, e podemos obter as suas coordenadas clicando com o botao direito do

mouse sobre o ponto e alterando o estilo do rétulo para nome e valor.

Observagao: Para construir o eixo de simetria, construa a reta perpendicular ao eixo x passsando

pelo vértice da parabola digitando: x =y, .

Estudo do sinal da Fungao Quadratica
Consideramos uma funcdo quadratica y = f(x) = ax? + bx + ¢ e determinamos os valores de x para
0s quais y é negativo e os valores de x para os quais y sao positivos:

Conforme o sinal do discriminante A = b — 4ac, podemos ocorrer os seguintes casos:

e Se A > 0, Nesse caso a fungdo quadrética admite dois zeros distintos (z1 # x2). A pardbola

intercepta o eixo O, em dois pontos.

e Se A = 0, nesse caso a fungao quadratica admite dois zeros iguais (1 = z3). A pardbola intercepta

o eixo O, em um ponto.

Construcao: No campo de entrada atribua valores as varidveis a, b e ¢, digitando a equacdo a * 22 +

b* x + c¢. Uma pardbola serd criada com o nome ” f(z)”.
Digite no campo de entrada: Ponto[EizoX]. Um ponto sobre o FizoX chamado ”a”serd criado.

Ative a op¢do Mover e movimente o ponto A sobre o Eizo X. Digite no campo de entrada, Raiz[f]e,
com isso, os pontos de intersecao com o Eizo X aparecerao. Eles serao os pontos B e C. Em seguida,
digite no campo de entrada (z(A), f(x(A))). Um ponto D serd criado sobre a pardbola.

Digite no campo de entrada (0, f(x(A))). Um ponto E serd criado sobre o Eizo Y, marcando a posigao

da imagem do ndmero real 2(A). Em seguida, digite Segmento[A,D], e apés digite Segmento[D,E].
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Utilizando a opgao Propriedades, altere o estilo da linha dos segmentos AD e DE para Pontilhada.
Para tal, clique com o botao direito do mouse sobre segmentos e faca a alteragdo mensionada.

Em seguida, ative a ferramenta Copiar Estilo Visual e selecione o Segmento com sua aparéncia
modificada e apés selecione outro segmento.

Selecione a ferramenta Inserir Texto e clique préximo ao ponto E, na janela de visualizacdo. Na
janela que aparecerd, escreva o texto "IMAGEM POSITIVA”e clique em OK. Selecione novamente a
ferramenta Inserir Texto, e clique novamente na janela de visualizagdo. Agora, escreva o texto "IMAGEM
NEGATIVA”e clique em OK.

Clique com o botao direito do mouse sobre o texto "IMAGEM POSITIVA”e selecione a opgao Pro-
priedades. Na janela que aparecerd, clique na guia posigao e selecione o ponto "E”. No guia avancado,
escreva no campo Condi¢ao para Ezibir o texto y(E) > 0.

Selecione o TEXTO2 na coluna da esquerda, referente ao texto "IMAGEM NEGATIVA”, e na guia
Posicao, selecione o ponto "E”, e na guia Avancado, escreva no campo Condi¢do para exibir objeto o

texto y(E) < 0, e em seguida clique em FECHAR.

Exercicios: Em cada uma das fungoes quadraticas abaixo, plote o grafico da funcao, determine as
rafzes da funcio, a sua concavidade e o seu vértice. a)f(z) = 222 + 6z + 10
b)g(z) = —6x? + 10z — 3
c)h(z) = T2? — bz — 32

7.5 Funcao Polinomial

Toda funcdo na forma P(z) = a,z™ + an_12" 1 + ... + a22? + a1 + a¢ é considerada uma funcao
polinomial, onde p(x) estd em fungao do valor de x. A cada valor atribuido a x existe um valor em vy,
pois x: dominio da fungao e y: imagem.

Observagao: O grau de um polinémio é expresso através do maior expoente natural entre os monomios

que o formam.
Exemplo: f(z) = —92° + 1223 — 232 + 92 — 6; polindémio grau 6.

Em uma funcdo polindémial, é medida que os valores de x sdo atribuidos descobrimos os respectivos
valores em y[p(x)], construindo o par ordenado (x,y) usada nas representagdes graficas no plano cartesiano.
Atraves do campo de entrada podemos conhecer além das raizes, os extremos locais e ponto de inflexao

de uma fungao polinomial, como veremos em seguida.
Construgao: Vamos encontrar as raizes da funciao x> — 222 + 1.

Inicialmente digite 23 — 222 + 1 no campo de entrada. A funcio serd denominada f, e para a sua

melhor visualizacdo iremos mudar o aspecto do seu grafico através da opgao Propriedades, usando a guia
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Cor alteramos a cor do grafico para azul e a guia FEstilo aumentando a espessura da linha para 3.
Usando o comando Raiz[<Polinémio>] digitamos no campo de entrada Raiz[f] e pressionamos EN-

TER. Assim, sugirao no grafico todas as raizes da fun¢ao, denominados de A,B e C.

Figura 7.3: Propriedades: Cor e Estilo

Eleiblo st e

e

7.6 Funcoes Definidas por Partes

Para inserir uma fungao definida por partes, utilizamos o comando Se/< Condi¢ao>,< Entao>,<Sendo>].

Exemplo: Plote o gréfico da fungao

sen(z) ,se x<4

NZ3 ,se x >4

Para Plotar o grafico desta fungéo, basta inserir no campo de entrada o seguinte comando: Sefr <

4, sin(z),/x] .

Exercicio: Plote o gréfico da funcgao

cos(z) ,se x>0
g(z) =
1—x ,se <0

7.7 Alguns Comandos e Funcgoes

Podemos inserir outras fungoes e operagoes pré- definidas como vemos na tabela a seguir:
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Operagao Inserir
Fatorial !

Raiz Quadrada Sart()

Raiz Cubica cbrt()

Funcao Exponencial

exp() ou €*

Logaritmo Natural (base ¢)

In() ou log()

Logaritmo (base 2) 1d()
Logaritmo (base 10) 1g()
Cosseno cos()
Seno sen()
Tangente tan()
Secante sec()
Cossecante cosec()
Cotangente cot()
Arco- cossecante acos()
Arco- seno asin()
Arco-tangente atan()
Cosseno Hiperbdlico cosh()
Seno Hiperbdlico sinh()
Tangente Hiperbdlico tanh()
Secante Hiperbdlica sech()
Cossecante Hiperbdlica cosech()
Cotangente Hiperbdlica coth()
Arco-cosseno Hiperbdlico acosh()
Arco-seno Hiperbdlico asinh()
Arco- Tangente Hiperbdlico atanh()
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Capitulo 8

Derivada e Integral

8.1 Derivada

A derivada de uma funcdo y = f(z) num ponto x = x¢, é igual ao valor da tangente trigonométrica do
angulo formado pela tangente geométrica a curva representativa de y = f(x), no ponto z = xg, ou seja,

a derivada é o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico da fungao no ponto xy. A derivada de uma

funcao y = f(x) pode ser representada também pelos simbolos: Y, % ou f ().

Para tracar a reta tangente ao grafico de uma funcdo f(x) em um determinado ponto, cuja abscissa

mede x = a, devemos inserir no campo de entrada os seguintes comandos:
e f(x) = Funcdo que pretende utilizar;
e Nimero a = O valor da abscissa no ponto (a, f(a));
e P = (a, f(a)) = O ponto de Tangencia da Reta;
e ¢ = Tangente[<Valor de x>, <Fungao>] ou t = Tangente[<Ponto>, <Fun¢ao>].

Exemplo: Trace a reta tangente & fungao f(x) = sen(x) no ponto cuja abscissa vale 3. Para encontrar

a solugao, devemos inserir os seguintes dados no campo de entrada:
o f(x) =2xsen(x);
e a=3;
e P=(a, f(a));
e ¢t = Tangente[P, f].

A solugao resultante sera conforme a figura a seguir.
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Podemos notar que na janela de adlgebra aparecera o valor de a. Clique com o botao direito do mouse
sobre 0 a e marque a opgao exibir objeto. Assim, poderd variar o valor de a e, consequentemente, a
posicao da reta tangente ao grafico. Também podemos criar um controle deslizante para o valor a antes
de inserir as demais informagoes no campo de entrada. Assim, pode-se alterar o intervalo, o incremento

e as demais propriedades antes de construir a reta tangente.

8.1.1 Animacgao da Reta Tangente

Para animar a reta tangente de uma fungao, deve-se clicar com o botao direito sobre o controle deslizante,
selecionar a opcao Propriedades e entao, definir o intervalo, o incremento, a velocidade da animacao e
entao, clicar em fechar. Em seguida, deve-se clicar com o botao direito sobre o seletor novamente e marcar

a op¢ao animar.

el - <
| £| Preferéncias . v I.&J
YD e 2B % =
-~ Fungdo

Mimero Intervalo

Basico | Controle Deslizante | Corl Posicéo | Avangado | Programacéo

Ponto min: |-2 max. |4 Incremento: 0.1

Lt Controle Deslizante
[T Fixo  [] Aleatdrio (F9) :Horimntal v: Largura: | 200 px
Animacio

Velocidade: |2 Repetir: ::,. Crescente (Uma Vez) v:

Exercicio 11 Esboce o grdfico da funcao cosseno e trace uma reta tangente ao grifico passando pelo
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ponto cuja abscissa mede 1. Em sequida, customize o grdfico e anime a reta.

8.1.2 Calculo da Derivada

Apoés inserir uma fungdo no campo de entrada, podemos obter sua derivada através do comando: Deri-
vada[fungdo f].J4 para obter a n-ésima derivada de uma fungéo, utilizamos o comando Derivada[Fungao
f, Nimero n].

Apoés inserir uma fungdo no campo de entrada, também podemos obter a sua derivada escrevendo

f/(:lc) Para se obter a derivada segunda, escreve-se f~ (x); para a derivada terceira 7 (x); e assim

sucessivamente.

Exemplo: Determine as derivadas primeira e segunda da funciao f(x) = 3 + 222 e esboce seus

graficos.

e Primeiramente, devemos introduzir a fun¢do no campo de entrada, inserindo f(z) = 2 + 2x?;

. . . . . . . /
e Em seguida, calcularemos as derivadas solicitadas: Derivada Primeira f (z), de onde obteremos

f(x) = 322 + 42 e Derivada Segunda f" (z), de onde obteremos f” (z) = 6z + 4.

Exercicio 12 Dada a funcao f(z) = ””; , calcule suas derivadas primeira, seqgunda e quarta. Em sequida,

customize os graficos encontrados.

Exercicio 13 Derive as sequintes fun¢oes:
a) f(z) =
b) g(z) = ln(x + 1) + cos(x + 1);

¢) h(z) = Va2 + ba;

d) i(r) = cos3z.
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8.1.3 A Derivada e a Reta Tangente

Ja vimos que a derivada nada mais é do que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
fungdo em um determinado ponto. Assim, para calcularmos o valor de uma derivada em um ponto, basta
calcular o valor da inclinacao da reta tangente ao grafico neste ponto.

No caso da fungao f(z) = sen(z), se quisermos saber f (5), podemos calcular a inclinacao da reta no
ponto cuja abscissa vale 5. Para isso, devemos alterar o valor de a para a = 5, e em seguida selecionar a
ferramenta inclinacdo (na barra de menus) e depois a reta. Note que, o valor da inclinacdo (0, 57) serd o

mesmo de f (5).

8.1.4 Pontos de Inflexao de uma Fungao Polinomial

Os pontos de inflex@o sdo, na verdade pontos desta funcao onde a derivada segunda troca de sinal. Assim,
fungoes polinomiais pares nao tém pontos de inflexao, pois nao mudam de concavidade, enquanto funcoes
polinomiais impares (a partir do grau 3) possuem pontos de inflexao.

Para encontrar o ponto de inflexao de um polinémio, basta inserir no campo de entrada o comando

PontoDelnflexdo[<Polindmio>].

8.1.5 Extremos Relativos de uma Funcao

Uma fungdo f tem um méaximo relativo em ¢, se existir um intervalo aberto I, contendo ¢, tal que
f(e) > f(z) para todo z € I. E a fungdo f possui um minimo relativo em ¢, se existir um intervalo
aberto I, contendo ¢, tal que f(¢) < f(x) para todo x € I.

Para obter os extremos relativos de uma fungao polinomial, utilizaremos o comando Extremo[<Polinémio>].
Se quisermos obter os extremos de uma fungdo em um determinado intervalo, utilizaremos o comando
Extremo[<Fun¢ao>, <Valor Inicial de x>, <Valor Final de x>].

Para determinar os méximos e minimos de um determinado intervalo de uma fungao, utilizamos os
comandos Méximo[<Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>| e Minimo[<Fungao>, <Valor
de x Inicial>, <Valor de x Final>].

Exemplo: Dada a funcio g(z) = z* — 42, encontre os extremos relativos, pontos de inflexdo e os

méximos e minimos no intervalo [—1, 2].
e Primeiramente, vamos inserir a funcdo no campo de entrada;

e Agora, vamos calcular os itens pedidos: PontoDelnflexao[g] = indefinido (a fungdo g(x) ndo possui
ponto de inflexdo, pois é uma fungéo par), Extremo[g, —1, 2] = (1, —3), Mdximo[g, —1,2] = (-1, 5)
e Minimolg, —1,2] = (1, -3).

Exercicio 14 Encontre os mdzrimos e minimos relativos das funcdes abaizo, nos intervalos indicados;
a) f(z) = 2%+ 923 — Tz, no intervalo [—1, 1]
b) g(z) = In(z + 1) + cos(x + 2), no intervalo [0,20];

c) h(x) = e~ + sen(x), no intervalo [—6, 1].

Exercicio 15 Determine os pontos de inflexdo das funcoes p(x) = 2° + 4x e q(x) = 25.
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8.2 Integral

8.2.1 Integral Indefinida

Uma fungao F " ¢ denominada integral indefinida (ou antiderivada) de uma func¢do f num intervalo I se
F' () = f(z) para todo x € I. A integracao indefinida é a operacao inversa da derivagdo, da mesma
forma que a subtragao é a operacao inversa da adigao ou a divisao é a operagao inversa da multiplicagao.

Para obtermos a integral indefinida de uma func¢ao, devemos inserir no campo de entrada, o comando

Integral[<Funcao>].

8.2.2 Integral Definida

A integral definida consiste em realizar o calculo da integral em um intervalo, por exemplo, dois pontos
x =a e x = b. Neste caso, o valor encontrado para a integral é numericamente igual ao valor da &area
delimitada pelo grafico da fungao, pelas retas © = a e x = b e pelo eixo . O comando utilizado para a
realizacao deste célculo é Integral[fungéo f, niimero a, ntimero b].

Exemplo 1: Calcule a drea compreendida entre o eixo x, a fungdo f(z) =z —1 e asretasz =2 e

T =05.

A area desta regiao pode ser representada através da seguinte integral definida: f25 x — ldz.

Para calculé-la, devemos inserir o comando Integral[x — 1,2, 5], que nos dé como resposta o nimero

7,5.

Utilizando a ferramenta intersecdo entre dois objetos, defina os pontos A, B, C e D determinados
pela intersegdo entre a reta a e o eixo x, entre a reta a e f(z), entre a reta b e f(x) e entre a reta

b e o eixo x, respectivamente.

Em seguida, utilizando a ferramenta poligono, construa o Poligono ABCD.

e Com o auxilio da ferramenta area, determine a area do poligono construido. Note que, o valor da

area do poligono formado pelas retas é igual ao valor da integral definida que acabamos de calcular.
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Exemplo 2: Calcule f83 249 — z2dzx.
Devemos inserir no campo de entrada Integral[2+sqrt(9 — 22),0, 7], e obteremos como resultado o

valor 13, 07.

Exercicio 16 Calcule as sequintes integrais:
a) fzm/de;
b) [cos(2x + 1) + in(z + 2)dx;
c) f12 lndex;
d) [ cos(Ina?)dx.

8.2.3 Somas de Riemann

A Soma de Riemann consiste em realizar o cdlculo da integral de alguma curva em um intervalo, por
exemplo, dois pontos z1 = a e x5 = b, através da particio deste intervalo em n subintervalos (retdngulos).
A partir do somatério das dreas dos retangulos encontrados, obteremos uma aproximagao da drea com-
preendida entre o grafico da funcgao e as retas ¢ = a, © = b e 0 eixo .

Para calcular uma integral através da Soma de Riemann utilizamos o comando SomaDeRiemann-
Superior [<Func¢ao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos>] ou entdo
SomaDeRiemannInferior[<Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Ntumero de Retangulos>].

Exemplo: Utilizando Soma de Riemann, calcule a drea sob a curva y = z — 2 no intervalo (2, 8].

P

e Inicialmente, vamos esbogar a regiao mencionada. Pela formula A = %, sabemos que a area deste

tridngulo vale 18. Agora, vamos tentar uma aproximagao deste valor através da Soma de Riemann.

e Primeiro, vamos criar um controle deslizante R (que representard o ntmero de Retangulos), com

incremento 1 e intervalo de 0 & 100.

e Em seguida, inserimos o texto SomaDeRiemannSuperior[f, 2,8, R] no campo de entrada.
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e Note que podemos variar o nimero de retangulos através do controle deslizante. Observe também

que, quanto maior é o valor de R, mais préximo de 18 estard o valor encontrado na Soma de

Riemann.

Podemos animar a construcao realizada clicando com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e depois em animar. Ainda, para encontrar o nimero exato da drea de uma curva, basta
definir o nimero de retangulos como sendo infinito. Por exemplo, para o caso anterior, devemos inserir

no campo de entrada o texto SomaDeRiemannSuperior[f, 2,8, ].

Exercicio 17 Calcule, através da Soma de Riemann, a drea das figuras compreendidas nos casos abaizo.
Ainda, crie um controle deslizante para o niumero de retangulos.

a) f(r) = —22 — 1, no intervalo [2,5];

b) g(z) = /4 — 22, no intervalo [?3,5];

c) h(z) =24+ V9 — 22, no intervalo [-2,2];

d) m(x) = cosx — senx, no intervalo de [0, 7).

64



Referéncias Bibliograficas

[1] FLORES, A.; CRUZ, B. A. da ; RIBAS, D.; DICKEL, M. T.; STUL, P.; BIDEL, A. C. L. Nogdes

Basicas de Cdlculo e Geometria com o GeoGebra. 2015.

[2] OGEOGEBRA. Disponivel em: http://ogeogebra.com.br/site/. Acessado em 20/01/2016.

65



	Introdução
	Instalação do Software
	Apresentação do Software
	Barra de Menus
	Janela de Álgebra
	Campo de Entrada de Texto
	Barra de Feramentas
	Ferramentas da Janela 1
	Ferramentas da Janela 2
	Ferramentas da Janela 3
	Ferramentas da Janela 4
	Ferramentas da Janela 5
	Ferramentas da Janela 6
	Ferramentas da Janela 7
	Ferramentas da Janela 8
	Ferramentas da Janela 9
	Ferramentas da Janela 10
	Ferramentas da Janela 11
	Ferramentas da Janela 12


	GeoGebra Tube
	Cadastro
	Enviando Material
	Editar o Material

	Noções de Geometria Plana
	Construções Geométricas
	Construção da Bissetriz de um Ângulo
	Construção da Mediatriz de um segmento
	Construção de uma perpendicular a uma reta qualquer, através de um ponto
	Construção de uma reta paralela a outra reta
	Construção de triângulos equiláteros
	Construção de Paralelogramos
	Construção de Losangos
	Construção de Retângulos
	Construção de Trapézios

	Triângulos
	Teorema do ângulo externo

	Postulado das Paralelas
	Teorema de Pitágoras
	Pontos notáveis de um triângulo
	Incentro

	Área de Polígono

	GeoGebra 3D
	Apresentação
	Barra de Ferramentas

	Planificação
	Superfície de Revolução
	Interseção de dois Objetos
	Extrusão de objetos
	Construções
	Construção 1: Paralelepipedo retangular inscrito em uma pirâmide de base quadrangular
	Construção 2: Dado interativo
	Construção 3: Jogo das Cores


	Funções
	Função Afim
	Analisando a Função Afim
	Funções Quadráticas
	Analisando a Função Quadrática
	Função Polinomial
	Funções Definidas por Partes
	Alguns Comandos e Funções

	Derivada e Integral
	Derivada
	Animação da Reta Tangente
	Cálculo da Derivada
	A Derivada e a Reta Tangente
	Pontos de Inflexão de uma Função Polinomial
	Extremos Relativos de uma Função

	Integral
	Integral Indefinida
	Integral Definida
	Somas de Riemann



