AULA: Superficies Quadricas

Defini¢io 1: Uma equagdo geral do 2° grau em trés variaveis é uma equagio do tipo:
Ax? + By +Cz% + Dxy+ Exz+ Fyz+ Gx+ Hy+ Iz +J =0 ),

com pelo menos uma das constantes A, B, C, D, E ou F ¢ diferente de zero.

Definicao 2: Uma superficie cuja equacao ¢ do tipo (I) ¢ chamada de superficie quadrica.
Obs: A interse¢do de uma superficie quadrica com um dos planos coordenados ou por
planos paralelos a eles ¢ uma conica. Em casos particulares, a intersecdo pode ser uma reta,

duas retas, um ponto ou o conjunto vazio. Esses casos constituem as conicas degeneradas.

Através de uma rotacao e/ou translagdo de eixos a equagao (I) pode assumir uma das
seguintes formas:

(II) Ax? + By2 +Cz2=D (quadricas céntricas)

Ax? +By2 =Cz
(1) Ax? +Bz? = Cy (quédricas nao céntricas)
Ay2 +Bz? =Cx

Quédricas Céntricas: Ax’ +By2 +Cz2=D

Se as constantes A, B, C e D sdo ndo nulas, podemos escrever a equagao (II) na

2 2 2

forma canonica: =+ — * y_2 + — = 1 (IV), com a,b e ¢c numeros reais positivos.

a b

Se todos os sinais s@o negativos entdo o lugar geométrico da equacao ¢ vazio. Logo,
existem trés possibilidades: todos os sinais sdo positivos, dois sinais positivos e um
negativo ou um positivo e dois negativos.

2 2 2
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A) Todos os sinais positivos: Elipséide: —+ R — = 1
c

a b 2
Caracteristicas:

1) A superficie ¢ simétrica em relagdo a todos os eixos coordenados, a todos os planos
coordenados e a origem.



2) Se duas das constantes a, b e ¢ sdo iguais temos um elipséide de revolucao.
3) Interse¢des com os eixos coordenados:

v Eixo Ox : A (+ 4,0,0)
v Eixo Oy: B(0,£5,0)
v’ Eixo Oz: C(0,0,%c)

4) Tragos sobre os planos coordenados: elipses

x2 y2 x2 ZZ yZ 22
—2+—2:1 —2+—2:1 —2+—2=1
a b > Ya c > Vb ¢
z=0 y=0 x=0

5) Segdes por planos paralelos aos planos coordenados:

x2 y2 k2

—2+—2:1__2 1i <k<
2 b 2 , elipses para -c C.
z=k

R o

a2 2 p2 . clipsespara -b<k<b
y=k

y2 Z2 k2

PR e WR? <k<
b2 ¢ 42 » elipses para -a a.
x=k

(0,0.c)

Esboco da superficie:

(0,b,0)
y




B) Dois sinais positivos e um negativo: Hiperboldide de uma folha:

2 2 2
X z . ~
IR S| (a=b, superficie de revolucao),
2 2 2
a b c
x2 y2 22
— ——+—=1 (a=c, superficie de revolugao),
2 2 2
a” b c
x? y2 z2 . ~
——+-—+—=1 (b =, superficie de revolugao).
2 2 2
a b c
Caracteristicas:

1) A superficie é simétrica em relagdo a todos os eixos coordenados, a todos os planos
coordenados e a origem.

2) A superficie estd ao longo do eixo coordenado correspondente a variavel cujo
coeficiente ¢ negativo na forma candnica de sua equagao.

2 2 2
. . X z
Analisando a equagdo: — + Y o_Z
a’ b> 2

3) Interse¢des com os eixos coordenados:

v Eixo Ox : A(+,0,0)
v Eixo Oy: B(0,£h,0)
v Eixo Oz: ndo existe

4) Tragos sobre os planos coordenados:

2L 22

42 p2  (Elipse) , <,2 .2  (Hipérbole)
z=0 y=0

v,

p2 2 (Hipérbole)

x=0



5) Segdes por planos paralelos aos planos coordenados:

ﬁ+ﬁ—l+ﬁ

a2 b2 B c2 > elipses para qualquer k em R,

z=k

EE EE R

a2 2 p2,hipérboles , 2 2,2, hipérboles
yv=k x=k
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B) Dois sinais negativos e um positivo: Hiperboldide de duas folhas:

2 2 2
X z : ~
L S| (a = b, superficie de revolugao),
2 2 2
a b c
2 2 2
X z : ~
I S | (a = c, superficie de revolugao),
2 2 2
a b c
2 2 2
X z . ~
XY 2o (b =c, superficie de revolucao),
2 2 2
a b c
Caracteristicas:

1) A superficie é simétrica em relagdo a todos os eixos coordenados, a todos os planos
coordenados e a origem.

2) A superficie estd ao longo do eixo coordenado correspondente a variavel cujo
coeficiente € positivo na forma candnica de sua equagao.

2 2 2
. ~ X z
Analisando a equagdo: —— — R .
a’? b> 2

3) Interse¢des com os eixos coordenados:
v Eixo Ox : ndo existe
v" Eixo Oy: nio existe

v Eixo Oz: C(0,0,xc)

4) Tragos sobre os planos coordenados:

¥y X
a2 b2 ~ (vazio) , a? ~ (Hipérbole)
z=0 y=0
_ﬁ_i_i =1
b2 2 (Hipérbole)
x=0



5) Segdes por planos paralelos aos planos coordenados:

LS
a2 p2 2 elipsespara k<-cou k>c¢
z=k
2 22 k2

——t—=14+— .,

a2 2 p2 »hipérboles , Vk e R ,
y=k
_ﬁ+i—l+ﬁ

2 2,2, hipérboles Vk e R
x=k

Esboco da superficie:

- x2 _y2 Z2 _1
a2 b2 2
xZ y2 ZZ




Ax? + By? =Cz
Quadricas nao Céntricas: (/1) Ax? +Bz? = Cy
Ay? + Bz =Cx

Se as constantes A, B e C sdo ndo nulas, podemos escrever as equagoes (II) nas
2 2

+ X + P cz
a’ b?
xZ ZZ
formas canodnicas: { £ — + b—2 =cy (IV), com a,b numeros reais positivos e ¢ real nao nulo.
a
2 2
t Y + Z cx
a’ b2

oy eqe . 0 ~ e .
Temos duas possibilidades: os coeficientes dos termos de 2* grau tém sinais iguais
ou contrarios.

A) os coeficientes dos termos de 2° grau tém sinais iguais: Paraboloéide eliptico.

x2 y2 x2 ZZ yZ ZZ

—2+—2=CZ, —2+—2=C)/, —2+—2=CX.

a b a b a b
Caracteristicas:

1) Sea=Db temos um paraboldide de revolucao.

2) A intersecdo da superficie com os eixos coordenados ¢ O(0,0,0).

3) A superficie se encontra ao longo do eixo correspondente a variavel do primeiro
grau na forma canodnica da equagao.




2 2
Analisando a equagao —+ y—z =cz (c>0)
a

4) Observe que para ¢ > 0 temos que z > 0. Logo, a superficie se encontra inteiramente
acima do plano xy.

5) A superficie € simétrica em relagdo ao eixo Oz, aos planos xz e yz.

6) Tragos sobre os planos coordenados:

2L, 2 .
a2 p2 =000, <,2 7 (parabola), p2  (pardbola)
zZ = O y = 0 X = 0

7) Secdes por planos paralelos aos planos coordenados:

< v
42 p2  ,clipses para k> 0.
z=k

2 2 2 2
Xk Y ok
a2 p2 ,pardbolas e b2 q2 » pardbolas.
v=k x=k

Esboco da superficie:




2z xr Z?
St = (c>0) St EY (c<0)
a b a b
z z
X EEw y ‘ y
2 2
z
R — =X (c<0)
a b
SN
KR
st
y

. 0 n . . , .
B) os coeficientes dos termos de 2° grau tém sinais contrarios:

Paraboloide hiperbdlico (sela)

x2 y2 2 22 y2 ZZ
——+—2_CZ, 2+—2=C)/,——2+—2_CX
a b a b a b
Caracteristicas:

1) A interse¢ao da superficie com os eixos coordenados ¢ O(0,0,0).

2) A superficie se encontra ao longo do eixo correspondente a varidvel do primeiro
grau na forma canonica da equagao.



2 2

Analisando a equagao — st =z (c>0).
a b

3) A superficie ¢ simétrica em relagdo ao eixo Oz, aos planos xz e yz.

4) Tragos sobre os planos coordenados:

S (1 _zj(z zj _
-4+ =0 +— (=0
a’ b2 =\b a)\b a , par de retas concorrentes
z=0 z=0
x v
42 (parabola), p2  (pardbola)
y = X = O

5) Segdes por planos paralelos aos planos coordenados:

2 2
+2 =k . .
, hipérboles para k= 0. Para k > 0, hipérboles no plano z =k, com

b2

|
|Ia|><

»l\)

z

o eixo focal paralelo ao eixo Oy e para k < 0, hipérboles no plano z =k, com o eixo focal

paralelo ao eixo Ox.

2 2 2 2
—x—:CZ—k— y_:CZ+k_
a2 p2 , pardbolas e p2 a2 » parabolas.
y= k X = k



Esboco da superficie:

X2 22 2 22
X E ey (c>0) — 5+ = (c<0)

a? b2 a’? b’

z z

; y

2 2 2 2
_y_2+z_2:cx (c>0) —y—2+z—2=cx (c<0)

a” b a” b

z
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