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Ukazeme si dva zplsoby odvozeni vztahu pro vzdélenost bodu od
piimky — odvozeni planimetrické a odvozeni pomoci skalarniho soucinu.

1 Odvozeni planimetrické

1.1 Ciselné

Je déna primka p : 3x + 4y — 12 = 0 a bod M[—14;1]. Urd
vzdalenost d bodu M od piimky p.

Postup je stejny jako v planimetrii (viz obr.1):

e 7Z bodu M spustime kolmici k£ na pfimku p.

e Najdeme patu kolmice P.

o Vzdélenost d je rovna velikosti vektoru P — M.

Obr. 1
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Kolmice k: Normalovy vektor 7, piimky p je soucasné smérovym
vektorem s;, kolmice k:

1y, = s = (3;4)
Proto PAROP kolmice k je:

r=—14+3t (1)
y=1+4t (2)

Pata kolmice P: Pata kolmice P lezi na k, takze ma souradnice dané
rovnicemi (1) a (2):
P[—14 + 3t; 1 + 4¢] (3)

Potiebujeme zjistit neznamy parametr ¢ bodu P. Bod P lezi soucasné
na primce p, proto jeho souradnice (3) dosadime do rovnice primky p a
fesime rovnici s nezndmou t:

3(—14+3t) +4(1+41) — 12 =0
4249t + 4+ 16t — 12 =0
25t = 50

Odtud mame parametr paty kolmice P:
t=2
Ten dosadime do (3) a mame patu:

P[-8;9]

Vektor P — M: Vektor P — M mé soufadnice (6;8). Jeho velikost je
V62 + 82 = 10, takze pro vzdalenost bodu M od piimky p dostavame:

d=10

Nyni nas postup zobecnime:



1 ODVOZENI PLANIMETRICKE

Yoo

1.2 Obecné

Je ddna primka p : ax + by + ¢ = 0 a bod Mxy;yn]. Urd
vzdalenost d bodu M od ptrimky p.

Kolmice k: Normalovy vektor 7, piimky p je soucasné smérovym
vektorem s;, kolmice k:
1y, = s, = (a;b)
Proto PAROP kolmice k je:
T =)+ at (4)
Yy =ym + bt ()

Pata kolmice P: Pata kolmice P lezi na k, takZze ma souradnice dané
rovnicemi (4) a (5):
Plxy + at; ya + bt (6)
Potfebujeme zjistit nezndmy parametr ¢ bodu P. Bod P lezi soucasné
na primce p, proto jeho souradnice (6) dosadime do rovnice primky p a
resime rovnici s neznamou ¢:
a(zpr +at) +b(yar +0t) +¢c=0
axM—l—a2t—|—byM—|—b2t+c:O
t(a® 4+ b*) = —(azp + byar + )

Odtud mame parametr paty kolmice P:

_ary + by + ¢

t= (7)

a? + b2

Nebudeme ho vSak zatim (na rozdil od ¢iselného feseni vyse) kvili pre-
hlednosti dosazovat do (6), ale vyjadiime nejprve vektor P — M, jehoz
velikost je hledanou vzdalenosti d.
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Vektor P — M: Pa¢ bod M mé souradnice M [xys;yn] @ bod P ma

soufadnice (6), plati:
P — M = (at;bt) =1t (a;b)

Odtud
d=|P— M| =|t|Va2+ b2

Sem dosadime (7) a dostavame

b

Nyni si staci uvédomit, ze plati

va? + b2 1

R N e

a mame vysledek

_ la-zp + by + ¢

d

1.3 Rozbor vztahu pro d

Vztah (8) se dobfe pamatuje:

« V citateli je v absolutni hodnoté (vzdélenost musi byt nezé-
porné) vlastné leva strana obecné rovnice primky p, do niz

jsme dosadili souradnice bodu M.

o Ve jmenovateli je velikost normalového vektoru piimky p

To neni vse. Vzpomenme si na ivahy o rovnici poloroviny. Piimka p déli

rovinu na dvé poloroviny.

Kdyz dosadime do levé strany rovnice primky bod, ktery na ni lezi,

dostaneme nulu (odborné feceno ,,prd* ¢ili tzv. ,hovno*).
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Pokud vsak dosadime bod, ktery na ni nelezi, dostaneme nenulové
¢islo, které je pro vSechny body jedné poloroviny kladné a pro body
poloroviny opacné zaporné.

Vidime, ze toto ¢islo mame v abs. hodnoté prave v citateli a pokud si
vybereme jednotkovy norméalovy vektor, vyjadiuje abs. hodnota tohoto
¢isla prfimo vzdélenost bodu M od primky p.

2 Odvozeni pomoci skalarniho soucinu

Pripomenme si nejprve méné znamé odvozeni obecné rovnice primky
(OROP) pomoci skaldrniho sou¢inu (OROP se odvozuje Castéji vy-
loucenim parametru z parametrického vyjadreni), protoze pro nas bude
inspiraci pro odvozeni vztahu (8).

2.1 Odvozeni OROP pomoci skalarniho soucinu

Cummez na obr.2, kde mame pifmku p, kterd je jednoznaéné uréena
bodem A[z;ya4] a normalovym vektorem 7 = (a;b). V obrazku je vy-
znacen [ibovolny bod X primky p a dale libovolny bod X, ktery na
primce p nelezi.

Pro libovolny bod X primky p ziejmé plati:
a) (XEpAX£A) =7 LAX = i1 AX =0
b) X=A= AX =0=7-AX =0
Z a) a b) plyne:
Xep=i-AX =0 9)

Pro libovolny bod X, ktery nelezi na p, ziejmé plati:

X¢p:>ﬁ7kﬁ neboli obménou ﬁLBiXGp
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Vyjadreno skalarnim soucinem tedy
i AX =0= X €p (10)

Slou¢enim (9) a (10) dostéavame:

[ Xepoi-AX =0 ] (11)

Vztah (11) ndm zarucuje, Ze mnozina vsech bodu X primky p je pfesné
rovna mnoziné vsech bodu X, které splnuji rovnost

[ 7. AX =0 ] (12)

Nyni staci vztah (12) ekvivalentné upravit a dostaneme hladce
OROP.

(a;0) - (X —A)=0
(a;0) - (x — 245y —ya) =0
Odtud dostavame zajimavy tvar OROP:

| oz sty-u =0 | (13)

Pfipomind stfedovou rovnici kruznice (elipsy ¢i hyperboly, ¢i vrcholovou
rovnici paraboly), jejiz stfed jsme posunuli z poc¢atku O[0;0] do bodu
Alx4;ya] (viz obr.3). Roznasobenim zavor dostavame

ar —axs+by —bys =0

ar + by + (—axs —bys) =0 (14)
—_———
Oznacime
[ —axry —bys =c ] (15)
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Obr. 2: K odvozeni OROP pomoci skaldrniho soucinu

\y
q:a(r —xa)+b(y—ya)=0

@ = (z4;94)

0]0;0]
praxr+by =0

Obr. 3: ,Stredovy“ tvar OROP
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A méme klasickou OROP:

[ az +by + ¢ =0 ] (16)

Zajimavy tvar dostaneme, kdyz v (14) pfevedeme zdvoru na pravou
stranu:

[ ar +by = ara + bya ] (17)

Toto je jeden z tvarii, které se pouzivaji pro rovnice primky v GeoGebfe.
Na levé strané mame skaldrni souc¢in normdalového vektoru (a;b) a
polohového vektoru (z;y) libovolné vybraného bodu X [x;y] pfimky p.
Na pravé strané je skaldrni souc¢in normélového vektoru (a;b) a po-
lohového vektoru (z4;y4) bodu A[xa;ya]. Rovnici (17) muzeme tedy
psat ve tvaru

[ i-X=a X4 ] (18)

2.2 Odvozeni d pomoci skalarniho soucinu

Mame pirimku p s normélovym vektorem 7 a jeji bod A. Vime, zZe pro
kazdy bod v roviné plati ekvivalence (11).

Nyni vezmeme bod M|z s;yar], ktery na p nelezi (obr.4), takze pro
néj ziejmé plati

—
- AM #0
Vime, ze tento skalarni soucin lze vyjadrit takto:
— s
n-AM = |ii| - |AM| - cos ¢ (19)

—
kde ¢ je thel mezi 7 a AM. V obrazku 4 muze @ mitit do stejné po-
loroviny, v niz lezi M (obr.4a) nebo do poloroviny opacné (obr.4b).
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b) d = —|m|cosnp

(
Obr. 4: M ¢ p< ii- AM # 0
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Vzdalenost d bodu M od primky p je velikost odvésny v trojihelniku
APM. Ztejmé plati (obr.4a)

d= \Fﬂ - COS
nebo (obr.4b)
d= |/W4| - cos(180° — ¢) = —|/W4| - COS

Tedy strucné:

—
d=+|AM| - cosy (20)
Z (19) dostavame
— n- AM
|AM| - cosp = 7]
n

A po dosazeni do (20) mame

L
g 1AM (21)
7|
Tedy
—
7. AM
g 1AM (22)
7]

A jsme doma, zbytek uz je mwsof kejk!

it - AM = (a;b) - (M — A)
= (a;0) - (xnr — TA3ym — Ya)
=a(ry —xa) +b(ysr — ya)
=axpy +byy + (—azs — bya)

=azry +byy + ¢
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A tak dostavame findlni vztah
laxps + byar + ¢
d= 23
va? + b2 (23)

A
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