JAK ANIMOVAT POHYB PLANETY V GEOGEBRE

4. Odvozeni Keplerovy
rovnice

Zdn Pol Kastrol

26. Cervence 2022
https://www.geogebra.org/m/m3q5cd4r


https://www.geogebra.org/m/m3q5cd4r

1 ODVOZENI KEPLEROVY ROVNICE

Yoo

1 Odvozeni Keplerovy rovnice

Chceme-li v GeoGebre animovat nerovnomérny pohyb planety kolem
Slunce, musime znat v daném case ¢t polohu planety na elipse. Po-
loha planety je déna, jak vime z minulé kapitoly, péti souradnicemi
xp,yp, T, , E. Vime také, ze vhodné jsou posledni dvé, protoze kazdou
z nich je jiz poloha planety urc¢ena jednoznacné.

My se nyni pokusime najit vztah mezi excentrickou anomdlii E a
casem t. Idedlni by byl vzorec ve tvaru

E = f(t) (1)

Diky takovému vzorci bychom pro libovolny cas ¢ mohli vypocitat sou-
tadnice xp,yp, které jsou dany parametrickymi rovnicemi

PREL 2. (£ — z;y)

r=acosE (2)
y=>bsinFE E € (0;2m) (3)

a mohli bychom tak rovnou animovat pohyb planety. Podaii se ndm to?

Zakladni myslenka naseho postupu je zalozena na:

e Methodé stlaceni kruznice, které jsme podrobné rozebrali pti
odvozeni vysSe uvedenych parametrickych rovnic.

o Vyuziti 2. Keplerova zdkona o konstantni plosné rychlosti.

Cumme? na obréazek 1. Je zde naznaceno stlaceni kruznice k, ktera se
stane elipsou el (viz,, Aplet 1: Methoda stlaceni kruznice* v odkazu
u obrézku). Bod @ se stane bodem P a jeho kartézské soutadnice jsou
dany rovnicemi (2) a (3). Pomér stlaceni, jak vime, je 2.



1 ODVOZENI KEPLEROVY ROVNICE

LY 4
APRA

Obr. 1: Methoda stlaceni kruznice v elipsu — ploska Sg piejde v plosku Sp.

[ https://www.geogebra.org/m/wtt84y9e ]

Ted do toho vneseme konec¢né pohyb. Planeta P obihd nerovno-
mérné po elipse el kolem Slunce F' proti sméru hodinovych rucicek.

Pomocny bod @ se celou dobu pohybuje spolu s P po kruznici k tak,
ze je stale na kolmici k hlavni ose ,nad nim“ nebo ,,pod nim“. Jeho
pohyb je taktéZz nerovnomeérny.

Zvolme c¢as t = 0 ve chvili, kdy jsou oba body v perihéliu B. Pak se

oddeéli a sejdou se opét v aféliu A, pak se opét oddéli a znovu se sejdou
v B a tak dale.

V obrazku vidime situaci v urc¢itém nenulovém case t. Privodic¢
PF planety P opsal plosku Sp. Privodi¢ QF bodu @ soucasné opsal
plosku Sg. Protoze pomér stlaceni je (—lz, musi platit:

Sp b

So a
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a odtud ;
Sp=—+15q (4)

a
Urceni plochy Sp pomoci 2. Keplerova zakona:

Plochu urazenou privodicem PF za Cas t miizeme vyjadrit pomoci
plosné rychlosti w takto (plocha je plosna rychlost krat cas):

Z 2. Keplerova zakona vsak vime, ze pro planetu je plosna rychlost
konstantni:
w = konst

Pripomnme si, Ze tuto konstantu snadno ziskame tak, Ze si uvédomime,
ze za jednu periodu T opise pruvodic¢ planety plochu celé elipsy, ktera
je rovna mab'. Proto plati (plosna rychlost je plocha délend ¢asem):

mab
wE ©)
Dosazenim (6) do (5) dostavame:
mab

Urceni plochy S, z geometrie:

Z obr. 1 vidime, ze plochu S, dostaneme jako rozdil plochy kruhové
vyseCe BSQ a plochy trojihelnika F'SQ.

Vzpomenme si, ze plochu vysece miizeme pocitat pomoci vzorce pro
obsah trojihelnika (polovina souc¢inu zékladny a vysky), kdy za za-
kladnu vezmeme délku oblouku vysece B(@) a vyskou je polomér vysece a.
Pritom délka oblouku BQ je rovna (vzorec ,es je fir*) E-a (bacha, ihel
E musi byt v radidnech!), takze dostavame

1
SBSQ = éECLQ (8)

'Pro kruznici, kterd je elipsou s a = b dostdvame zndmy vzorec S = mwa?.
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Pro plochu AFSQ ziejmé plati (zdkladna e, vyska asin E)
1 , 5.
SFSQZE-e-a51nE:§5a sin 9)

Odectenim (8) a (9) dostédvame:

1 1
5S¢ = Spsq — Srsq = §Ea2 — §€a2 sin &

Odtud po vytknuti:

(10)

(11)

Tuto rovnici odvodil a fesil Kepler (1609 — Astronomia Nova® a také
1621 — Epitome Astronomiae Copernicanae® ), takZe se ji iikd Keple-

rova rovnice®.

Kontrola:

Pojdme si udélat pro jistotu kontrolu, zda nase rovnice sedi aspon v
perihéliv B a v aféliu A.

V bodé B vime, ze t =0 a ¥ = 0. Dosazenim do levé a pravé strany
nasi rovnice vidime, ze zkouska vychazi.

Zhttps://www.e-rara.ch/zut /content /pageview /162861
3https://www.e-rara.ch /zut /content /pageview /956468
‘https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler%27s_equation
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V bodé A jet = % a leva strana dava hodnotu 7. Do pravé strany
dosadime E' = m a mame m—0 = m, takzZe to vyslo i zde. Nase dosavadni

odvozovani by tedy mohlo byt OK.

Tak jdeme dale. Ted uz zbyva jen z rovnice (11) vyjadfit nezndmou F,
¢imz dostaneme zavislost £ na case t, jak jsme si vytycili na zacatku
(chceme vzorec typu E = f(t)).

Zklamani:

A sakra! Ono to nejde. .. Jednd se o transcendentni rovnici®, které
obecné neni exaktné fesitelnd, coz je pravé nas pripad. Problém je tom,
7e E se vyskytuje nejen uvnit¥ funkce sinus, ale také vné®. Tato rov-
nice se da Tesit jen (pribliznymi) numerickymi methodami. Nastésti si s
tim (z hlediska modelovani pohybu planety) nemusime délat hlavu, pac¢
GeoGebra tyto methody ovlada a udéla to za nas.

2 Stredni anomalie

Pojdme se nyni zaméfit na levou stranu Keplerovy rovnice. Vyraz na
levé strané Keplerovy rovnice by ndm mél néco pripominat. Vzpomenme
si na vztahy pro rovnomérny pohyb po kruznici (RPPK). Vyraz
2% je prece tihlova rychlost w rovnomérného pohybu néjakého bodu R
po kruznici s periodou T a thlova rychlost krat ¢as musi byt faze po-
hybujicitho se bodu, tedy thel, ktery bod opise za ¢as t. Oznac¢ime-li
tento tthel M, mizeme tedy psat:

27
M=—-t 12
- (12)

Predstavme si, ze tento bod R se pohybuje po stejné kruznici (hlavni
kruznice nasi elipsy) jako pomocny bod @ (viz obr. 2). Potom v case

Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Transcendentni_rovnice
SKdyby E bylo jen uvnitf sinu, byla by to jednoduch4 goniometrickd rovnice,
kterou bychom resili pomoci inverzni finkce arkus sinus.
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Obr. 2: Stfedni anomalie M.

[ https://www.geogebra.org/m/pwt5zpqy ]

t = 0 vSechny tii body P, ), R splyvaji v perihéliu B, pac¢ uhly ¢, E, M
jsou zde nulové.

Vsechny 3 body se opét sejdou po ubéhnuti jedné periody 7' v peri-
héliu B. Rozdil je v tom, Ze zatimco P (skutecnd planeta) a @) (pomyslna
planeta) se pohybuji nerovnomérné, pohyb bodu R (dalsi pomyslna
planeta) je rovnomeérny.

Uhlu M bodu R se proto ¥ké vystizné stfedni anomélie planety
(a oznaCeni M je zfejmé z anglického mean).

V apletu muzeme pohybovat bodem () a ovérit si, ze vSsechny 3 body
P, Q, R se sejdou také v aféliu A. Dale z apletu vidime, ze v okoli B je
planeta P rychla, proto body P, Q) predbihaji rovnomérné se pohybujici
bod R. Ten je vsak zacne opét dohanét, pa¢ planeta vzdalujici se od
perihélia zpomaluje. Za aféliem A se to prohodi a vede naopak bod M,
ale P, () ho opét dohoni v perihéliu.
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3 Graf Keplerovy rovnice

Keplerovu rovnici miizeme nyni, po zavedeni stredni anomadlie M, psat
v pékném tvaru:

Keplerova rovnice

M=F—c¢sinE (13)

Na tuto rovnici se mtizeme divat jako na funkci s predpisem:

y=1x—csinz (14)

o

b neboli M

3n

T 2n 3n
y=x —¢esinx

M=F —c¢csinFE

e=0.8
—_—  —

Obr. 3: Graf Keplerovy rovnice.

[ https://www.geogebra.org/m/pejffarm ]
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Jeji graf mame v obr. 3. Je to takovej zvinénej do-kopec. Nas zajima
z, tedy E, jen v intervalu (0; 27). Vidime, Ze potom y, tedy M, je rovnéz
jen z intervalu (0; 27).

Vsimnéme si, ze v Keplerové rovnici od F odecitame cislo esin F,
které je v intervalu (0;7) kladné, takze E se tim zmensi a v intervalu
(m;27) zaporné, takze F se tim zvétsi. Tomu odpovidd prohnuti mod-
rého grafu dolti nebo nahoru pod ¢arkovanou c¢aru. Je to v souladu
s tim, co uz vime, Ze bod R se nejprve za bodem () opozduje, a pak ho
predbiha.

Cervené vyznacené body grafu odpovidaji periheliv a aféliu, kde se
vsechny t¥i body P, @), R vzdy sejdou.

V apletu (viz odkaz v obrazku 3) vidime krastné, jak se se zménou ¢
méni i prohnuti kfivky grafu. Cim je relativni excentricita e mensi, tim
je prohnutost grafu mensi, elipsa je podobnéjsi kruznici a jeji pohyb se
priblizuje rovnomérnému pohybu.
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