AZ E-haromsz6g nevezetes vonalai és pontjai
Legyen adott egy haromszog ...

.. amelyen igyeksziink rendre bemutatni, hogy a kozépiskolai elemi geometridnak a fenti
cimhez tartozé fogalmai, Osszefliggései miként tikrozédnek ebben a szokasostdl sok
mindenben eltéré rendszerben. Tovabbra is a harom csucsbol és a harom oldalegyenesbdl

allé geometria alakzatot tekintsik haromszdgnek. Korabban
megismerkedhettiink az E-pont polarisanak és az E-egyenes
polusanak a fogalmaval. Az alabbi szerkesztésekben gyakran lesz
szlikségiink az E-hdromszdg poldris hdromszégére. Az ABCA
csUcsainak a polarisait képezve kapjuk az ABCA polaris
haromszdogének - PacA -nek - az oldal-egyeneseit, oldal-
egyeneseinek a polusaiként kapjuk a PascA csucsait. A haromszog

és polarisa kozotti kapcsolat szimmetrikus: egy haromszog
polarisanak a polarisa az eredeti haromszdg. Eqy kvadrat haromszég - amelynek az oldalai és
szogei is derékszogek - egybeesik a polaris haromszogével. Ez igy is megfogalmazhato:

o Egy E-haromszog akkor és csak akkor kvadratharomszog, ha egybeesik a polaris
haromszogével.

Az alabbi applet minden |épésében egy kvadrat haromszégbdl indulunk ki. Az ehhez vezetd
"fogasrol" itt olvashatnak a technikai részletek irant érdekl6dé olvasoink. Az applet

felhasznaldinak természetesen meg van a lehetéségik arra, hogy az A, B, C pontok
mozgatasaval tobbféle altalanos helyzetet vizsgaljanak meg, és a megjelend jeldldnégyzetek
(V) ki-be kapcsolasaval figyeljék meg alaposan az egyes geometriai objektumok kozotti
kapcsolatot. Elérebocsajtjuk, hogy az applet alapos vizsgalatdahoz olykor hosszabb széveges
elemzés tartozik. A szOveg és az applet egylttes tanulmanyozasa érdekében a szoveg az
anyag végén pdf fajl formajaban is hozzaférheto.

1. Magassagvonalak, magassagpont.

Kezdjik a vizsgalodast a kvadrat haromszdggel. Ennek barmely csucsara illeszkedd E-egyenes
merbleges a haromszog szemkozti oldalara, ezért nincs egyértelmien meghatarozhaté
magassag-egyenese és magassagpontja sem. Ugyanezt mondhatjuk azokrél az egyenld szard
E-haromszdgekrdl is, amelyeknek az alapon fekvd szdgeik derékszdgek. Bar ... ez definicid
kérdése. Fogadjuk el a magassagpont definiciéjaként az alabbi meghatarozast:

e Az ABCA magassagpontjanak nevezzik azt az M pontot, amelybél a haromszog
mindharom oldal-egyenesére merdlegest allitva a kapott egyenesek illeszkednek az
oldal-egyenesekre nem illeszkedd csucsokra.

Ez a meghatarozas megfelel6 az euklideszi sik barmely haromszogére, igy a derékszogure is:

e Az euklideszi stk minden haromszégének pontosan egy magassagpontja van;
e A hiperbolikus sikon vannak olyan haromszogek amelyeknek nincs magassagpontjuk;



o Az elliptikus sik_-minden haromszégének pontosan egy magassagpontja van, kivéve azt a
haromszoget, amelynek legalabb két derékszoge van. A kvadrat haromszéognek a
sik minden pontja magassagpontja.

Mi a magassagpontok mértani helye, ha a haromszognek pontosan két derékszége van? A
valaszt olvasoinkra bizzuk.

Egy altalanos haromszdg magassag-egyenese illeszkedik nem csak a haromszdg egyik
csucsara, hanem a szemkozti oldal pdlusara is, mivel egy adott egyenesre merdleges
egyenesek illeszkednek az egyenes pélusara. Ezért pl. az (A,P_a) egyenes egyben az ABCA -
nek az A csucsahoz, a Pysc/ -nek a P_a csucsahoz tartozé magassag-egyenese. Ezt hasznaltuk
ki a megszerkesztéséhez. Ez azt is jelenti, hogy mind a négy E-haromszdglaphoz és

polarisaikhoz is ugyanaz a harom magassag-egyenes, és ugyanaz az M magassagpont
tartozik.

(VABCA) (VMagassagok)

Az altalanos haromszog harom csucsa és a magassagpont itt is - épp ugy mint itt (1.app)-

un. ortocentrikus pontnégyest alkot: barmely harom pontjat egy haromszdgnek tekintve a
negyedik lesz a haromszdg magassagpontja.

(VABCA), (WVMagassagok), (VPagcA)

Az is figyelemreméltd, hogy az altalanos ABCA és a PagcA
egymasnak megfelelé oldalainak a metszéspontjai egy E-
egyenesre illeszkednek, amely az M pont polarisa. igy azt
mondhatjuk, hogy a kapott alakzat egy specialis helyzetl
Desarques alakzat (2.app.) , amelynek egyenesei az ABCA és a

PascA oldalegyenesei, és ezek - kdzds — magassag-egyenesei. -
Azaz 3+3+4 E-egyenes- alkotja a Desaqrques alakzat tiz

egyenesét, és ezek podlusai lesznek az alakzat pontjai.
2. Felezopontok, kozépvonalak, sulyvonalak, stilypontok

A fenti cimben mindentt tobbes szam szerepel. Hamarosan kideril, hogy miért. Korabban
lattuk, hogy az E-sik barmely két pontjahoz két tiikdrpont (szakasz felezé pont) tartozik,
amelyekre vonatkozd centralis tikrozés a két pontot egymasba viszi at. Mivel harom E-pont
harom E-egyenest, (hat E-szakaszt) igy hat felez6pontot hataroz meg.

(VABCA) , (VFelezépontok), (VK&zépvonalak)

Ha kozépvonalaknak e felezépontokra illeszkedd E-egyeneseket tekintjik, azonnal latszik,
hogy a hat pont csak négy kdzépvonalat hataroz meg: mindegyikre harom felezépont
illeszkedik.

(VABCA), (VSulyvonalak), (vSulypontok)

Epp Ugy mint az abszolut geometridban, itt is teljestil, hogy:




e A haromszoglapok sulyvonalai egy pontra, a haromszoglap sulypontjara
illeszkednek.

Osszetett (nyitott?) kérdésnek tlinik a fenti allitas igazolasa, ugyanis
euklideszi geometriaban ez a hasonlosag felhasznalasaval konnyen
belathatd, de a hasonlésag fogalma sem az elliptikus, sem a
hiperbolikus geometridban nem létezd fogalom. Itt volt sz6 arrdl,

hogy miként lehet az E-haromszdglapok megkilonbdztetésére
hasznalni a haromszog két oldalanak egy-egy kijeldlt pontjat. Ez a
kijelolt pont lehet egy-egy felezbépont is, igy a haromszdglap

egyértelm(i megadasahoz hasznalhatok a haromszoglapok
sulypontjai is. Az A,B,C pontokkal megadott négy haromszdoglapot jel6ljik meg a sulypontja
szinével: legyen az, amelynek nincs k6z6s pontja a modell alapkorével, tovabba rendre
piros, zold és kék az, amelyet az haromszdg ugyanilyen szin( oldala valaszt el a sargatol.
Figyeljik meg, hogy az A, B, C pontok mozgatasa kdzben ez az azonositas érvényben marad.

(VABCA), (¥Sulyvonalak)

Az ABCA kvadratharomszog sulyvonalai, egyben szakaszfelezd merdlegesek (és magassag-

egyenesek) is, tehat a haromszog tiikdrtengelyi lesznek. igy a haromszog oldal-egyenesei és
sulyvonalai egyltt az E-sikot 4*6 =24 olyan egybevagd haromszogre bontjak, amelynek a
szogei 45°, 60°és 90°. Késébb lesz szé arrdl, hogy miként lehet még kiparkettazni az E-sikot
egybevagd haromszogekkel. Ha az ABCA altalanos, akkor az oldal-egyenesei és sulyvonalai
altal kapott 24 derékszogl haromszoglap természetesen nem lesz egybevagd, de egydtt
ugyancsak lefedik a sikot.

3. Szakaszfelez6 merdlegesek, a haromszog koré irt korei

Addig, amig az abszolut geometriaban harom pontra legfeljebb egy kor illeszkedik,

hamarosan latni fogjuk, hogy a fenti cimben ugyancsak indokolt a tdbbes szam. Mivel egy
adott E-egyenesre meréleges egyenesek egy pontra - az egyenes pdlusara - illeszkednek, a
szakaszfelez6 merdlegesek megszerkesztéséhez a szakaszok felezépontjai mellett sziikséglink
lesz az ABCA polaris haromszdgének a P_a, P_b, P_c csucsaira.

(VABCA), (VFelezd-merdlegesek), (VPagcl)

Az ABCA oldalfelezé6 merdlegesei az oldalak felez6pontjaira és az oldal-egyenesek podlusira
illeszkednek.

(VFelez6-merdlegesek), (VKoréirt kor kp.)

Figyeljik meg, hogy négy olyan pont van, amelyre az igy kapott hat
egyenes kozul harom-harom illeszkedik. Ez a négy pont ugyancsak
ortocentrikus pontnégyest alkot: a hat szakaszfelezd merdleges kozil
barmely kettét kivalasztva vagy merélegesen metszik egymast, vagy
illeszkedik a metszéspontjukra egy harmadik egyenes is.




(VABCA), (VKoréirt kor kp.) +csuszka 0,..4

Osszegezve: az E-sik harom adott pontjara négy olyan kor illeszkedik, amelyek kézéppontjai
rendre megszerkesztve - egy csUszkaval vezérelve - egyenként megjelenitettik a négy
koralirt kort is.

4. Szogfelezok, beirt korok

Itt (2. app. 4. épés) mar taldlkoztunk azzal az egyenld szard haromszoggel, amelynek van két

derékszdge. Ennek a tulajdonsagait kihasznalva szerkeszthetjik meg egy E-haromszdg
szogfelez6 egyeneseit. Pl. az A cslcshoz tartozé szogfelezdk illeszkednek az A csucs
polarisan 1évé P_b , P_c szakaszok felezépontjaira.

(VABCA), (VPscA), majd: (VSzdgfelezdk)

Vegylk észre, hogy az ABCA polaris haromszogének - a PagcA
-nek - a szakaszfelezd6 meréleges egyenesei lesznek egyben az
ABCA szogfelezdi. Korabban lattuk, hogy a egy E-haromszog
koré irt koreinek a kozéppontjai ortocentrikus pontnégyest
alkotnak .igy a négy beirt koér kozéppontjai - amelyek
mindegyikére harom szogfelezé illeszkedik - ugyancsak
ortocentrikus pontnégyest alkotnak.

(VABCA), (VSzogfelezok.)

Ugyanakkor - éppugy, mint ahogy az euklideszi geometridban a haromszoglap kilsé- és
belsé szogfelezdi - az ABCA egy-egy csUcsara illeszkedd szogfelezOk is merdlegesek
egymasra. Csak itt értelmét veszti a"belsd”, és "kilsé" megkuldnboztetés. S6t, ebben az
anyagban nem is hasznaltuk a haromszdglap fogalmat.



