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1 Vzorce

Kazdej blbec vi, ze existuji nasledujici vzorce, které plati pro vSechna
redlna a a f:

sin(a + ) = sinacos 5 + cos asin (1)

cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3 (2)

sin(aw — 8) = sinacos f — cos asin 3 (3)
s '

cos(a — ) = cosacos § + sin asin (4)
. J

Vznika otazka, jak se tyto vztahy daji dokéazat.

2 Planimetricky dikaz — Hokusaitv
obdélnik

Vztahy (3) a (4) dostaneme z prvnich dvou jednoduse substituci
f — —pB. Proto sta¢i dokézat jen vztahy (1) a (2).

Diky periodicité staci pro hodnoty a a  uvazovat jen interval
(0;27). Soucet o + 8 potom lezi v intervalu (0;4r).

2.1 Dukaz spec. pripada

Speciélni pripady vzniknou, pokud ve vzorcich (3) a (4) dostaneme pro
sinus nebo kosinus hodnoty 0 ¢i £1. Pac¢ ve vzorcich je o rovnocenné 3,
stac¢i uvazovat jen podminky pro o a pro o + .

Je nutné rozlisit nasledujici pripady pro a:
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1. a=0—=sina=0; cosa=1 ]

2. a=7m —sina=0; cosa=—1 ]

3. az%—)Sinazl;cosa:O ]

3
4. a:§—>sina:—1; cosa =0

\

Déle je nutné uvazovat nasledujici pripady pro a + 5:

r

5.1 a+p=0—=sin(a+p)=0; cos(a+ ) =1 ]

\

7 toho, ze a + 8 = 0 dale plyne, ze

a—p-o0 |

6.| a+p=m—sin(a+p)=0; cos(a+ ) =-1 ]

|

7 toho, ze o + = mw dale plyne, ze = m — «, procez

.
sin f = sin « ][ cosf = —cosa ]

|

(

7. a+ﬁzg—>sin(a+5):1; cos(a+ ) =0 ]

\

Z toho, ze a + = 7 dale plyne, Ze 3 = § — «, procez

[ sin § = cos « ][ cos f = sin « ]
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8. a+ﬂ:3§—>sin(a+ﬁ):—1; cos(a+ ) =0

|

7 toho, ze a + 3 = 37” dale plyne, ze g = 37” — «, procez

r

sin f = —cosa ][ cosf = —sina ]

|

Dosazenim do levych a pravych stran obou vzorcii se snadno presvéd-
¢ime, ze levé strany se rovnaji pravym.

Specialni ptipady pro hodnoty 0, 7, , 37” uhld o, f a a + f mame
dokazané. V dalsim predpokladejme, ze thly «, f a o + (8 jiz téchto
hodnot nenabyvaji. Jinymi slovy pro a a f uvazujme jiz pouze vnitiky
4 kvadrantii, tedy intervaly

©3)-G)- (=) (F:)

2.2 Pripad a+ < §

vvvvv

viz odkaz v popisu obrazku. Tento pfipad muzeme zakédovat jako [111],
coz znamend, ze ihly [a, B, a + f] lezi vSechny v prvnim kvadrantu.

V obrazku mame tzv. HOKUSAIUV! obdélnik OEF D, ktery je roz-
délen na Ctyti pravouhlé trojuhelniky.

Platnost vztaht (1) a (2) je ddna rovnosti protilehlych stran v ob-
délniku:

[ sin(a + 3) = sin acos B + cos asin 3 ]

[ cos(a + ) = cos acos f — sin asin 3 ]

'https://en.wikipedia.org/wiki/Hokusai


https://en.wikipedia.org/wiki/Hokusai
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cos « - sin 3

sin(a + )

/<

) cos a - cos 3 K 1

Obr. 1: [111]

[ https://www.geogebra.org/m/hkmtuewq ]
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2.3 Dalsi pripady

Je ziejmé, ze zvétsime-li dostatecéné thly o a 3, jejich soucet jiz nepadne
do prvniho, ale mize lezet v kterémkoli dalsim kvadrantu. Kdyz o tom
budeme trochu premyslet, ptrijdeme na to, zZe existuje celkem dvacet
moznosti, jak navolit hodnoty « a . Ptitom existuje 5 moznosti, kdy
a + (3 padne do 1. kvadrantu, 5 moznosti pro 2. kvadrant atd. Krastné
to mame v nasledujicim schématu:

kvadr. pro a + 3

1 [111]  [141]  [231]  [241]  [331]
2 [112]  [122] [242] [332] [342]
3 [123]  [133]  [223] [343]  [443]
4 (134]  [144]  [224]  [234]  [444]

V obrazku 2 mame dalsi ¢tyti priklady konfigfurace thli o, 8, a+ 8 (v
popisu obrazku je opét odkaz na aplety v GeoGebre).

Princip diikazu je porad stejny jako v pripadé [111]. Vytvorime opét
Hokusajiv obdélnik se ¢tyfmi vepsanymi trojihelniky, ve kterych se
objevuji vedle thla «, 8, a + § také jejich doplnky do 7 a podobné.

Napriklad v piipadé [112] (obr.2a) mame ve Zlutém trojihelniku
BCO thel u vrcholu O nikoliv 3, ale m — . Proto strana OC' bude
cos(m — ) = —cos 5. Dale mame v ¢erveném trojtihelniku BOD thel
u vrcholu B nikoliv o + 8, ale m — (a + ). Proto strana BD bude
cos(m — (o + B3)) = — cos(a + 3).

3 Analyticky diikaz — Hirosigeho rotace
Diky periodicité staci opét pro hodnoty a a [ uvazovat jen interval
(0; 2m).

Nejprve dokazeme vztah (4) pro kosinus rozdilu.
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(c) [123] (d) [224]

Obr. 2:

[ https://www.geogebra.org/m/ygnbrkcq ]
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3.1 Dikaz vztahu pro kosinus rozdilu

Diikaz je zalozen na analytickém vztahu pro vypocet délky tsecky po-
moci souradnic jejich krajnich bodt a na faktu, ze délka tisecky nezavisi
na volbé vztazné soustavy.

Pro a = (8 vztah plati, o ¢emz se snadno presvédc¢ime dosazenim.
Levé strana vztahu davé cos(a — ) = cos0 = 1. Prava strana dava
cos? o + sin® o = 1.

Také pro a nebo 8 nulové vztah plati. Opét mizeme dosadit a pre-
svedcit se o tom (to uz si zkus sama).

Muzeme tedy dale uvazovat jiz jen pripad a # f;a € (0;27); 5 €
(0; 27). Predpokladejme nejprve, ze a > f.

Cumme? na obrazek 3a, kde mdme JEDNOTKOVU kruznici se stie-
dem O a souradnou soustavu Ozy. Na kruznici mame dva body A a B,
kterym prislusi orientované ihly « a .

Dle definice goniometrickych funkci jsou souradnice bodu A, B:

[ Alcos a;sina];  Bcos 8; sin 3] ]

Tim padem pro délku d tsecky AB plati:

d*> = (cosa — cos ) + (sin a — sin 3)*

d*> = cos®> a — 2 cos a cos 3 + cos® B + sin® o — 2sin asin § + sin? B
Odtud vzhledem k tomu, zZe soucet druhych mocnin sinu a kosinu néja-
kého tihlu je roven jedné:

[ d? = 2 — 2(cos a cos 3 + sin asin j3) ] (5)
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Cummez nyni na obr.3b, kde jsme otodili soufadnou soustavu?

kolem pocatku O o orientovany tihel g a dostali jsme modrou soustavu
Ozx'y'. V ni jsou souradnice bodu A, B jiné:

| Aleosta — pysin(a— 9 Bl |

Procez pro délku d tsecky AB plati:

d* = (cos(a — B) — 1)* + sin®(a — B)
d* = sin*(a — B) + cos?*(a — B) — 2cos(a — B) + 1

Odtud vzhledem k tomu, Ze soucet druhych mocnin sinu a kosinu néja-
kého tihlu je roven jedné:

[ d* =2 —2cos(a — f) ] (6)

Srovnanim vztahu (5) a (6) dostavdme vztah (4) pro kosinus rozdilu,
ktery jsme chtéli dokazat.

Predpokladali jsme, ze a > (3. Pro pfipad a < § vSak vztah (4) bude
platit také, protoze funkce kosinus je suda, takze

cos(a — ) = cos(— (S — a)) = cos(f — )

a protoze 8 > «, muzeme pro cos(5 — «) pouzit dokdzany vztah a mame
opét

[ cos(a — f3) = cosaccos 3 + sin asin ]

2tzv. HIROSIGEHO rotace — https://en.wikipedia.org/wiki/Hiroshige
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(a) Soufadnice bodi A, B v ¢ervené soustavé
soutadnic Ozy

y/ Alcos(a — 8); sin(a — 3)]
B[1;0]
Wi
A /
X /
\ xr
B
a—f 1
5 ]
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(b) Souradnice bodi A, B v modré soustavé
souradnic Oz'y’

Obr. 3: Hirosigeho rotace SOSO

[ https://wuw.geogebra.org/m/unggqdy8 ]
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3.2 Dikaz vztahu pro sinus rozdilu

Pac sinus je jen posunutej kosinus:

. (e
SN T = COS $—§

plati

sin(a — ) = cos (((1/ —p) — g) = coS (a — <B + g)) (7)

Nyni pouzijeme dokdzany vztah pro kosinus rozdilu:

cos(a—(ﬁ%—%))zcosacos <ﬁ+g)+sinasin (6—1—%) (8)

—sin g cos 3

Srovnanim (7) a (8) dostdvame

[ sin(a — ) = sina cos § — cos asin ]

3.3 Ditikaz pro sinus a kosinus souctu

Mame-li dokédzané vztahy pro sinus a kosinus rozdilu, staéi vyuzit su-
dosti a lichosti:

sin(a + ) = sin(a — (7))
= sin a cos(—f3) — cos asin(—f3)

= sinacos 3 + cos asin 3
A podobné:
cos(a+ B) = cos(a — (—f))

= cos acos(—f3) + sin asin(—f3)

= cosacos f —sinasin 3

10
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