Das Doppelpendel Dynamische Systeme

1 Differentialgleichungen des Doppelpendels

In GeoGebra ist ein numerisches Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung eingebaut. Um technische Fragen wie Euler-Verfahren versus Runge-Kutte-Verfahren n-ter
Ordnung beziehungsweise geeignete Wahl der Schrittweite muss man sich nicht kiimmern.

2 Herleitung der Bewegungsgleichungen

Position der Massen zur Zeit ¢:

. _ Iy sin(py(
nt) = (—ll cos(p1

< Iy sin(p1(

—l1 cos(¢p1

)+ (St )

Geschwindigkeit der Massen zur Zeit t:

v1(t) = lLigr(t) (2?&(2(%))))
) = e (Soi20) a0 ()

Kinetische Energie:

T = 2L (1)) + 52 (1610 + (202(1))” + 2l (1) 2(t) cos(ea (1) — pa(1)) )

Potentielle Energie:

U = —g(mily cos(p1(t)) + ma(ly cos(p1(t)) + 2 cos(pa(t))))

Fuler-Lagrange-Gleichungen L =T — U:

d OL oL
dt0p;  Opi
Nach ein paar Umformungen erhélt man:
. ma l2 . .2 . g .
= —-—— Cos - + sSin - — —sin
é1 e (P2 cos(ip1 — w2) + @3 sin(p1 — p2)) 7, sin(en)
. . 9 . g .
B2 =~ (Brcoslpr —p2) = Gisin(pr — ) — Fsinlen)
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Wir formen die Gleichung so um, damit wir ein Differentialgleichungssystem der 1. Ordnung erhalten.
Zuerst fithren wir eine Matrix A ein:

A 1 o 12 €08(1 = 92)
fl cos(p1 — ¥2) 1

Damit lautet das System:

A,<¢1>:< ot fsin(pr - m)sb%—%sinwl))

v2 ;2 sin(p1 — p2)$t — % sin(p2)
also ist
(901) — AL ( m%lkzmg E Sm(Spl 802)853 — i Sin(gpﬁ)
#2 7 sin(pr — ©2)$pT — i sin(yps)
mit
A1 = m1 + mg ( 1 mlTTmQ ﬁ cos(p1 — @2))
my + masin?(p1 — o) \ —7 cos(p1 — ) 1

Wir erhalten also:

p 2 : m1+ms .

T (mq 4+ mo sinz(sm — 2))l . (g cos(ip1 — 802) S 2 — QTQ S @1

_ 1 .
—losin(py — p2) <<p22 + icos(w - <P2)<P1z>>

ma mi + mg

P2 = - .
(my + ma smz(gol — 9))l2 ( mo
. . mi1+mo .
+sin(p1 — 2) <l2 cos(ip1 — )2’ + 1y 1T22<P12>>

GeoGebra hat einen numerischen Losungsalgorithmus fiir ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
implementiert. Unser System schreiben wir als vier Differentialgleichungen 1. Ordnung;:

g (cos(p1 — ¢2) sin gy — sin )

$1 = Y1
mo my + mg

Y1 = - '<QCOS 1 — ¥2)sinpe — g————— sin
(my + ma sm2(g01 — @2))1 (p1 = o) sin mo 14

—lasin(p1 — ¢2) (1/12 = cos(ip1 — @2)1/1%))

P2 = o
s = mo ‘ <m1 + mo
(my1 + masin®(p1 — ©2))la mo

. mi1+m
+sin(p1 — ©2) (lzcos«ol—soz)w%m ! %))

mit Anfangsbedingungen:

g (cos(p1 — p2) sin 1 — sin pg)

¥1(0) = 2(0) =0
und ¢1(0), bzw. p2(0) gemiss obiger Abbildung (kann in der GeoGebra-App eingestellt werden).
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