Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas II - 2°Bachillerato
Tema 3: Ampliacion de derivabilidad y Teoremas : Teoria - 3 - infinitésimos

pagina 1/7

Teoria — Tema 3

Teoria - 3 - infinitésimos

B:Qué son los infinitésimos?

Una funcion  f (x) toma un valor infinitésimo en a si el limite de la funcién en ese punto es cero:

f(x) es infinitésimo en a siysolosi lim f(x)=0

X—a

Conforme nos acercamos al punto x=a la funcién toma un valor infinitesimalmente pequefio

(practicamente 0). Y este comportamiento de f(x) en a coincide, en algunos casos practicos que

veremos mas adelante, con el comportamiento de funciones “mas sencillas” a las que podemos aproximar
f (x) cuando estudiemos su valoren a

flx) 0,

f(x) se comporta como g(x)ena — f(x)=g(x)ena siysolosi lim ()
x—oa g\ X

Es decir: f(x) vaa 0 con la “misma rapidez” con que lo hace su aproximacion g(x) en a .Ysi
la forma analitica de g(x) es mas sencilla que la forma de f(x) , puede ser mas practico emplear
g(x) envezde f (x) a la hora de operar con otras funciones, calcular limites, etc.

¢ Como obtener la forma analitica de esta aproximacién g(x) ?

Una posible respuesta a esta pregunta son los polinomios de Taylor. Nosotros los vamos a utilizar para
estudiar el comportamiento de f(x) enelpunto a=0

Como ya aplicamos en la definicion de derivada sobre funciones elementales, los polinomios de Taylor son
muy Utiles a la hora de aproximar funciones elementales [ (x) a polinomios (x—xo)" (llamados series
de potencias).

Cuantos mas términos tomemos en la serie de potencias, mas precisa sera la aproximacién y mas se
parecera la curva del polinomio de Taylor a la curva de la funcion original  f (x)

El valor Xx, que aparece en (x—xo)" pertenece al dominio de la funcion f(x) y es el punto
alrededor del cual se desarrolla la serie de potencias. Por facilidad en los calculos, es comun tomar
x,=0 como centro de la serie de potencias.

Si tras aproximar f(x) al polinomio de Taylor centrado en x,=0 , tomamos x—0 (donde x

aparece en el argumento de la funcién f(x) y en el argumento del polinomio de Taylor) podremos
truncar la serie de potencias del polinomio de Taylor y quedarnos (en determinados casos) con los
términos mas grandes, “despreciando” los términos mas pequefios. Esta serie truncada nos dard la
aproximacion g(x
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Asi estimaremos que f (x) tiende de manera asintética a g(x) cuando x — 0

A continuacién mostramos, siguiendo este razonamiento, los valores g(x) a los que podemos aproximar
determinadas funciones elementales en las proximidades de x=0
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llnfinitésimo de la exponencial y el logaritmo para x—0

La funcion exponencial se aproxima como serie de potencias a:

0 n 2 3
X X X X
e'=> T =l+x++2+
o 21731
X
Por lo tanto: si x—0 — 1+x>>74?+... - e'~l+x — e —1l=x

Es decir: e'—1 se comporta asintéticamente en x—0 como x . O lo que es lo mismo: e¢' se
comporta asintéticamente en x—0 como 1+x

El logaritmo no podemos evaluarlo en 0, pero si en 1. Por lo tanto:

ln(x-l-l):i (_li)nﬂxnzx—x—z-ii—
n=1 n 2 3
2 3

Por lo tanto: si x—0 — x>>x7-|i3+... — In(x+1)=x

Esdecir: In(x+1) se comporta asintéticamente en x—0 como x
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Infinitésimo de las funciones seno, coseno y tangente para
x—0

Las funciones seno y coseno aproximan a los polinomios de Taylor siguientes:

& (A1) e XX
Se"(x)_z(znﬂ)/x BREEYAR T

n=

(=]

Hags
/N\/—\
=

\S)

~

—1) 2n X

cos(x)=

n

Para valores proximos a cero, podemos realizar las siguientes aproximaciones:

3 5
x=0 - x> X, sen(x)=x
3/ 5!
—x’ x
x>0 - I>»>—+"——.. - cos(x)=1 - cos(x)—1=0
2! 4/

Y la funcién tangente podemos expresarla como cociente de la funcién seno y la funcién coseno:

Ademas, en el estudio de limites aparecen con frecuencia las siguientes expresiones, que podemos
aproximar a infinitésimos haciendo uso de las series de potencia del seno y el coseno:

2
I—cos(x) —si x>0 — l—cos(x):%

arcosen(x) —si x—0 — arcosen(x)=x

arcotg(x) —si x>0 — arcotg(x)=x
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Binfinitésimo de la potencia y la raiz n-ésima para x—0

La potencia f (x):(l —I—x)" podemos aproximarla al polinomio de Taylor:

(n—1) 2+n-(n—1)-(n—2) 3

n_ n nl »
(1+x)'=14n-x+ Y x 3/ x+...+n/x

Donde el valor de la derivada de orden n+l es 0O para un polinomio de grado x" , por lo que los
_— . : +1
términos de la serie de potencias se hacen nulos desde x"" en adelante.

(n=1)-(n=2)

, n
Porlo tanto:si x—0 — 14+n-x> 3/

/
xﬂ-...—l%x" — (14x)'=1+4n-x

Para la raiz n-ésima ' (x)=¥/1+x tendremos la siguiente aproximacion:

1-n >
2 X
n

+...

PTox=1+2+
n

1-n »
X

X
Porlo tanto:si x—0 — 1+=—> 5
n

to oo V142
n n
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Generalizar el uso de infinitésimos para x tendiendo a
valores distintos de 0

Por la propia definicién de infinitésimo podemos emplear su aproximacién cuando Xx tienda a valores
distintos de 0. Las condiciones que deben mantenerse es que f(x) se haga 0 en el valor x que
estemos estudiando, y que el limite del cociente entre f(x) y su aproximacion g(x) en x—a
converjaa 1

De esta manera, segun lo demostrado en los apartados anteriores, los siguientes ejemplos son infinitésimos
validos:

si x»1 - Inx=x—1

si x—>§ - Sen(x—%):x——

2

(1-x)

si x»1 > e —1=1—x
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B; Cuando usar la aproximacion asintética de infinitésimos?

Los infinitésimos son una aproximacion: cuando  f° (x) se acerca al punto x=a su valor se hace 0y su
comportamiento se aproxima al de g(x) .Y toda aproximacion tiene sus limitaciones.

Los infinitésimos son muy utiles en el estudio de ciertos limites con indeterminacion 6 . Su aproximacioén
permite, a veces, eliminar la indeterminacion y obtener el resultado final del limite.

¢Cuando aplicar infinitésimos? Si f(x) se encuentra multiplicando o dividiendo en un limite con
x—a , podremos sustituir f(x)zg(x)

Pero si f(x) se encuentra sumando o restando, por lo general, la aproximacion a g(x) no sera
valida. Solo en casos muy concretos, que aprenderemos con la practica, podremos sustituir  f° (x) por su
aproximacion g(x) dentro de una suma o una resta (siempre y cuando la aproximacion tenga sentido al
comparar g(x) con el resto de sumandos).

Ejemplo 1 resuelto

. sen(x)+e —1
Resuelve lim L

x -0 X
si x—0 lim M:[g]:hm x+x:hmﬂ:2
x—-0 X 0 x—->0 X x—-0 X

La aproximacion del seno y la exponencial por infinitésimos es coherente porque sumamos términos
infinitésimos del mismo orden ( x+x ).

Ejemplo 2 resuelto

2 2
. X —sen x
Resuelve lim ————
x—0 X
2 2 2 2
_ .o x—=sen'x 04,,. x—=x .. 0 L -
si x>0 ==> lim ————=[=]#lim =lim — =0 — aproximacién no valida
x—0 X 0 x—0 X x>0 X

Al aproximar sen(x) a su infinitésimo x estamos obviando, entre otros, un término del polinomio de
3 . . . . 2
Taylor de grado x~ que no es despreciable frente al primer término x~ de la resta del numerador.

¢ Qué hacer en estos casos? Recurrir a otros métodos. Por ejemplo, L'Hépital.

2 2 _ —

limx_sfn x:[g]:hm2x 2sen(§c)cos(x):hm 2x sen3(2x):[9]
x—0 X 0 x—0 4 x x—0 4 x O
. 2-2cos(2x) 0

lim ——————=[—

-0 12x7 o’

. 4sen(2x) 0, .. 8cos(2x) 8 1
1 7:—:1 _—_— =
lim = =M = =273
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