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Prefacio

Debido a bondades pedagogicas propias, las demostraciones visuales®, son he-
rramientas tecnologicas de uso cada vez mas frecuente en educacion matema-
tica universitaria de la actualidad.

En particular, para la ensenanza de integracién compleja a nivel introduc-
torio, se han propuesto diversas demostraciones elaboradas para visualizar dis-
tintos aspectos o representaciones gedmetricas de integreales complejas de linea
y contorno cerrado. Tales demostraciones han sido desarrolladas en distintos
softwares que permiten visualizar representaciones geométricas de conceptos
matemaéticos en ambiente dinamico.

En este libro mostramos la posibilidad de elaborar, y principalmente usar,
demostraciones para visualizar algunas integrales de linea y contorno cerrado
complejas en el ambiente dindmico e interactivo del GeoGebra siguiendo el
enfoque de campos vectoriales propuesto por George Polya.

En el Capitulo 1, presentamos algunas referencias bibliograficas a la fe-
cha sobre visualizacién dindmica en educacion matematica que sustentan las
ideas expresadas més arriba y apoyan el posible uso de nuestras demostraciones
propuestas. Presentamos y describimos brevemente algunas demostraciones vi-
suales que ilustran diversas interpretaciones geométricas de integrales de linea
complejas elaboradas por distintos autores y desarrollados en diversos softwa-
res de matematica dinamica, elaboradas a la fecha. Describimos brevemente
el enfoque del campo de Pélya para visualizar representaciones geométricas
y fisicas de integrales de linea complejas desarrolladas en GeoGebra que pre-
sentamos en este libro. Senialamos las caracteristicas bésicas generales de las
demostraciones a presentar, describimos su puesta en operacién y sus posibili-
dades de uso pedagogico.

En el Capitulo 2, mostramos la construcciéon de la relacién de Polya: Las
partes real e imaginaria de una integral de linea compleja se representan, res-
pectivamente, como las integrales de componentes tangenciales y normales de

'En este texto, “demostracién visual” o simplemente “demostracion”, hace referencia a
un programa desarrollado en algin software matemético, disenado para visualizar en am-
biente dindmico e interactivo, interpretaciones geométricas de algiin enunciado matematico.
Comtinmente, en algunos sitios de internet (ver [?]) se designa con dicho nombre a este tipo
herramienta visual. Una demostracién visual no constituye ni reemplaza la prueba formal
del enunciado que se visualiza, entendida esta ultima como una argumentaciéon deductiva
formal del enunciado a probar.
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los vectores de Polya sobre la curva de integraciéon. Tales nociones y represen-
taciones son la base para construir interpretaciones geométricas y fisicas de
integrales complejas que utilizamos en la construcciéon de las demostraciones
que proponemos.

En el Capitulo 3, presentamos nociones e ideas que sustentan la construc-
cion y uso didactico de las representaciones o interpretaciones geométricas de
las integrales complejas segiin el enfoque de Polya. Asi también, mostramos la
posibilidad de transformar las representaciones geométricas de integrales que se
visualizan en el plano complejo, a representaciones equivalentes, en dos planos
reales que llamamos, planos de longitud de arco de las partes real e imagina-
ria. En estos planos, construimos dos curvas definidas sobre la longitud de arco
del contorno de integracion, que las llamamos, curvas de componentes tangen-
cial y normal de los vectores de Polya. Con estas representaciones, usamos el
area neta bajo la curva de componentes tangencial (integral de componentes
tangenciales) para visualizar la parte real de la integral, y él area neta bajo
la curva de componentes normales (integral de componentes normales) para
visualizar la parte imaginaria de la integral. Estas ideas y representaciones
geométricas se pueden interpretar en términos fisicos, como integrales de flujo
tangencial y normal de Polya a la curva de integracion, esta representacion
fisica la presentamos en el Capitulo 4.

En el Capitulo 5, describimos algunas caracteristicas generales y propias
de matemaética dindmica que ofrece GeoGebra, las cuales aprovechamos para
construir las representaciones.

Los Capitulos 6 y 7, constituyen la parte central del texto. En ellos presen-
tamos las demostraciones que proponemos, describimos su uso potencial, de
cada una de ellas y senalamos la posibilidad de su uso aislado para explorar
conceptos, y en conjunto, para establecer posibles trayectorias de ensenanza de
integracion compleja. En el Capitulo 6, presentamos demostraciones para ex-
plorar integrales de linea y contorno cerrado usando representaciones visuales
de campos vectoriales de Polya. A partir de ellas se exploran algunos resultados
y hechos de integracion de linea compleja. En el Capitulo 7, mostramos demos-
traciones, en las que ademés, de usar representaciones en el plano complejo,
usamos principalmente representaciones en los planos de longitud de arco para
visualizar las partes real e imaginaria de la integral. De ellas, aprovechamos
simetrias en las curvas de componentes, o invarianza de valores numéricos ge-
nerados, para explorar propiedades, establecer relaciones y estimar o inducir
valores de las integrales en exploracion. Las representaciones geométricas, son
apoyadas con valores numéricos aproximados de las partes real e imaginaria de
la integral, obtenidas a través de sumas de Riemann a partir de procesamientos
geométricos y aritméticos que permite GeoGebra.

En el Capitulo 8, discutimos algunas posibilidades, bondades o expectativas
y dificultades sobre su uso pedagogico de las demostraciones propuestas en la
ensenanza de integracion en cursos de variable compleja elemental.

Con la intencion de motivar al lector interesado; finalizamos, el libro con un



anexo en el que presentamos una posible secuencia de comandos con GeoGebra
para elaborar una demostracion tipica de las que presentamos.

Los archivos en GeoGebra correspondientes a algunas demostraciones que
presentamos en este libro pueden descargarse del sitio, http://mate.ingenie
ria.usac.edu.gt. Seguir la cadena de bl’lsqueda, ESTUDIANTES->CURSO->MATEMATICA

APLICADA 5->TIPO DE ARCHIVO->PROBLEMAS RESUELTOS.

José Saquimux
28 de junio de 2022
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Capitulo 1

Preambulo

1.1. Demostraciones en educaciéon matematica

Las demostraciones visuales interactivas son un recurso, de uso cada vez maés
frecuente y aceptacion, en la ensenianza de la matematica actual. Esto puede
constatarse revisando diferentes publicaciones de distintos reportes de traba-
jos o proyectos de investigacion sobre su uso pedagogico actual (ver p.e. |?]),
y la existencia de una variedad de demostraciones visuales puestos en sitios web
construidos con fines didacticos, por ejemplo, en GeoGebra (http://wuw.geog-
ebratube.org), y en Wolfram Mathematica ( http://demonstrations.wolf-
ram.com), entre otros.

Como se menciona en [?|, creemos que ésta tendencia de uso creciente y
de mas aceptacion se debe, principalmente, a que con dichas herramientas se
pueden proponer ambientes de aprendizajes dinamico, interactivo, explorativo
y visual, basadas en actividades que posibilitan involucrar a los estudiantes
en procesos de pensamiento matematico de exploracion, verificacion, descu-
brimiento, experimentacién o induccion. Actividades, que podrian motivar al
estudiante el estudio formal de los contenidos involucrados, asi también con-
sideramos que pueden ser de util apoyo y/o complemento a las realizadas con
representaciones simbolicas (analiticas) en ambientes de aprendizaje méas esté-
ticos de papel y 1lapiz, o bien asistidos con sistemas algebraicos por computado-
ra. En [?] se discute con mas detalle esta tematica de enseflanza-aprendizaje.

Las demostraciones visuales a nivel universitario ofrecen oportunidades de
participacion activa del estudiante en procesos de descubrimientos, convenci-
miento significativo, construcciones personales, se cree que la participacion en
experiencias activas, pueden ayudar a construir raices conceptuales profundas
[?]. En el mismo sentido, en [?] se afirma que las demostraciones visuales inter-
activas en las que el estudiante participa manipulando el “raton” como interfaz
enactiva, para seleccionar y controlar la imagen de la pantalla por medio de
movimientos manuales intuitivos, le permite construir conceptos matematicos
basados en su percepcién humana subyacente. Ademas, cree que, su uso puede
beneficiar a aquellos estudiantes que necesitan una visién intuitiva de cier-
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tos conceptos matematicos. Citados en |?], Leikin y Grossman, argumentan
que los cambios dinamicos en las representaciones geométricas en la pantalla,
asociados a funciones de arrastres y deslizamientos ejecutados por el usuario,
promueven y le ayudan a generar preguntas del tipo, qué pasa si, y los anima
a pensar a través de los cambios observados.

1.2. Demostraciones en integracion compleja

Para la ensenanza de integraciéon compleja a nivel introductorio, existen varias
demostraciones dinamicas y/o interactivas creadas para visualizar distintas in-
terpretaciones geométricas y fisicas de integrales complejas. Por ejemplo; elabo-
rados en Cabri II Plus, (www.cabri.com), en |?], se presentan demostraciones
para visualizar integrales de f(z) = 1/2",n entero, sobre una circunferencia
centrada en el origen a través de su representacion geométrica aproximada
como una suma compleja-vectorial de Riemann Y f(z)Ag, sobre la circun-
ferencia. Por ejemplo presenta la demostracion para inducir 3510 dz/z = 2mi
mostrada en la Figura 1.1

Figura 1.1: Visualizacién de [?] para inducir § dz/z = 2mi.

También usando Cabri, en [?| se muestran algunas demostraciones para
visualizar integrales complejas basandose en el enfoque vectorial de Polya: La
parte real de integral se visualiza como el area neta bajo la curva de com-
ponentes tangenciales de los vectores de Polya sobre la curva o contorno de
integracién, y la parte imaginarial de integral se visualiza como el area neta
bajo la curva de componentes normales de los vectores de Polya a la curva
de integraciéon. Por ejemplo, en la Figura 1.2 se muestra una imagen de la
demostracion para visualizar la integral §, dz/(z — z)® = 0. La curva de com-
ponentes tangenciales en rojo y normales en azul, ambas curvas parecen ser
dos periodos completos de senoides, el area neta bajo ambas es cero, por lo
que la integral deber ser cero.

Usando Mathematica (www.wolfram.com), en |?| se presentan demostracio-
nes para visualizar y argumentar, el teorema del residuo, el teorema de Cauchy,
y el valor principal de Cauchy por medio de arrastres en el plano complejo del
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Visualicellds partes real e imaginaria de la Integrd de f{z) = 1/(z-20)",
sobre C: [z-z1|=r con z0=z1
k3 Seleccionek=0,-1,+-2,... amrastrez, 20 =z1, C.

Z0: (0.45; 0,53) I \/ \(/ \/ \A
Z1:(0,45; 0.53) t Area neta nula Area neta nula
Ref1].0 m[1]=0

Figura 1.2: Visualizacion de [?] para inducir I = §,dz/(z — 20)*> = 0, con z el
centro de la circunferencia, ImI = Rel =0

punto zy en la integral (1/2mi) §,1/(z — z)dz sobre una circunferencia des-
lizable de radio fijo. En la Figura 1.3, se muestran imagenes para visualizar
dicha propiedades.

U fldz | | 1ofldz i 1 flaz |1
fif = J

27 -2z 1 2mi -2 1 22§V g-z | 2

Figura 1.3: Imagenes de demostraciones de [?] con Mathematica.

En [?] también elaborados en Mathemdtica, se presentan algunas relacio-
nes geométricas, usando campos y vectores ordinarios, para visualizar algunas
integrales de forma §,2"dz, C' : |z| = 1, n entero. La demostracion genera
punto a punto del valor aproximado de la integral. La Figura 1.4 muestra unas
imégenes de tal demostracion.

En otra demostracion elaborada en Mathematica, en [?], se presentan vec-
tores del campo de Polya de funciones y los valores de la integral compleja
sobre una circunferencia. En esta demostracion el usuario tiene opciones de
seleccionar una de las funciones predeterminadas, elegir los radios de las cir-
cunferencias y activar o desactivar el campo de Polya, visualizar las curvas de
integrales de flujo tangencial y normal, entre otras. La Figura 1.5 presenta una
imagen de esta demostracion.

Finalmente, en [?] y |?| usando GeoGebra, se presentan construcciones geo-
métricas de integrales de linea y contorno cerrado usando la definiciéon como el
limite de una suma compleja-vectorial aproximada para elaborar su representa-
cion visual y generar su valor numérico. Con ellas explora visualmente algunas
propiedades y resultados de integracion compleja. La Figura 1.6 muestra ima-
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Figura 1.4: Imagenes de demostraciones de [?] con Mathematica.
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Figura 1.5: Imagen de demostracion de [?] con Mathematica.

genes de estas demostraciones.

1.3. Demostraciones con el enfoque de Poélya

Tratando de actualizar, y principalmente, mejorar las demostraciones ela-
boradas con Cabri en |?], en este documento presentamos un conjunto de
demostraciones interactivas para visualizar algunas integrales de linea y con-
torno cerrado complejas en el ambiente dindmico del GeoGebra basandonos
en el enfoque de campos de Poélya. En este enfoque, a la integral fC f(2)dz,
a f(z) = u+iv se le asocia el campo vectorial de Polya dado por (u, —v) en
el plano complejo. Con esta asociacion se demuestra que la parte real de la
integral de linea se puede visualizar como la integral defenida de componentes
tangentes de los vectores de Polya sobre C' o integral de flujo tangencial a C', y
que su parte imaginaria se puede visualizar como la integral definida de com-
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Fig. 2. Visual representation of [e:a'z. Arcpath.  Fig. 5. Integral tfl Nz—2iHz near z=2i.
(a) (b)

Figura 1.6: Iméagenes de demostraciones de [?] conGeoGebra.

ponentes normales del campo de Pélya sobre C' o integral de flujo normal a
C. Por lo que, si disponemos de representaciones visuales de vectores de Poélya
de f(z) sobre la curva de integralcion C, de ellas podemos estimar las partes
real e imaginaria de la integral. Nuestra intension es elaborar demostraciones
de las que podamos visualizar dichas intepretaciones geométricas en ambiente
dindmico con fines didacticos.

Dividimos las demostraciones en dos grupos, uno en las que se visualizan el
campo de Polya en cierta region del plano complejo y la curva de integracion
imersa en dicho campo, y otro en la se visualizan las integrales definidas de las
componentes tangentes y normales consideradas como areas netas bajo curvas
de componentres tangentes y normales. A continuaciéon ilustramos ejemplos
tipicos.

1.3.1. Visualizacién en el plano complejo

Las visualizaciones de estas demostraciones, pueden considerarse como una
aplicacion directa en GeoGebra de algunas ideas, sugerencias y propuestas de
[?], [?] ¥ [?]- Por ejemplo, en la Figura 1.7 presentamos imagenes de demos-
traciones para visualizar en a) la dependencia de la trayectoria en la integral
fCO,41§dz sobre las trayectorias C; : PQR y Cs; : PSR, en ella se mues-
tra el campo de Pélya de la funcién no analitica en todo el plano complejo
f(z) = 0,41z, y las trayectorias C} y Cy; y en, b) para exploar el resultado
$.dz/(z — z) = 2mi, en esta se presenta el campo de f(z) = 1/(z — 2) y la
circunferencia |z — 29| = r para ciertos valores de zy y 7. Animamos al lector,
a justificar visualmente dichos hechos sobre esas integrales, apoyandose de la
interpretaciones de campos de Polya.
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Figura 1.7: Imagenes de demostraciones de [?] con GeoGebra.

1.3.2. Visualizacién de partes real e imaginaria

En el segundo grupo de demostraciones, ilustramos la posibilidad de transfor-
mar las representaciones geométricas y fisicas de integrales de linea complejas
que se visualizan en el plano complejo, a representaciones equivalentes, en dos
planos reales que llamamos, planos de longitud de arco de la parte real e ima-
ginaria. En estos planos, definimos dos curvas definidas sobre la longitud de
arco del contorno de integracion, que las llamamos, curvas de componentes
tangencial y normal de los vectores de Polya o curvas de flujo tangencial y
normal a la curva de integracion. Con estas representaciones, usamos el area
neta bajo la curva de componentes tangencial (o integral de flujo tangencial)
para visualizar la parte real de la integral, y él area neta bajo la curva de com-
ponentes normales (o integral flujo normal) para visualizar la parte imaginaria
de la integral.

La Figura 1.8 muestra la pantalla de trabajo para explorar integrales de
la forma §,dz/(z — B)", B dentro de C : |z — A = r yn = 0,£1,+2, ...
En dicha pantalla se visualiza que para el caso de n = 2 ambas partes real e
imaginaria deben ser nulas.

En esa misma demostracion seleccionando n = 1 y eligiendo A = B, centro
de C'y punto singular de f(z); se obtiene la iméagen de la Figura 1.9. En ella
se visualizan que la parte real debe ser nula y que la parte imaginaria debe ser
271

1.3.3. Caracteristicas y descripciones generales

Como ilustran las imagenes de las demostraciones descritas en la Seccion 1.3.2,
su diseno permite que el usuario tenga cierto grado de interaccién con ellas.
Entre las principales acciones que el usuario puede ejecutar, mencionamos,

» Ingresar en los comandos establecidos el conjugado de la funcion f(z) a
explorar bajo ciertas limitaciones de visualizacion apropiadas,



1.3. DEMOSTRACIONES CON EL ENFOQUE DE POLYA 13

£7 Figiagh
Archive Edta Vists Opcienes HEmamientss Wertans Amuda

< | » vista Grisica

L18= (308 < 0LTH, 3
= {{1.8), (B
0= LR

e

“
=1,{15 + 0.79E Contro de Ly crcunberencis
=146 + .63E Pumio singutar o cero de fiz)

NeERNZ R

o x|

Aber peaidn

1
""j{. c:—:l.ua,—u.rmn-"“ N

et TR

1
Im# e
b Xz = (146 + 0.680)*

| T s xﬂ'ITﬂTT]

T 3 H
A =[1.76 + 0.78) .
] B =6 s A
n=2 i

explorar integrales ¢, dz/(z — B)"

1
ltuf“ 0 H_]]‘d: 0

A=141 Camro de la circuferancia

B=1 & & Punito singular o cero de f{z)

Figura 1.9: Demostracion para explorar integrales ¢, dz/(z — B) ~ 2mi

= Elegir los parametros complejos en f(z), por medio de funciones de arras-

tre,

= Modificar o deformar la curva de integraciéon, por medio de funciones

arrastre,

= Elegir el nimero total de vectores y componentes a visualizar sobre la
curva de integracion por medio de deslizadores, y

= Construir los vectores de Polya de f(z), las areas netas y los valores acu-
mulados de las integrales, punto a punto, sobre la curva de integracion,

por medio de un deslizador.

Con ellas esperamos proponer al usuario un ambiente de aprendizaje diné-
mico e interactivo, con una variedad de funciones de arrastre, deslizamientos y
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cambios, tales que, como afirman Leikin y Grossman (citados en |?]), le ayude
a motivar preguntas de aprendizaje explorativo del tipo; qué sucede si, esto es,
que sucede con el valor de la integral, si el usuario efectia determinado cambio
en alguno de los elementos de la integral que explora.

Presentamos y describimos, principalmente, demostraciones para visua-
lizar integrales de f(z) = Az + B,y f(2) = AZ+ B, con Ay B com-
plejos, sobre segmentos y arcos circulares deformables; integrales de f(z) =
1/(z — z9)",n = 0,%£1,-- sobre circunferencias, cuadrilateros y curvas més
generales deformables, con zy dentro, sobre o fuera del contorno; integrales de
f(z) =sinz/(z—20) y f(2) = 2%/(2 — 29) vy otras funciones, sobre circunferen-
cias y otros contornos cerrados con zy dentro del contorno. Una demostracion
especifica esté elaborada para visualizar la integral f(z) = 1/(2% + z) sobre
circunferencias apropiadas.

Con tales demostraciones, ilustramos la posibilidad de proponer activida-
des de aprendizaje dindmico, que ayuden al usuario a visualizar integrales
complejas y a elaborar ideas primarias e intuitivas sobre algunos resultados y
propiedades importantes de integraciéon compleja.

Esperamos lograr mostrar la posibilidad de construir un conjunto organi-
zado de demostraciones con GeoGebra, segin el enfoque de Polya, que sean de
cierta utilidad efectiva en la ensefianza de integracién compleja a nivel intro-
ductorio.



Capitulo 2

Representacion de Poélya

Revisemos los fundamentos matematicos que permite elaborar interpretacio-
nes geométricas y fisicas, y correspondientes representaciones visuales, de in-
tegrales de funciones complejas sobre curvas y contornos cerrados simples en
términos del campo de Polya.

El campo de Poélya de una funcion compleja f(z) = u(z,y) + w(x,y), se
define como el campo vectorial en el plano complejo donde f(z) esté definida,

W = (u(, y), —v(z, y)) (2.1)

El campo de la Ecuacion (2.1) esta asociado a la funcion conjugada de f(z),

m = U(I7 y) - iU(l‘, y) (22)

En la Figura 2.1(a) se presenta el campo de Polya de una funcion compleja
y una curva orientada C' : z1292324 definida por pedazos, dispuesta en dicho
campo; en la Figura 2.1(b) se muestran solamente los vectores del campo de
Poélya de esa misma funcion sobre la curva orientada C' : z1292324. Estos tltimos
vectores sobre C son de interés central en el contenido de este libro.

Figura 2.1: a) Curva C' en el campo de Polya, b) Vectores de Polya sobre C.

En la Figura 2.2, vemos representaciones de los vectores complejos f(z) =
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u + v, f(2) = u —iv y vectores de Polya W = (u,v) en z = x + iy sobre la
curva orientada C' : 21202324.

4

Figura 2.2: Visualizacion de f(z), f(z) y W en z sobre C.

Segun [?], podriamos decir que el enfoque de interpretar integrales de linea
compleja en términos de campos vectoriales, inici6 cerca de los anos de 1974,
cuando Polya y Latta publicaron su texto de variable compleja [?], en ese
texto, muestran que una integral de una funcién compleja f(z) sobre una
curva orientada suave C,

/C F(2)dz 2.3)

puede interpretarse geométrica y fisicamente, en términos del campo de Polya
de f(z), definido por W = (u(z,y), —v(z,y)) con z = x + iy sobre la curva C.

Mas precisamente, Polya y Latta en [?]|, mostraron que una integral de linea
de una funcién compleja f(z) continua definida a lo largo de una curva orien-
tada, simple y suave C, (extendible a suave por pedazos) puede expresarse en
términos de integrales reales de proyecciones de W sobre los vectores unitarios
tangente T y normal N sobre C, definidas en la variable de longitud de arco.
A estas integrales se les asocia interpretaciones fisicas de trabajo y flujo.!

Supongamos la funcién compleja f(z) = u+iv definida en todos los puntos
z sobre una curva suave orientada simple C' en el plano complejo. La integral
de f(z) sobre C, podemos definirla usando el procedimiento de descomponerla
en sus partes real e imaginaria, asi,

/C F(2)dz = /C (u + ) (dz + idy)

= /C(udx —vdy) + i(udy + vdx) (2.4)

!Es interesante sefialar que estas interpretaciones y representaciones, Polya y Latta, en
su texto [?], las presentan en sentido general, pero no las usan para visualizar integrales
complejas en el tratamiento que presentan de este tema
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De la relacion (2.4) definimos,

/Cf(z)dz = /Cudm —vdy +1 /c udy + vdx (2.5)

En la definicion de (2.5)? expresando udx — vdy y udy + vdz en términos
del producto punto de vectores, tenemos,

/C F(2)dz = /C (1, =) - (da, dy) + i /C (, —v) - (dy, —dz)  (2.6)

En las integrales del lado derecho de (2.5) vemos que aparecen vectores del
campo de Polya, definido en (2.1).

Siendo (dz, dy) vector tangente a C segun la orientacion de ésta, y notando
que,

(dx,dy) - (dy, —dx) =0 (2.7)

—i(dx,idy) = dy — idz (2.8)

de las ecuaciones (2.7) y (2.8) se sigue que (dy, —dz) es el vector normal que se
obtiene al rotar el vector tangente a la curva orientada C, un angulo de —7/2,
como se muestra en la Figura 2.3. Para su visualizacion, pueden emplearse
las reglas: Al desplazarse segin la orientaciéon de C definida por pedazos, la
tangente queda enfrente y la normal a mano derecha.

Figura 2.3: Vectores T y N sobre C orientada y el vector de Polya W

Con estas ultimas observaciones, podemos reescribir (2.6) en términos de
vectores tangente y normal unitarios, y el vector de campo de Pélya.

2Esta definicién puede construirse formalmente, ver, por ejemplo [?, pags. 82-84]. Esta
misma definicién puede extenderse a curvas compuestas por arcos continuamente diferen-
ciables, abiertas o cerradas simples.
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B w0 . (dz, dy) - 5
/C f(2)dz = /C (1, =0) -y

<dy7 —d$> B 2
+ /C<u, —v) - m\/d@" +dy (2.9)

De la que finalmente, obtenemos la representacion de Pélya de integrales de
linea compleja,

/Cf(z)dz:/CW-?ds+i/CW-ﬁds (2.10)

Donde W es un vector de campo de Polya sobre C, ? el vector tangente
unitario, ﬁ el vector normal unitario, y ds el diferencial de longitud de arco,
en cada punto z = x + iy sobre la curva orientada C. Para abreviar, en lo
sucesivo algunas veces le llamaremos simplemente curva C.



Capitulo 3

Interpretaciéon geométrica

3.1. Integral de linea

Primeramente, resaltemos y explicitemos el hecho importante que nos muestra
la ecuacion de Polya (2-10). Esto es, la integral [, f(z)dz puede expresarse en
términos de dos integrales reales que representan su parte real e imaginaria,

/Cf(z)dz _ /CW/-T%H/CW?CZS (3.1)

Parte real Parte imaginaria

La primera integral del lado derecho de (3.1) nos proporciona la parte real
de la integral de linea compleja,

Re [/Cf(z)dz} :/CW-?ds (3.2)

mientras que la segunda integral de lado derecho nos proporciona la parte
imaginaria de dicha integral de linea compleja.

Im [ /C f(z)dz} - /C W - Nds (3.3)

Construyamos representaciones geométricas para visualizar los productos
punto: Ty - N en un punto z sobre la curva C.

Por propiedades del producto punto, sabemos que \TV} . ? es el valor de la

proyeccion del vector de campo sobre el vector unitario T'. Asi también,

es el valor de la proyeccion del vector de campo W sobre el vector
unitario

Recordemos que, dependiendo de los angulos entre W y los vectores uni-
tarios, el valor de la proyeccion es positivo cuando la proyeccion queda en
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el sentido del vector unitario, es negativo cuando la proyeccion queda en el
sentido opuesto, y cero cuando la proyeccion es nula.

En la Figura 3.1 las proyecciones de W sobre los vectores unitarios en los
dos puntos sobre C' : 21292324, se visualizan por medio de segmentos orientados.
Esto es, las longitudes de los segmentos representan los valores absolutos de las
proyecciones y su ubicacion con respecto a la direccion de los vectores unitarios
nos proporciona el signo de la proyeccion.

Figura 3.1: Visualizacién de proyecciones orientadas de W sobre vectores uni-
tarios

En la Fig. 3.1 establecemos las siguientes interpretaciones geométricas en
un punto z sobre la curva C': z1292324.

] W . ?: El segmento correspondiente a la proyecciéon de W sobre ?,
junto a su signo asociado.

] W . ﬁ: El segmento correspondiente a la proyeccion de V_V} sobre ﬁ,
junto a su signo asociado.

Para determinar visualmente los signos de las proyecciones, podemos usar
los criterios mencionados sobre las direcciones de%os vectores unitarios: des-
plazandonos segun la orientacion de la curva, W es positiva cuando el seg-
mento queda enfrente y negativa cuando éste queda atras (regla frente-atrds);
mientras que - N es positiva cuando el segmento queda a mano derecha y
negativa cuando este queda a mano izquierda (regla de la mano derecha). En
tanto que es cero, si la proyeccién es nula.

3.1.1. Parte imaginaria

Construyamos representaciones visuales de la integral del lado derecho de la

Ecuacion 3.3. La expresion, . des = (W - N)ds puede visualizarse aproxi-
madamente en términos de productos de longitudes de segmentos (con signos
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asociados segin la regla de mano derecha) y longitudes de incrementos de arco
As sobre C.

Asi, si construimos mas segmentos correspondientes a las proyecciones nor-
males de los vectores de Polya sobre C' de z; a z4 como las que vemos en la
Figura 3.1, obtenemos la representacion de la Figura 3.2

Figura 3.2: Visualizacion de W - NAs, 3" W -NAs e [, W - Nds.

En la Figura 3.2, si estimamos visualmente los productos W . ﬁAs en ca-
da punto indicado y su suma, podemos tener una idea de W - ﬁAs, y con
esta tener informacion aproximada de [[W - ﬁds. En efecto, desplazandonos
sobre C' de z; a z3, y usando la regla de la mano derecha establecemos que las
proyecciones son positivas, por lo que la suma es positiva. Mientras que de 2z
a z4 sobre C', con la regla de la mano derecha establecemos que, exceptuando
la primera, las proyecciones son negativas, por lo que la suma es negativa. Y
comparando visualmente las longitudes de las proyecciones positivas y negati-
vas y las longitudes de arco de z; a 25 y de 25 a z4; estimamos que la suma
> > W-NAs sobre la curva C' debe ser negativa. Por lo que logramos establecer
que fCW Nds = Im [, f(z)dz < 0.

Por otro lado, haciendo que As tienda a cero, estos incrementos de arco
tienden a ser incrementos de segmentos (si la curva no es lineal). Por lo que
a los productos W . ﬁAs, podemos considerarlos como areas de rectangulos
perpendiculares sobre la curva C', como se ilustra en la Figura 3.3.

La Figura 3.3, es una representacion visual en términos de areas de rec-
tangulos perpendiculares a C' de la suma de Riemann ZW . ﬁAs sobre C,
la cual aproxima a f c W . ﬁds sobre C'. En forma parafraseada, sugerimos la
interpretacion en el plano complejo,

Suma neta de las areas de los rectangulos
/ W . ﬁds = normales a C, formados por las proyecciones (3.4)
¢ : N} y los diferenciales de arco ds sobre C'

-~

En el plano complejo
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Figura 3.3: Visualizacion de ) W - NAs que aproxima a [, W - Nds en el plano
complejo como suma neta de areas de rectangulos

En la Figura 3.3, desplazdndonos sobre la curva siguiendo la orientacion
de z; a z4, y usando la regla de la mano derecha para determinar el signo de
las areas de los rectangulos; podemos visualizar que sobre el segmento de z; 2
la suma de las areas de los rectdngulos es positiva, que sobre el arco circular
212923 la suma de las areas de los rectangulos es negativa, y que la suma neta
de dichas 4reas de z; a z4 es negativa. Asi, estimamos que fc - Nds <0

En general, si disponemos representaciones geométricas, generadas por de-
mostraciones visuales, o podemos construir una imagen mental de dichas re-
presentaciones, mencionada en la Ecuacion 3.4, como la que se muestra en las
Figuras 3.2 y 3.3, de ellas podemos estimar o aproximar la parte imaginaria
de la integral de linea compleja.

Se puede construir una representacion geométrica de la cual podemos vi-
sualizar la integral |, o W - Nds de una manera mas familiar, usando la repre-
sentacion geométrica de la integral definida de una variable real como area
neta bajo una curva. Veamos.

Apoyandonos en la Figura 3.4, transformemos la representacion geométrica
mostrada en el plano complejo de la Figura 3.4 (a), a una equivalente en un
sistema de coordenadas cartesianas de longitud de arco de la Figura 3.4 (b).

Expliquemos y justifiquemos este proceso de transformacién. En el plano
complejo, a cada punto z sobre la curva orientada C': desde z; a z4, le asociamos
el valor real correspondiente a su longitud de arco s > 0 medido desde el punto
inicial de integracion z;. Al punto inicial z; sobre C' le asociamos el origen del
sistema de coordenadas cartesianas de longitud de arco en la Figura 3.4 (b).
Al punto z sobre C' le asociamos el punto (s,0) sobre el semieje real positivo
del sistema de coordenadas. Si L es la longitud de arco de la de la curva C,
al punto z4 sobre C' le asociamos el punto (L, 0) en el sistema de coordenadas.
Bajo este proceso, la curva C se transforma en un segmento horizontal (si no
lo era) sobre el semieje real positivo s con extremo derecho en (0,0) y longitud
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Area de cada Rectangulo :
— =t
(W. N)As

Curva de provecciones :
W. N

“?

Curvade proyecciones :

1 W.N

(b)

Figura 3.4: Visualizacién aproximada de [, W - Nds, (a) Como é&reas netas de
rectangulos en el plano complejo sobre C, (b) Como area neta bajo la curva de
componentes normales el plano de longitud de arco s.

igual a L.

A los rectangulos orientados (su area puede ser positiva, negativa o cero)
sobre C' en la Figura 3.4(a), les asociamos rectangulos verticales con altura
hacia arriba o hacia abajo, segin su orientacién, en el sistema de coordenadas
de la Figura 3.4(b); en los que a sus vértices derechos les asociamos los puntos
(s,0)y (s, W-IN) el sistema de coordenadas de la Figura 3.4 (b). Al incremento
de arco sobre C, le asociamos el incremento lineal sobre el segmento lineal de
longitud de arco, denotado también por ds.

Notemos que bajo esta transformacion el angulo recto que forma los seg-
mentos orientadosW - con la curva C, corresponde al angulo recto que
forman los rectangulos verticales con el eje de longitud de arco s. Es decir,
bajo esta transformacion, los angulos rectos se conservan.

Asi, la integral fc W . ﬁds que visualizamos en términos de area neta en el
plano complejo de la Figura 3.4(a), podemos visualizarla de forma equivalente
en la Figura 3.4(b) como el area neta bajo la curva formada por los puntos

(s, W-N),0<s <L,y que también representa a la integral fOLW . ﬁds en
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el plano cartesiano de longitud de arco.

De este modo, obtenemos la equivalencia de integrales.

/Cw.ms _ /OLw.ms (3.5)

En el plano complejo En el plano de longitud de arco

Si a la curva formada por los puntos (s, W . ﬁ) con 0 < s < L, le llamamos
curva de proyecciones de los vectores de campo de Pélya sobre los vectores
normales a lo largo de la longitud de arco, o simplemente curva de componentes
normales en [0, L], la equivalencia (3.5), nos permite asignar la interpretacion
geomeétrica,

/ W ‘ ﬁds _ ( Area neta bajo la curva de ) (3.6)
C

componentes normales en [0,L]

~

J/

En el sistema de coordenadas de longitud de arco

Finalmente, de (3.3) y (3.6) tenemos la interpretacion en términos de area
neta bajo una curva y correspondiente visualizacion,

I {/ f(z)dz} _ ( Area neta bajo la curva de ) (3.7)
C

componentes normales en [0,L]

J/

Vv
En el sistema de coordenadas de longitud de arco

Por lo que, si disponemos de representaciones geométricas de las areas bajo
la curva de componentes normales en el plano de longitud de arco, mencionada
en (3.7), como se muestra en la Figura 3.4(b), de ella podemos obtener o
inducir cierta informacion acerca de la parte imaginaria de la integral de linea
compleja. Nuestro objetivo es crear demostraciones que desplieguen pantallas
con tales representaciones geométricas.

3.1.2. Parte real

Usemos razonamientos y procedimientos similares a los que empleamos en
la Seccion 3.2.1 para construir representaciones geométricas asociadas a la
parte real de la integral de linea compleja. Recordemos que, Re [fc f(z)dz} =

Jo(W - T)ds.

Ya establecimos que W : ? se visualiza sobre la curva C' como el segmento
correspondiente a la proyeccion orientada del campo de Pdlya sobre el vector
tangente unitarios T como se ilustra en la Figura 3.5 Para leer su orientacion,
aplicamos el principio frente-atrds, esto es, desplazdndonos segiin la orientacion
de C, es positiva si queda enfrente, es negativa si queda atras y cero si es nula.
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Figura 3.5: Proyecciones tangentes de vectores de Polya sobre C'

En la Figura 3.6 se muestran més segmentos que representan proyecciones
de W sobre ? a lo largo de C. En la parte lineal de la curva de z; a 25 los
segmentos tangentes parecen tener orientacion positiva y estan ubicados sobre
el segmento Zz;1z. En la parte de arco circular de 29 a 24, la primera parte de
ellos tiene orientacion positiva y los tultimos tienen orientacion negativa.

Figura 3.6: Visualizacion de W - TAs, 3, W -TAs e [, W - Tds.

La orientacion de los segmentos puede representarse también por medio

de vectores componentes de Polya tangentes (W - T') T como se ilustra en la
Figura 3.7.

En las representaciones de las Figuras 3.6 o 3.7, si estimamos visualmente
los productos (W - T)As sobre C'y los sumamos, podemos, estimar la suma de

Riemann E(W : ?)As sobre ', y aproximar la integral f(W : ?)ds también
sobre C'. En efecto, desplaziandonos sobre C' de z; a zo, establecemos que las
proyecciones son positivas, por lo que la suma es positiva. Mientras que de 2 a
z4 sobre C, la primera gran parte las proyecciones son positivas, por lo que la
suma es positiva. Y comparando visualmente las longitudes de las proyecciones
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(W.T)T (W.T)T

Figura 3.7: Visualizacion de W - TAs, > W -TAs e [, W - Tds.

positivas y negativas, estimamos que la suma Z(W : ?)As sobre C' debe ser
positiva, y por tanto estimamos que [(W - T )ds > 0.

Por lo que si disponemos de demostraciones que nos proporciones repre-
sentaciones como las presentadas en las Figuras 3.6 y 3.7, de éstas podemos
estimar, aproximar o inferir informacion sobre el valor de la parte real de la
integral de linea compleja.

Como lo realizado en la parte imaginaria, otra manera de visualizar la parte
real, se consigue usando areas de rectangulos orientados, asi. A los productos
(W . T)As, podemos considerarlos como areas de rectangulos orientados tan-
gentes a la curva (', como se muestra en la Figura 3.8, donde los incrementos
As los dibujamos perpendiculares a C.

Figura 3.8: Visualizacion de W - T y > W - T sobre C

La Figura 3.8 nos permite visualizar la suma Z(W . ?)As sobre C' en
términos de 4reas de rectangulos orientados. Tomando As pequenos se visua-

liza aproximadamente la integral [(W - ?)ds. Asi tenemos la interpretacion
geométrica,
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Suma neta de las areas de los rectangulos
/ W) . ?ds = tangentes a (', formados por las proyecciones (3.8)
¢ - T y los diferenciales de arco ds sobre C'

S

g

En el plano complejo

Desplazandonos sobre la curva segiin su orientacion y usando la regla frente-
atras para determinar el signo de las areas, podemos explorar o estimar en
algunos casos el valor de [(W - T')ds. En la Figura 3.8 visualizamos que dicha
integral debe ser positiva.

Tomando més rectangulos tangentes, y realizando una transformaciéon si-
milar a la realizada en la Figura 3.4 (a) y (b). La curva C' la transformamos en
un segmento horizontal con longitud igual a la longitud de arco de la curva. Los
rectangulos tangentes los transformamos en rectangulos verticales. Los puntos
(s, W-T)con 0<s <L generan una curva proyecciones de W - T o curva
de componentes tangenciales sobre [0, L], donde L es la longitud de arco de la
curva C. Esto se muestra en la Figuras 3.9 (a) y (b).

Curvade proyeceiones

w. T

Ares de eada rectingulo:
(W.T)as

I4

Curvade provecciones

wW. T

(a) (b)

Figura 3.9: Visualizacion aproximada de [, W - Tds, (a) Como éreas netas de
rectangulos en el plano complejo sobre C, (b) Como area neta bajo la curva de
componentes tangenciales en el plano de longitud de arco s.

Asi, la integral fc W . ?ds que visualizamos aproximadamente en el plano
complejo de la Figura 3.9 (a), también la podemos visualizar aproximadamente
en la Figura 3.9 (b) sobre la longitud de arco. Pero en este nuevo sistema se
visualiza como la suma neta de areas de rectangulos diferenciales con altura

. ? y base ds.

Por lo que obtenemos la equivalencia de integrales,

/Cw.m _ /(fwads (3.9)

En el plano complejo En el plano de longitud de arco
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Equivalencia que nos permite asignar la interpretaciéon geométrica,

/ W . ?ds _ ( Area neta bajo la curva de ) (3.10)
C

componentes tangenciales en [0,L]

g

En el sistema de coordenadas de longitud de arco

Finalmente, de (3.2) y (3.10) tenemos la interpretacion en términos de area
neta bajo una curva y correspondiente visualizacion,

Re {/ f(z)dz} _ ( Area neta bajo la curva de ) (3.11)
C

componentes normales en [0,L]

J/

Vv
En el sistema de coordenadas de longitud de arco

Por lo que, si disponemos de representaciones geométricas de las areas bajo
la curva de componentes normales en el plano de longitud de arco, mencionada
en (3.11), como se muestra en la Figura 3.9(b), de ella podemos obtener o in-
ducir cierta informacion acerca de la parte real de la integral de linea compleja.
Nuestro objetivo es crear demostraciones que desplieguen pantallas con tales
representaciones geométricas.

3.1.3. Partes real e imaginaria

Las visualizaciones aisladas de las partes real e imaginaria de fc f(2)dz en
su representacion de segmentos asociados a proyecciones tangentes y normales
del campo de Polya de f(z) que se presentan en las Figuras 3.6 y 3.2 en el
plano complejo, podemos visualizarlas de forma conjunta como se ilustra en la
Figura 3.10. Las componentes tangentes aparencen en rojo y las componentes
normales en azul. Notemos que las proyecciones tangentes sobre el segmento
2129 quedan sobre el mismo segmento y apuntando al frente.

1
é:\\\ Proyecciones tangentes: Rojo

RN i .
e Proyecciones normales: Azul

o 1 2 3 4 a

Figura 3.10: Visualizacion conjunta de Re [ [, f(2)dz] e Im [, f(2)dz].
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De acuerdo a lo venimos discutiendo, usando la regla frente-atras para la
parte real, y la regla de mano derecha para la parte imaginaria en la Figura
3.10 podemos imaginar y formar rectangulos orientados tangentes y normales
a la curva C' en el plano complejo y visualizar las interpretaciones geométricas
que exponen las Ecuaciones (3.12) y (3.13) que siguen.

f(2)dz = | W-Tds+i [ W-Nds (3.12)
frem = | /

En el plano complejo

Suma neta de las areas de los rectangulos
/ f(z)dz = tangentes a C formados por las proyecciones (3,13)
¢ : ? y los diferenciales ds sobre C'

Suma neta de las areas de los rectangulos
4 ¢ | normales a C formados por las proyecciones

W : ﬁ y los diferenciales ds sobre C'

-~

En el plano complejo

Asi, usando las representaciones, de la Figura 3.10 inferimos que la parte
real debe ser positiva y la parte imaginaria debe ser negativa de la integral de
linea compleja que alli se representa.

Las representaciones de la Figura 3.10, podemos transformarlas y visuali-
zarlas en sus representaciones de parte real e imaginaria en el plano cartesiano
de longitud de arco, como se ilustran en las Figura 3.11(a) y (b).

L ! 'y "y
H"[f fiz .J.;] _fj' [\r‘-:-T-}l-f.- Im [jr( f:lr!-_| f I:.\\ N ) ds
“ ! Curva de provecciones

/ “:- _\j-uh['!'1'| segmento ) 2

Cur \';l|||']:}1|_\1~|'|"l||]||"- :

W - Tsobre el segmento 3.

M,

. 8
('lllL;uh'[rln_l.'r-cl'lnlll-.-» B /{

W - T'sobre el arco cireular. W - N sobire el arco circular.

0

Curva de provecciones :

(a) (b)

Figura 3.11: Visualizacion de (a) Re [ [, f(2)dz], y (b) Im [ [, f(2)dz], en los planos
de longitud de arco.

Las Figuras 3.11(a) y (b) son representaciones de (3.14) y (3.15), siguientes.
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/C (e = /jwmﬂ /jwms (3.14)

En los sistemas de coordenadas de longitud de arco

Area neta bajo la curva de
/ f(2)dz = | componentes tangenciales de (3.15)
¢ Poélya en el intervalo [0, L]

Area neta bajo la curva de
4+ ¢ | componetes normales de
Polya en el intervalo [0, L]

-~

En los sistemas de longitud de arco

Con las represetanciones en los sistemas de longitud de arco de la Figura
3.11, observamos inmediatamente de un "solo vistazo" que la parte real de la
integral de linea compleja alli representada debe ser positiva, y que la parte
imaginaria debe ser negativa.

Mas adelante, usando demostraciones que generen curvas de componentes
tangenciales y normales del campo de Poélya sobre la longitud de arco, ilustra-
mos como explorar —inmediata y facilmente— valores y algunas propiedades de
integrales de linea y contorno cerrado complejas.

3.2. Integrales de contorno cerrado

Las formulas y representaciones visuales establecidas sobre integrales de linea
compleja, las extendemos a integrales de contorno cerrado complejas,

fcf(z)dz _ fcw-?ds%—i]{cw-ﬁds (3.16)

En el plano complejo

donde C' es un contorno cerrado con orientaciéon positiva.

En la Figura 3.12 visualizamos la representacion de (3.16) con punto inicial
y final A. Las componentes tangenciales W - T estan pintadas en rojo y las
componentes normales - N en azul.

Para establecer el signo del segmento tangente asociado a W) . ? usamos el
mismo criterio descrito para integrales de linea; mientras que, para establecer
el signo del segmento normal asociado - IN usamos el criterio, es positivo
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s

Figura 3.12: Visualizacion de Re [§,, f(z)dz] e Im [o [, f(2)dz] en el plano complejo

si el segmento normal apunta hacia afuera del contorno cerrado, y negativo
cuando apunta hacia adentro.

Como se viene discutiendo, imaginando construir rectangulos tangentes y
normales a C, tenemos la interpretacién geométrica,

Suma neta de las areas de los rectangulos
]{ f(x)dz = tangentes a C' formados por las proyecciones (3.17)
¢ . ? y los diferenciales ds sobre C'

Suma neta de las areas de los rectangulos
4+ ¢ | normales a C formados por las proyecciones
W : ﬁ y los diferenciales ds sobre C'

~~

En el plano complejo

Las representaciones geométricas correspondientes a las partes real e ima-
ginaria en los planos de longitud de arco, asociadas a la representacién en
el plano complejo de la Figura 3.12; se muestran en las Figuras 3.13 y 3.14,
respectivamente.

(‘I]]"\.'?I lil‘ ]]]'(}_‘\'E‘('{'i!!fl['!‘i

| W "f sobre (.

ETRE )i
\ i
\

L4

Figura 3.13: Visualizacion de Re [§,, f(2)dz] = fOL (W -T)ds en el plano de longitud
de arco

De manera conjunta las Figuras 3.13 y 3.14 ilustran la interpretaciéon de
(3.18), siguiente.
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Curvade proyecciones

W - N sobre C.

Figura 3.14: Visualizacion de Im [§, f(z)dz]| = fOL(W - N)ds en el plano complejo
de longitud de arco

Area neta bajo la curva de
% f(2)dz = | componentes tangenciales de (3.18)
¢ Polya en el intervalo [0, L]

Area neta bajo la curva de
+1 componetes normales de
Polya en el intervalo [0, L]

~~

FEn los sistemas de longitud de arco

Més adelante, por medio de demostraciones desarrolladas en el ambiente
de geometria dindmica del GeoGebra, mostramos como aprovechar algunas
ventajas de las representaciones geométricas presentadas, tanto en el plano
complejo como el plano cartesiano de longitud de arco, para explorar algunas
integrales complejas de contorno cerrado, o para explorar algunas propiedades
importantes de integraciéon compleja.



Capitulo 4

Interpretacion fisica

Supongamos que el campo de Polya W de f(z) representa un campo de ve-
locidad de un fluido en el plano complejo. Consideremos la curva cerrada C
inmersa en cierto campo de Poélya, como se ilustra en la Figura 4.1

A

Y
4—4”

7

@?g\\ ‘
W

'
(5]

Figura 4.1: Vectores de W vistos como un campo de velocidad y una circunferencia
dispuesta en dicho campo.

Ahora, consideremos solamente los vectores de W que se ubican sobre C,
como se ilustra en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Vectores de W ubicados sobre C.

Podemos asociar interpretaciones fisicas a las partes real e imaginaria de
las integrales linea y contorno cerrado (con orientacion positiva) a la relacion
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de integrales propuesta por P(%a en el plano complejo que desarroyamos en
el Capitulo 3, ¢ f(z)dz = §, W - Tds +i ¢, W - Nds,

Como se muestra en la Figura 4.3, los vectores (V_V}?)? (en linea continu%
representan las componentes tangentes a la curva del campo de velocidades
(en linea punteada), de modo que la integral - T'ds se interpreta como el
flujo tangencial neto del campo de Pélya sobre la curva, o la cantidad de fluido
neto que circula a lo largo de la curva.

Figura 4.3: Flujo tangencial neto que circula sobre C.

Mientras que, como vemos en la Figura 4.4, los vectores (W . ﬁ)ﬁ (en
linea Contim%; representan las componentes normales a la curva del campo de
velocidades (vectores punteados), por lo que la integral W}-ﬁds representa
el flujo normal neto del campo de Pélya a la curva o la cantidad de fluido neto
que atraviesa a la curva.

Figura 4.4: Flujo normal neto del campo de Poélya que cruza a C.

Asi, es comin asociar a una integral de linea o una integral de contorno
cerrado compleja, las siguientes interpretaciones fisicas en el plano complejo

1?1y [7]-

7{ F(2)de = (FIUJO neto del campo de Pélya que) (4.1)
C

circula a largo del contorno cerrado

ny Flujo neto del campo de Pélya que
que cruza el contorno cerrado

-~

En el plano complejo

J/
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En términos de integrales de flujo, tenemos la ecuacion 4.2.

j{ f(2)dz = <Integral del flujo de) (4.2)
C

Poélya tangencial

. [ Integral del flujo de
+ 1 .
Poélya normal

~~

(.

En el plano complejo

Finalmente, relacionando las interpretaciones fisicas con las representacio-
nes geométricas de las integrales de Poélya, obtenemos sus correspondientes
interpretaciones en términos de &reas netas bajo las curvas de flujo que circula
sobre el contorno y bajo la curva de flujo que atraviesa el contorno. Dichas
areas netas se calculan integrando sobre la longitud de arco de la curva en el
plano cartesiano de longitud de arco.

Area neta bajo la curva del
]{ f(z)dz = flujo de Polya tangencial (4.3)
¢ en el intervalo [0, L]
Area neta bajo la curva del

+1 flujo de Polya normal
en el intervalo [0, L]

-~

En los sistemas de longitud de arco

Similares interpretaciones fisicas se pueden asociar a las partes real e ima-
ginaria para el caso de integrales de linea.

En el Capitulo 6 veremos demostraciones en las que ilustramos el uso de
estas interpretaciones fisicas para explorar de integrales de linea y contorno
cerrado complejas.
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Capitulo 5

(zeneralidades de las
demostraciones

Ya desde los afios cercanos a 1987, Branden [?], y en afios méas recientes
Needham |?, pag. 483|, decian que las técnicas de computacion grafica podian
usarse para ayudar a los estudiantes para visualizar y estimar integrales de
linea complejas a través de sus interpretaciones geométricas de campos de
Polya.

En anos més recientes, aparecen publicaciones de trabajos sobre visualiza-
ciones de dichas interpretaciones usando distintos softwares matematicos con
ambientes dinamicos e interactivos, desarrollados en Mathematica |?] y, ela-
borado en Cabri II Plus [?]|. Cada uno de ellos con sus intenciones didacticas
especificas, ventajas y limitaciones.

Las herramientas de construccion geométrica que ofrece, el procesamien-
to aritmético y algebraico con complejos que permite, las posibilidades de
representacion grafica que permite elaborar, y su ambiente dindmico e interac-
tivo que ofrece Geogebra; constituyen algunos elementos basicos que han sido
aprovechados por varios autores para elaborar demostraciones o aplicaciones
visuales sobre diversas representaciones geométricas de integrales de linea com-
plejas.

En los capitulos siguientes presentamos un conjunto de demostraciones ela-
boradas en Geogebra, intencionadas para visualizar interpretaciones geométri-
cas de integrales de linea y contorno cerrado complejas en términos de campos
de Polya. Con fines didacticos elaboramos dos grupos de demostraciones.

= En las demostraciones del grupo I se visualizan integrales de linea y
contorno cerrado, muy especificas, usando sus campos de Poélya en el
plano complejo, y

= Las demostraciones del grupo II, operan en dos vistas graficas. En la
Vista 1, se visualizan los vectores de Polya y sus componentes tangencial
y normal sobre la curva de integraciéon en el plano complejo. Trabajando
simultaneamente con la Vista 1, en la Vista 2, las areas netas bajo las



38 CAPITULO 5. GENERALIDADES DE LAS DEMOSTRACIONES

curvas de componentes tangencial y normales se usan para visualizar las
partes real e imaginaria, como anteriormente explicamos. También mues-
tran los valores aproximadas de las partes real e imaginaria obtenidas de
las areas netas como sumas de Riemann a partir de procesamientos geo-
métricos y aritméticos del Geogebra.

Los procesamientos geométricos y aritméticos en las demostraciones se ela-
boraron seleccionando cierta discretizacion numeérica, proceso finito de cons-
truccion geométrica, y bajo las limitaciones de redondeo de decimales que
maneja el Geogebra. Como veremos mas adelante, su uso adecuado depende de
la imagen apropiada que se pueda generar en las vistas graficas del Geogebra.
Logramos su control, generalmente, ajustando los valores de las variables de
entrada y/o limitando las regiones de deslizamientos de algunos pardmetros.
Esto es un problema general que se tiene en visualizacion grafica [?], ellas
involucran una técnica muy sutil en cuando a la selecciéon apropiada de las va-
riables de entrada y variables de salida para obtener una representacion gréafica
apropiada. Situacion que es fuente de posibles interpretaciones incorrectas de
lo que se visualiza en pantalla.

En cuanto a motivaciones pedagobgicas, ellas proporcionan al usuario un am-
biente de arrastre dindAmico de objetos geométricos alli presentes brindandole
cierto grado de participacion interactiva reflexiva. Por medio de tales caracte-
risticas de participativa activa, esperamos, proporcionar al usuario actividades
de exploracion, estimacion, generacion de conjeturas y de justificacion sobre
integracion compleja, actividades que podrian favorecer el aprendizaje inicial
y elemental de la teoria de integraciéon en variable compleja.



Capitulo 6

Demostraciones en el plano
complejo

Iniciamos con demostraciones elaboradas para visualizar integrales de algunas
funciones en su representacién del plano complejo. Su presentacion inicial y
selectiva la consideramos pertinente, principalmente, si se opta por una se-
cuencia de ensenanza basado en el enfoque de campos de Polya. Veamos tres
de ellas.

6.1. Dem. de integrales de linea

La Figura 6.1 muestra una pantalla de un caso particular de la demostracién
creada para visualizar campos de Poélya construida sobre una rejilla rectangu-
lar.

Figura 6.1: Campo de Pélya de f(z) = (0.3+0.3i)2+(0.8 + 0.8i).

Variando las partes real e imaginaria de los parametros A = a + b y
B = ¢+ id por medio de los deslizadores, se exploran campos de funciones
lineales. Por ejemplo, para A = 0y B = —0.5+i0.4, la Figura 6.2 muestra el
campo de Polya constante de f(z)= —0.5+0.4¢ (funcion analitica).

Trazando trayectorias apropiadas en dicho campo, visualizamos los signos o
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Figura 6.2: Campo de Pélya de f(z) = —0.5 + 0.4i.

nulidad de las partes real e imaginaria de integrales de algunas funciones sobre
dichas trayectorias. Por ejemplo, la Figura 6.3 muestra el campo de Polya de la
funcion constante f(z) = —0.5 +0.44, y la trayectoria con orientacién positiva
C compuesta por la uniéon de los segmentos PQ QR y RS, perpendiculares y
tangentes al campo.

VOO e e

)99 9
K X S
KR AKX

KWK XN
XA

Voo e s
XN
AN

Figura 6.3: Visualizacion de [(—0.5+0.4i)dz,C : PQ U QR U RS.

Exploremos la integral [ (—0.5+0.4i)dz. Usando los criterios sobre sig-
nos de las componentes tangentes y normales del campo de Polya sobre las
trayectorias (o bien criterios de flujo tangente o normal), podemos visualiza-
mos que su parte real debe ser positiva y su parte imaginaria debe ser ne-
gativa. Visualizamos que valor de integral se puede obtener de la expresion
£ ()I[d(Q, R) +i(d(R, S) — d(P,Q)].

Por otra parte, si invertimos la orientacion de C', es decir, ahora con —C"
SR U RQ U QR, determinamos que el signo del valor de la integral cambia,
de este modo visualizamos la propiedad elemental, [, f(z)dz = — [ f(z)d=z

La Figura 6.4 muestra el campo de Poélya de la funciéon no analitica en
ningtn punto del plano, f(z) = 0.4Z (esto es el campo ordinario de f(z) = 0.4z)
y dos trayectorias diferentes, en rojo y en azul, desde z = —0.5—0.5i a z =
0.5+0.5¢.

Estimemos la integral de linea, f00.4§dz sobre tales trayectorias. Sobre la
azul, su parte real es cero, y su parte imaginaria es negativa. Sobre la roja, su
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Figura 6.4: Visualizacién de fC:PQROAEdZ? Jo.pgr0-47zdz

parte real es cero, y su parte imaginaria es positiva. Vemos asi que la integral
de f(z) =0.4zdz a lo largo de dos trayectorias diferentes, nos da dos resultados
diferentes. En este caso, la integracion depende de la trayectoria.

Si consideramos la integral de contorno cerrado, fo = 0.4zZdz con C el
perimetro del cuadrado con orientaciéon positiva, vemos que su parte real es
cero y su parte imaginaria positiva.

Ahora, consideremos el campo de Polya de la funcion entera f(z) = 0.4iz
y las dos trayectorias azul y roja mostradas en la Figura 6.5.

Figura 6.5: Visualizacion de [, poz0-42dz, [, pgp0-4zdz

La integral de linea, fo 0.4 1zdz sobre cada una de las trayectorias parece
ser nula. En este caso vemos que el valor de la integral es igual para ambas
trayectorias.

Ademas, si consideramos la integral de contorno cerrado j;c 0.4 22zdz con C
el perimetro del cuadrado con orientacion positiva, vemos que su parte real y
su parte imaginaria deben ser cero. O también, viendo el flujo neto de Polya
que cruza el cuadrado, determinamos que esta integral debe ser cero.

Deformando el cuadrado en otro rotado, y mas grande como se muestra en
la Figura 6.6. Vemos que la integral fo 0.4 izdz calculada sobre cualquiera de
las dos trayectorias de P a R es cero. Asi, también determinamos que j;c 0.4
1zdz = 0 con C' el perimetro del cuadrado.
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Figura 6.6: Visualizacién de szPQRO.élzdz, Jo.pgrp0-4zdz

Notemos que las visualizaciones con éstas demostraciones nos dan la posibi-
lidad de motivar discusiones iniciales sobre independencia de la trayectoria, el
teorema de Cauchy-Goursat'y deformacion de contorno. Esto puede realizarse
desde etapas tempranas de ensenianza de integraciéon compleja elemental.

6.2. Dem. de integrales de contorno cartesianas

Visualicemos integrales de la forma § dz/z",n = 0,4£1,42,---, con C el pe-
rimetro de un cuadrado con orientaciéon positiva. El usuario puede elegir el
valor de n y construir o transformar los cuadrados. Las Figuras 6.7. 6.8 y 6.9
muestran para los casos en los que n = 0,n =1 y n = 2 respectivamente.

T

SN
N2
v

Figura 6.7: Visualizacion de ¢, dz/2",n = 0.

En la Figura 6.7, para n = 0, el flujo del campo de Poélya que entra es igual
al que sale del perimetro de cualquier cuadrado, por lo que 560 dz/z",n = 0.

En la Figura 6.8, para n = 1, con C' el perimetro de cualquier cuadrado con
centro en el origen, las componentes de los vectores tangentes sobre los lados
del cuadrado se cancelan por lo que la parte real es cero, y las componentes
normales son siempre positivas por lo que su parte imaginaria es positival.

En la Figura 6.9 para n = 2, con C el perimetro de cualquier cuadrado
con vértices sobre los ejes coordenados, visualizamos que el flujo del campo de

1Si C es el perimetro de un cuadrado horizontal con centro en el origen, de lados 2a,
dejamos al lector interesado mostrar la identidad §, dz/z = —8i j;) adz/(x? + a?) = 2mi.
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Figura 6.9: Visualizacion de §,dz/z",n = 2.

Polya que entra se aprecia que es igual al que sale del perimetro del cuadrado
por lo que ¢, dz/z* = 0.

Observemos una caracteristica especial de los campos de Polya de f(z) =
1/z", para los casos particulares de n = 0,1, y 2. Desplazdndose sobre el
perimetro de cuadrados en sentido positivo antes descritos (ver Figs. 6.7, 6.8
y 6.9). Para n = 0, los vectores son paralelos e iguales, no giran. Para n =
1, los vectores giran una vuelta completa en sentido positivo. Y para n =
2 los vectores giran dos vueltas completas en sentido positivo. Estos hechos
geométricos ayudan a explicar y justificas los valores de las integrales sobre
los perimetros de los citados cuadrados. Mas adelante, discutiremos para otros
valores de n.

Se pueden obtener visualizaciones para valores enteros de n distintos a 0, 1
y 2, pero para estos casos los vectores de sus campos de Polya se entrecruzan,
dificultando su correcta visualizacion. En estos casos es tutil apoyarse como
complemento de sus campos normalizados. Situacion que no la discutiremos.

En general, con las Demostracién de las Secciones 6.1 y 6.2, podemos vi-
sualizar campos de Pélya o sus campos normalizados, en rejillas rectangulares,
de funciones complejas consideradas como familias de funciones complejas, y
sobre ellas, explorar integrales de linea o contorno cerrado especificas.
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6.3. Dem. de integrales de contorno-polares

Esta demostracion esta elaborada para visualizar la familia de integrales ¢ dz/(z—
2p)" conn=0,£1,£2--- y C: |z — z| = r sobre rejillas circulares.

El usuario puede interactuar con ella por medio de las siguientes acciones
(no necesariamente en el orden que aparecen),

seleccionar la funcion eligiendo los valores de n =0, £1,£2-- -,

desplazar el punto zg,

variar el radio de la circunferencia y

seleccionar visualizar el campo ordinario de Polya o su campo normali-
zado.

En las Figuras de 6.10 — 6.14, se muestran respectivamente, los campos
ordinarios y normalizados de Pélya de las funciones f(z) = 1/(z—2y)", conn =
—1,0,1,2 y 3; sobre circunferencias centradas en un z, particular. Para otros
valores de zy y otras circunferencias se generan visualizaciones con patrones
geométricos similares.

N
- 7_._/_?

///

Figura 6.10: Visualizacion de ¢, dz/(z — z0)~' = 0,C : |z — %] = r, (a) Campo
ordinario de Polya (b) Campo normalizado de Pdlya.

Figura 6.11: Visualizacion de ¢, dz/(z—20)° = 0,C : |z — z| = r, Campo ordinario
y normalizado de Polya de f(z).
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N\

Figura 6.12: Visualizacion de §,dz/(z — z0)' = 27i,C : |z — z| = r, (a) Campo
ordinario de Poélya (b) Campo normalizado de Pdlya.

Figura 6.13: Visualizacion de §,dz/(z — 29)> = 0,C : |z — 29| = r, (a) Campo
ordinario de Poélya (b) Campo normalizado de Pdlya.

Dado que las rejillas circulares y las circunferencias estan centradas en zp,
podemos visualizar la magnitud y la variacion de la direccion de los vectores
de Polya sobre las circunferencias.

Senalemos algunas caracteristicas en relacion a la magnitud y direccién de
los vectores de Polya sobre las circunferencias las cuales nos ayudan a visualizar
cada una de las integrales.

Se observa qué para cualquier n y cualquier circunferencia, los vectores so-
bre ella tienen magnitud contante. Debido a esta caracteristica de su magnitud
constante, para visualizar los flujos tangenciales y normales a las circunferen-
cias, o el flujo neto que sale de las mismas, y con ello el valor de la integral;
nos apoyaremos de la variacién de las direcciones de los vectores sobre las
circunferencias en los campos normalizados.

En los campos normalizados, desplazandonos sobre la circunferencia una
vuelta completa en sentido positivo, los vectores, en general, rotan. De modo
que, si trasladamos paralelamente y ubicamos la cola de dichos vectores en zj,
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Figura 6.14: Visualizacion de §,dz/(z — 20)> = 0,C : |z — 29| = r, (a) Campo
ordinario de Polya (b) Campo normalizado de Pélya.

para una rotacion positiva sobre la circunferencia, estos vectores giran respecto
a zp un nimero entero de vueltas; en sentido negativo, no rotan o rotan en
sentido positivo segiin el valor de n.

En el Cuadro 6.1 se resume la relacion entre, el valor de n de cada funcion,
el nimero de rotaciones y sentido de rotacion de los vectores de Pdlya, y valor
de la integral asociado sobre la circunferencia centrada en z.

n Funcién No. de rotaciones completas | ¢ f(z)dz
-1 f(z)=2z— 2z 1, en sentido negativo 0

0 flz)=1 0 rotaciones, (no rotan) 0

1] f(z2)=1/(z = 2) 1, en sentido positivo 2mi

2 | f(z) =1/(z — 2)* 2, en sentido positivo 0

31 f(z)=1/(z—2)° 3, en sentido positivo 0

Cuadro 6.1: Rotaciones de los vectores de Poélya y valor de la integral

Explorando con otros valores de n en esta demostracion, y del Cuadro 6.1,
inducimos, que para n < 0 los vectores rotan n vueltas completas en sentido
negativo, para n = 0 no rotan, y para n > 0 rotan n vueltas completas en
sentido positivo.

De las observaciones sobre magnitud constante y la disposicién geométrica
rotativa respecto a zy de los vectores de Poélya sobre las circunferencias, de-
terminamos que el flujo que sale se cancela con el flujo que entra en cualquier
circunferencia si n # 1. En estos casos el flujo neto es cero (situacion que se
puede visualizar, también por simple inspeccion). Por lo que para estos valores
de n la integral de contorno cerrado es cero.

Si n = 1, en una vuelta completa en sentido positivo sobre las circun-
ferencias, los vectores rotan una vuelta completa, por lo que los vectores se
mantienen perpendiculares hacia afuera de las circunferencias y con magni-
tud constante. Las componentes tangenciales son nulas. La magnitud de las
componentes normales es igual a la magnitud de lo vectores de Pélya. El ra-
dio de la circunferencia es r = |z — 2|, las componentes normales tienen
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magnitud|f(2)| = 1/|(z — 2z0)| = 1/r. De esto se sigue que el flujo normal de
Polya que sale de la circunferencia es (1/r) x (27r) = 27. Por lo que para
n = 1 la integral de contorno cerrado debe ser 27i.

Las anteriores experiencias y conclusiones logradas, nos inducen a formular
las conocidas formulas de integrales de contorno,

dz
§ - e 6.1)

S1

y también, como en vimos en las exploraciones discutidas en las Secciones
. . rmiten ir construyen intuitiv. inform un
6.1 y 6.2, permite construyendo bases intuitivas e informales de algunas

propiedades y teoremas de integrales de contorno.
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Capitulo 7

Demostraciones con areas netas

Para visualizar integrales complejas més generales, y que ademés nos permita
visualizar su parte real e imaginaria de una manera menos costosa y mas
inmediata; hemos desarrollado demostraciones que muestran simultaneamente
sus representaciones geométricas en el plano complejo y en plano de longitud
de arco en dos vistas graficas del Geogebra. En la Vista 1 se visualizan los
vectores de Polya, sus componentes tangenciales y normales sobre la curva de
integracion. En la Vista 2 se visualizan las curvas de componentes tangencial
(flujo tangencial) y normal (flujo normal), como ya dijimos, las areas netas bajo
ellas representan, respectivamente, la parte real e imaginaria de la integral.
Ademas, muestran los valores numéricos aproximados de dichas areas netas
calculadas como sumas de Riemann, es decir, los valores aproximados de las
partes real e imaginaria de la integral. La intencion didactica es que el usuario
use las distintas representaciones geométricas y numéricas de las integrales
como complementarias y de apoyo entre ellas.

7.1. Dem. de integrales de linea

Esta demostracion, esta desarrollada para explorar integrarles de linea ) o f(z)dz
con C formada por un segmento y un arco circular, donde f(z) puede ser ana-
litica o no sobre C. Una pantalla se muestra en la Figura 7.1.

En la Vista 1, visualizamos representaciones en el plano complejo de las
componentes tangenciales en rojo y componentes normales en azul. En la Vis-
ta 2 visualizamos las representaciones en los planos cartesianos de longitud
de arco, la curva de componentes tangencial en rojo y la curva de componen-
tes normal en azul. Asi también presenta los valores numéricos de las sumas
de Riemann aproximados de las partes real e imaginaria, con un redondeo
seleccionado de cifras decimales que proporciona GeoGebra.

En esta Demostracion el usuario puede,

= ingresar en la linea de comandos establecidos el conjugado de la funcién
f(2) a explorar bajo ciertas limitaciones de visualizacién apropiadas.
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Figura 7.1: Pantalla tipica de la Dem. Secc. 7.1.

= elegir los parametros complejos A y/o E en f(z), arrastrando los puntos
Ay FE en el plano complejo.

» modificar el segmento y/o el arco, arrastrando los puntos 21, 22, 23 y/0
Z4.

= elegir el nimero total de vectores y rectangulos a visualizar sobre el
segmento y arco con el deslizador m, entero positivo.

= construir los vectores sobre C, las areas netas y los valores acumulados
de las integrales sobre el segmento y/o arco ejecutando arrastres en los
deslizadores ny y/o ng, donde 0 <ny <my 0<ny <m.

Hacemos notar algunas limitaciones. Se requiere que |f(z)| y la longitud de la
curva C' tomen valores apropiados a fin de que las representaciones no queden
demasiado fuera de las ventanas de las vistas graficas o demasiado pequenas
y que no se entrecrucen. Esto se logra eligiendo valores apropiados de los
parametros Ay E en f(z), y los puntos extremos de la curva.

Iniciemos explicando algunas caracteristicas del proceso de construccion
interactiva de las representaciones de integrales con esta demostracion. Al des-
lizar n; v no, la demostracion va generando las representaciones geométricas y
proporcionando el valor numérico de dichas areas netas, y con ello los valores
de las partes real e imaginaria de la integral.

Veamos algunas pantallas del proceso constructivo para visualizar la inte-
gral fC(O.OB —0.38i)z 4+ 0,42 — 0,35i dz, con C formado por el segmento de z
a 29 y el arco circular de z9 a z4, con m = 16.

En la Figura 7.2 se muestra cuando el deslizador n; esta en el punto 12 de
los 16 puntos en total, y ny estd en el punto 0 también de los 16 puntos en
total.
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& H.-[. [:[J,[):i 080z 1042 [J,}}.'.[] dz =054
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mf [:[L[l:i 080z L 042 [1.:;3@ dz = 1.13

i
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4 i 8

Figura 7.2: Representacion parcial de [,(0.03 — 0.38i)z + 0,42 — 0,35i dz.

Con n; = 16 y ny = 8, se obtienen las representaciones de la integral sobre
el segmento de z; a z y el arco circular de z a 23 que muestra la Figura 7.3.

(0.03 — 0381}z + 042 — [).ii-')i] dz = 1.58

n[[[
‘ . I
4

mf [:[um 0380z +0.42 — [l,l\.’ni] dz = 3.88

Figura 7.3: Representacion parcial de [(0.03 — 0.38i)z + 0,42 — 0,35i dz.

Finalmente, la Figura 7.4 muestra una pantalla del proceso de integracion
concluido sobre C' completa. Como lo indicamos las representaciones de la
integral se construyen ejecutando arrastres en la pantalla. La demostracion
va proporcionando punto a punto, las representaciones y valores numéricos
parciales y total de la integral de linea a explorar.

Ahora, veamos algunas exploraciones que podemos realizar con esta demos-
tracion. Para esta misma integral [(0.03 — 0.38i)z + 0,42 — 0,351 dz, f(z) no
analitica en ningtn punto del plano. Mantengamos los puntos extremos de C
fijos y deformemos la curva C' arrastrando 2o 0 23 hacia distintas ubicaciones,
(siempre que no se obtengan representaciones inapropiadas) vemos que el va-
lor de la integral cambia. Por ejemplo, ubicando z; en la posicién indicada en
la Figura 7.5, vemos que el valor de la parte imaginaria no es igual al valor
obtenido en la Figura 7.4.
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. P nnﬁ [-\n,m 03802 ¢ P dz = 4.53

: . I,

mf [{[J.[m C0aRE 042 - [J.}L’.i} ds =417
A

Figura 7.4: Representacion completa de [(0.03 —0.38:)z + 0,42 — 0,35i dz.

Figura 7.5: Representacion completa de fC(O.O?) —0.38i)z 4+ 0,42 — 0,357 dz.

Mientras que si exploremos la integral de f(z) = Acos(z), sobre C. En
este caso f(z) es entera. Manteniendo fijos los puntos extremos y deslizando
y ubicando 25 y/o z3 hacia otras posiciones, por ejemplo, como las que se
muestran en las Figuras 7.6 y 7.7. En ellas observamos que ante la deformacion
de C, las curvas de componentes tangente y normal cambian, pero el drea neta
bajo cada una de ellas se mantiene constante. El valor de la integral de la
funcion entera f(z) = Acos(z), parece que no depende de la trayectoria C.
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Figura 7.6: Visualizacion de [, cos(z)dz.
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Figura 7.7: Visualizacion de [, cos(z)dz.

Con exploraciones como las expuestas en las Figuras 7.4, 7.5, 7.6 y 7.7;
ingresando funciones analiticas o no analiticas en el comando correspondien-
te de esta demostracion, podemos explorar e ilustrar la relacion entre de la
inpendencia de la trayectoria de la integral y analiticidad.

Realizando ciertas modificaciones en esta Demostracion , podemos adaptar-
la para explorar, casos particulares de la definicion de la funcién logaritmica,
Logz = flz d¢/€ = Ln|z| + Arg(z), donde C' es el segmento que une los puntos
1 y z. Esta trayecoria se puede deformar en la uniéon del segmento de z; = 1
a zo = r > 1 sobre el eje real y el arco circular centrado en el origen de z; a
z. Las Figuras 7.8 y 7.9 ilustran para el caso Ln(3 — 2¢). Nuevamente se ilus-
tra la independencia de la trayectoria de la integral de linea para una funcién
analitica en cierto dominio.

Las exploraciones anteriores con esta Demostracion, nos ilustran la posibi-
lidad de la puesta en acciéon de actividades de ensenanza en ambiente dinadmico
e interactivo que favorecen, la exploraciéon visual de algunas propiedades de in-
tegracion compleja; tales como, independencia de la trayectoria y analiticidad,
discusiones sobre el teorema de Cauchy-Goursat, y establecimiento de condi-
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Figura 7.9: Representacion completa de Logz = ff d¢/€, C: segmento de 1 a 29 y
arco de z9 a z4

ciones de aplicaciéon y verificacion del teorema fundamental del calculo en su
forma compleja.

7.2. Dem. de integrales de contorno I

Esta demostracion se ha creado principalmente, para explorar las resultados
concretos de integrales de contorno cerrado, expuestas en las Ecuaciones (7.1)
y (7.2) siguientes.

2wt si n=1,con Bdentro de C

]{ Az (7.1)
je—al=r (2 = 20)" 0 si n#1,con Bdentrode C

d
f (—Zzo,nzo,:i:l,:i:Q,~- ,con B fuera de C (7.2)
|z—A|=r

z— z)"
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La Figura 7.10 muestra una pantalla final de esta Demostracion.

T = (Lav Foos)

! A = LT6 4 0.780
B8+ BB Contro de a crcunferencia o] B e s aos
5146 + 863 Pusto singutar o cexo de i1 n=2

Figura 7.10: Panatalla tipica de la Demostracion 7.2

Como ya mencionamos, en la Vista 1, visualizamos las representaciones en
el plano complejo. En laVista 2 se visualizan las representaciones en los planos
de longitud de arco, la curva de componentes tangencial en rojo y la curva de
componentes normal en azul. Asi también presenta los valores numéricos de
las sumas de Riemann aproximados de las partes real e imaginaria.

El usuario dispone de varias posibilidades de participaciéon activa,

» deslizar p y ¢, para seleccionar el nimero de puntos-vectores a visualizar.
= arrastrar el punto A, centro de la circunferencia.

= arrastrar el punto-parametro B de f(z) = 1/(z — B)",

= variar el radio de la circunferencia, arrastrando r.

= seleccionar el valor del exponente entero n, deslizando —5 < n < 5,

= Activar o desactivar la visibilidad los objetos que muestra.

Con los deslizamientos de, A, B o r; el usuario puede ubicar B, dentro,
sobre o fuera de la circunferencia. Aunque, como veremos, no para todas las
posiciones se obtienen visualizaciones adecuadas.

Con el deslizador p establecemos el niimero total de puntos equidistantes
sobre C' en los que se evalian y aproximan los elementos diferenciales de las
integrales. Deslizando ¢ de 0 a p, el usuario construye o genera consecutiva
y simultdneamente, punto a punto, las representaciones parciales y final en
ambas vistas.

Debido al niimero de variantes a considerar, condiciones, relaciones y opcio-
nes presentes, con la intension de ordenar su descripcion, andlisis y obtenciéon
de conclusiones, y atendiendo a problemas y visualizaciones inapropiadas que
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se generan; para visualizar las integrales de 7.1 y 7.2 con esta demostracion,
establecemos la siguiente secuencia exploraciones.

Para la Ecuacion 7.1,

» Exploracion 1. B=A,n=1,
= Exploracion 2. B=A,n # 1,
» Exploracion 3. B # A, B dentro de C,n < 1, f(z) entera,

» Exploracion 4a.B # A, B dentro de C' y no cerca de C,n = 1, f(z) no
analitica dentro de C', (apropiada),

» Exploracion 4b. B # A, B dentro de C' y no cerca de C,n > 1, f(z) no
analitica dentro de C' (apropiada),

» Exploracion 4c.B # A, B dentro de C' y cerca de C,n > 0, f(z) no
analitica dentro de C' (inapropiada).

Para la Ecuacion 7.2,

» Exploracion ba, B fuera de C,n < 1, f(2) entera,

» Exploracion 5b, B fuera de C' y no cerca de C,n > 1, f(z) analitica
dentro de C' (apropiada),

» Exploracion 5¢, B fuera de C'y cerca de C,n > 1, f(z) analitica dentro
de C (inapropiada).

Es importante senalar que la Demostracion 7.2, permite al usuario, por
medio de una sola accion, ejecutar varias exploraciones consecutivas en una
secuencia distinta a la indicada. Inclusive, por ejemplo, con deslizamientos de
B, pasarse de exploraciones de la Ecuacién 7.1 a exploraciones de la Ecuaciéon
7.2. Veamos algunas de ellas.

7.2.1. Exploracion 1: § dz/(z — B) = 2mwi,n = 1

z—B|=r

Ubicando en el plano complejo A = B = 1 + i, seleccionando p = 30 puntos
sobre C,n =1y r = 1. Deslizando ¢ de 0 a 30, visualizamos una secuencia de
representaciones parciales y final de ¢, dz/(z — (1+1)),C : |z — (1 + )| = 1.
Presentamos tres de ellas en las Figuras 7.11, 7.12 y 7.13; para ¢ = 0 (listo
para iniciar la exploracion), ¢ = 15 (estado de la exploracion en el punto 15) y
g— 30 (representaciones finales de la integral con 30 puntos) respectivamente.

La Figura 7.12, ilustra el acontecer de la accion de deslizar ¢, cuando ¢ = 15.
Llevamos aproximadamente la mitad del proceso de exploracion de la integral.

En el plano complejo observamos, aproximadamente, sobre la semicircun-
ferencia superior las componentes normales. Las componentes tangenciales son



7.2. DEM. DE INTEGRALES DE CONTORNO I 57

r
= (1+i)*

o1 ¥ ‘ m-f [ ! fz =0

A=14 £ Centro de La ciicunferencia ' B
B=1 1 & Punto singular o cero de fiz) n=

Figura 7.11: Representacion inicial de §. dz/(z — (1+1)),C : |z — (1+14)] = 1, (listo
para explorar, ¢ = 0)

||.-f ! L L1
e (5= (144k))

A 11111

[]
A=1 4 & Centro de la cicunted sncia  B=141
B=1 ¢ & Punio singuiar o cero de fiz) n 1

o

Figura 7.12: Representacion parcial de §,dz/(z — (1 +14)),C : [z — (1 +1)| = 1,
(explorando, g = 15)

nulas. La magnitud de las componentes normales parece ser 1. Esto nos induce
a pensar que sobre la semicircunferencia superior la integral es aproximada-
mente igual a .

En el plano de longitud de arco de la parte real. La curva de componentes
tangentes es nula. La parte real debe ser cero.

En el plano de longitud de arco de la parte imaginaria. El area del rec-
tangulo es aproximadamente 3,14. Sabiendo que la base del rectangulo es 7
(mitad del perimetro de la circunferencia), su area debe ser igual a .

Todo esto no induce a conjeturar qué en esta etapa del proceso de integra-
cion, sobre la semicircunferencia superior, la integral debe ser igual a 7.

Veamos y analicemos la representacion final que se muestra en la Figura
7.13.

En el plano complejo. Las componentes tangenciales no aparecen. Las com-
ponentes normales parecen tener magnitud contante, 1. Esto nos induce a pen-
sar que sobre la circunferencia de perimetro 2, la integral debe ser igual a 27i.
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—— 1
] p.ac- lh-f F-ns i]]‘d; L]

A=1 & Cotre di ba circuier ancla i B 1l
=1 i Punto singular o cero da 1{z) n=1

Figura 7.13: Representacion parcial de ¢, dz/(z—(1+41)) = 2mi,C : [z —(141)| = 1,
(explorando, ¢ = 30)

En el plano de longitud de arco de la parte real. La curva de componentes
tangentes y el area bajo ella son ambas nulas.

En el plano de longitud de arco de la parte imaginaria. La curva de com-
ponentes normales es constante e igual a 1. El area del rectangulo es segiin
aproximacioén numérica, 6.28. Pero sabiendo que la base del rectangulo es 27,
nos induce a pensar que dicha area debe ser igual a 27.

De esta discusion, establecemos la aproximacion, ¢, dz/(z—(1+1)) ~ 6.28i
y conjeturamos §, dz/(z — (141)) = 2mi con C': |z — (1 +14)| = 1.

La Figura 7.14, muestra la representacion final para B = A =1.76+0.781,
con r = 0.7,

.ug).: &
1
) “"fff PR —0
4

——dz
6+ 0.78))"
gao s
*

I e dr= 528
'"f (= (1.76+ 0.780))1 ° 2

yadddy o

1 3 El 5 0

— > ‘I'"\&:M; : 1
'/,{/’/’I" i\\\\\ T A= 1764078

A=1.{6 + 0.78i: Centro de la circunferencia B= 176 + 078
B=176+ 0.78: Punito singular o cero de fiz)

n=1

Figura 7.14: Representacion parcial de §¢,dz/(z — B) = 27i,C : |z — B| = r,
(explorando, ¢ = 30)

Analicemos las representaciones de la Figura 7.14.

En el plano complejo. Las componentes tangenciales no aparecen. Las com-
ponentes normales parecen tener magnitud contante,digamos k. Esto nos indu-
ce a pensar que sobre la circunferencia de perimetro 27 x0.7, la integral debe
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ser igual a 27 x0.7x k1.

En el plano de longitud de arco de la parte real. La curva de componentes
tangentes es nula y por consecuencia el area bajo ella también es nula.

En el plano de longitud de arco de la parte imaginaria. La curva de compo-
nentes normales es constante e igual a k. El area del rectangulo es aproxima-
damente 6.28. Pero sabiendo que la base del rectangulo es 27(0.7), nos induce
a pensar que su altura debe ser £ = 1/0.7, y que dicha area debe ser igual a
2.

De esta discusion, conjeturamos que §, dz/(z —B) = 2mi con C': |z — B| =
r, para los B y r seleccionados en esta Figura.

Ejecutando experiencias variadas como la siguientes, o sus combinaciones,

= Con A = By r # 1 fijos, construyendo las representaciones parcia-
les y finales con el deslizador ¢; y observando la tendencia final hacia
los mismos valores numéricos de las partes real e imaginaria, 0 y 6.28,
respectivamente (podrian ser con mas cifras decimales),

= Con A = B y teniendo construidas las representaciones finales; variando
r, visualizando la generacion de representaciones geométricas con patro-
nes invariantes, y observando, ante la accion de variar r, la invariancia
de los valores aproximados de las partes real e imaginaria 0 y 6.28, res-
pectivamente.

Esperamos que el usuario conjeture, §| dz/(z — B) = 2mi.

z—Bl|=r

7.2.2. Exploracién 2: §. dz/(z—B)" =0,n=0,-1,+2,---, +5

—B|=r

Ubicando A = B, seleccionando n = 0,—1,+2,--- ,£5 | construyendo las
representaciones parciales y finales con el deslizamiento de ¢, y variando r;
exploremos la integral de contorno cerrado ¢, dz/(z—B)",C : |z—B| =r,n =
0,—1,£2,---,4£5.

Las figuras 7.15 y 7.16 muestran representaciones finales para los casos
particulares de n = 0 y n = 3 respectivamente.

Analicemos las representaciones en las Figuras 7.15 y 7,16.

En el plano complejo. Al desplazarnos una vuelta completa en sentido po-
sitivo, siguiendo el criterio frente-atras observamos su cancelacion simétrica de
las componentes tangenciales en rojo. Asi la parte real debe ser cero. En lo
que respecta a las componentes normales, para n = 0 observamos una aparente
cancelacion de las componentes que entran y salen, asi la parte imaginaria para
este caso debe ser cero. Para n = 3, no logramos observar que las componentes
que entran cancelen a las componentes que salen.

En el plano de longitud de arco. Las curvas de componentes tangencial
nos inducen a pensar que deben ser sinusoides y las curvas de componentes
normales cosinusoides, ambas con ciclos completos sobre el perimetro de la
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1
p=3 “Erf (= — (1.68 + 1.040))" dy=

=10

. Imf _I —— iz
E o (= — (1.68 4 1.041())"

A-188 + 1.04E Centro de la circunferencia
B=188 + 1.04& Pumlo singular o cero de 1{z) n=0

Figura 7.15:

A=1.68+ 1.04i: Centro de la circunferencia . B4h I 040
B=1.68+ 1.04i: Punto singular o cero de f{z) n=\

Figura 7.16: Representacion de §,dz/(z — A)* =0,C : |z — A| = 7.

circunferencia. Las areas netas son cero. Esto lo confirman los valores aproxi-
mados de las sumas de Riemann calculadas. Por lo que las integrales deben
ser cero.

Explorando con otros valores de n = 0, —1, +2,--- , 5 siempre con A = B
y variando el radio de la circunferencia, en el plano de longitud de arco, las
curvas de componentes tangenciales y normales generadas, deben ser respec-
tivamente, sinusoides y cosinusoides, con |n — 1] ciclos completos sobre el in-
tervalo [0,27r] !, por lo que las areas netas bajo ellas son cero. Asi ambas
partes real e imaginaria de la integral son cero. Esto lo confirman los valores
aproximados de las sumas de Riemann.

Asi, con tales experiencias creemos que el usuario puede ir construyendo

conjeturas sobre las integrales, ﬁsz‘:r dz/(z— B)" =0,n # 1.

!Dejamos al lector interesado mostrar que, si A = B = 0y » = 1, las curvas de las
proyecciones tangente y normal de Polya son respectivamente, T'(5) = sen[(n—1)5] y N(8) =
cos[(n —1)B],0 < 8 < 2w, 8 = Arg(z), z sobre C.
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7.2.3. Exploracién 3: $oonjmrdz/(z = B)" = 0,0 = 0,-1,-2, --- ,=5;
B dentro de C

Con B # Ay —5 < n < 0. En estos casos f(z) es entera (analitica dentro

y sobre C'). Seleccionando un valor de n < 1, deslizando B # A dentro de la

circunferencia, y variando r, obtenemos pantallas finales como se muestran en
las Figuras 7.17 y 7.18, para n = 0 y n = —3 respectivamente.

£ (2.82 4 1.380)0

i 1] ¢
R T
3

re1
0 Ref ! ts =0

Im de e
e (8= {232 + 1.38[))"

R=1.06 » 078 Contro de la cirourderencia
=32 + 1.30% Purto singuilar 0 cero de fizh 7 =

Figura 7.17: Visualizacion de ¢, dz/(z — A)* =0,C : |z — A| = r, con B dentro de
C.

En la Figura 7.17, todas las representaciones geométricas y numéricas nos
inducen a pensar que se debe cumplir fC dz/(z —A)" =0, con n = 0.

Ty T

I *
- = R j{ ! 1z =
. p=40 « Arerrs 0

A=1.76 + 0.78i: Centro de la circunferencia
B=2.14 + i Punto singular o cero de f{z)

Figura 7.18: Visualizacién de §,dz/(z — A)™3 = 0,C : |z — A| = r, con B dentro
de C.

En la Figura 7.18, las sumas de Riemann de las partes real e imaginaria son
aproximadamente cero. Estos resultados parecen evidenciarse observando las
areas netas bajo las curvas de componentes tangencial y normal. Observaciones
y resultados similares se obtienen explorando para n = —1,—-2,--- | —5.

Con exploraciones intencionadas en las cuales —5 < n < 0, deslizando
B # A dentro de la circunferencia, variando r y deslizando 0 < ¢ < p, en las
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que se observa la tendencia del valor final de las sumas de Riemann a cero,
y la invariancia de este valor final a los desplazamientos de B y variacion de
r, esperamos que el usuario conjeture el resultado, fo dz/(z— B)" =0,-5 <
n<0,C:|z— Al =r, con B dentro de C.

7.2.4. Exploracién 4a: §|Z7A|:T dz/(z — B) = 2mwi,n =1, con B dentro
de C' y cerca de A

Ahora exploremos los casos A # B,n = 1, B dentro de la circunferencia y
cercano al centro, (méas adelante veremos la razon de esta restriccion).

Deslizando el polo B alrededor del centro de la circunferencia, o el centro
de la circunferencia A alrededor del polo B, o cambiando el radio de la circun-
ferencia bajo la condicion de que B no esté relativamente cerca del perimetro;
se visualizan imagenes finales como la mostrada en la Figura 7.19.

dz
z — {1.76 + 0.64() )1

& "
- 5= 30 "i‘f q ! =0

} L a 1 2 3 4 5 a
T cebaroh .\i\ A = 1.68 + 1.04i

A=148 + 1.0 k l:eglmfle IJ_I::Irc Werencia ] B=1.764+ 064

B=1.16 » 0.64i: Pilnto ?ml‘r o cero defiz) n=1

Figura 7.19: Visualizacion de ¢, dz/(z — B), con B cerca de A.

En el plano complejo, las componentes tangenciales parecen cancelarse si-
métricamente respecto a la recta que une a los puntos A y B, indicandonos
que la parte imaginaria debe ser cero. Los vectores normales todos apuntan
hacia afuera, esto nos indica que la parte imaginaria debe ser positiva.

En los planos de longitud de arco. El area neta bajo la curva de proyecciones
tangencial debe ser cero, esto por cancelaciéon simétrica con respecto al eje de
las abscisas. El area bajo la curva de proyecciones normal se mantiene positiva.
Las sumas de Riemann correspondientes son cero y 6.28 aproximadamente.

Con acciones de deslizar B en las cercanias de A, y observar que, aunque
la curva de componentes tangentes cambia en su naturaleza de variaciéon, por
simetria el area neta bajo ella siempre es cero; y observar también que, aunque
la curva de componentes normales cambia de naturaleza de variacion, el area
bajo ella que proporciona la suma de Riemann se mantiene igual a 6.28 apro-
ximadamente. Esperamos ayudar al usuario a inferir que, fc dz/(z— B) = 2mi,
con el polo B dento de la circunferencia C' : |z — A| = r y relativamente no
cercano a ella.
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7.2.5. Exploracién 4b: $.ajrdz/(z=B)*=0,n=1,2,-- 5 con B
dentro de C' y cerca de A

Exploremos con B # A, B dentro de la circunferencia, pero relativamente no
“muy” proximo a ella, y n > 1, (como dijimos, mas adelante veremos la razon
de esta restriccion). En estos casos f(z) tiene un polo de orden n dentro de la
circunferencia.

Deslizando B(# A) dentro de la circunferencia, pero no proximo a ella y
variando r, obtenemos pantallas finales como se muestran en las Figuras 7.20
y 7.21, para n = 2 y n = 4 respectivamente.

r=
—sr+ I H.,}( 1 _ dim0
a . o e (= = (2.16 + 0.58())*

. |...f ! s
2 . (2= (2.16 + 0.58())

0

: > A= 176+ 0.78
A=1.76 + 0.78E Contro de La circunferoncia 4l B=216+ 0580
2,16 + 0.58¢ Punto singular o cero de f{z) —

Figura 7.20: Visualizacion de §,dz/(z — B)?, con B cerca de A dentro de C.

i . N FE
p= 40 Re }( (5= (076 + 0.480) )

]mj 3 dz =
24 (5= (176 + 04804

3

[ el

1 /) A= LT 4 LT
176 mctmn de la chrcunersmcia B =176+ 0.8
#=1,76 * DLASE Plinto singular o cero g 1(2) n=d

h r

Figura 7.21: Visualizacion de ¢, dz/(z — B)*, con B cerca de A dentro de C.

En las Figuras 7.20 y 7.21, los valores aproximados de sumas de Riemann
nos informan que ambas partes real e imaginaria de la integral son cero. Esta
aproximacion parece confirmarse, observando la disposicion geométrica de las
curvas de componentes tangenciales y normales sobre el eje horizontal en las
que las areas netas bajo dichas curvas deben ser cero.

Exploraciones con otros valores de n, en los que, 2 < n < 5 generan repre-
sentaciones similares. Basados en estas exploraciones y resultados, esperamos
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que el usuario conjeture, ¢, dz/(z — B)" =0,2<n <5,C:|z— Al =7, con
B dentro de C' y no muy cerca de ella.

7.2.6. Exploracién 4c: $.aj=rd2/(z=B)",n = 0, ~1, =2 con B dentro
y cerca de C

Ahora veamos las representaciones geométricas que se generan cuando f(z) =
1/(z—B)",1 <n <5, con B esta dentro de C'y relativamente cercana a ella.
La Figura 7.22 muestra un caso particular para n = 3.

ol
o1 AW LE] "'JL| ! s B
L] i '

= = (LG8 + 0.82())*

]

i iz = Lk
£ — (2.00 4 0.82())%

1 T
N
/. AL N .
] i 3 P
0
) :
t l T+ 0,78
=106 + 0.70E Coniro do I ciicunforentla % | 2 408 -+ (LA
= 2.0 + QL2 Pante singular b cevo de Tig) -. M

Figura 7.22: Visualizacion inadecuada y errada de §,dz/(z — B)3,C : |z — A| =r,
con B en el interior de C' cercano a su perimetro.

= =
e

Para puntos z sobre C' cercanos a B, |z— B| es pequena, las componentes de
los vectores de Polya de f(z) = 1/(z— B)? toman valores grandes. Estos valores
generan representaciones geométricas no adecuadas en ambas vistas graficas.
Ademés, las caracteristicas propias de construccion y operacion de la Demos-
tracion, junto con las limitaciones de procesamiento aritméticos (divisiones con
denominadores “muy” pequetios) del GeoGebra generan valores numéricos erra-
dos. Situacién que se empeora cuando n toma los valores mayores o conforme
B se acerca C'y se ubica sobre un punto de ella.

En experiencias informales realizadas con estudiantes sobre visualizaciones
como la presentada en la Figura 7.2, quienes ya habian trabajado anteriormente
con las Exploraciones 4a y 4b, la mayoria cree que la integral debe ser igual
a 0 para cualquier punto B dentro de la circunferencia, aunque no pueden
justificarlo correctamente. Mientras que para otros es fuente de confusiones e
interpretaciones falsas.

Consideramos que esta situacién problemética de ensefianza generada con
la Demostracion 5, puede motivar la necesidad de estudio y prueba formal de
la teoria correspondiente a la Ecuaciéon 7.1.

Finalmente, atun con sus deficiencias, creemos que, con la participacion

guiada y activa del estudiante en exploraciones similares a las 4a, 4b y 4c; y
organizando las conclusiones obtenidas en ellas, podemos ayudarle a generar
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conjeturas significativas sobre la Ecuacion (7.1) y promover la necesidad de su
verificacion formal.

7.2.7. Exploracién 5a: .- aj=rd?/(z = B)" = 0,n = 0,~1,-2 con B

afuera y no cerca de C

Pasando a exploraciones de la Ecuacion (7.2), visualicemos algunos casos de
la integral ﬁz_m:r dz/(z — B)",n = 0,—1,—2 con B afuera de C. En estos
casos f(z) es entera. Las Fguras 7.23 y 7.24 muestran las representaciones de
las integrales para n = —1 y n = —2, respectivamente.

=146 + 0.76 Contro de Ia circunferencia
=046 + 1.86¢ Punto singular o cero de fiz)

Figura 7.23: Visualizacion de fl _

A=1.T6 + 0.78i; Centro de la circunferencia
B=0} + 1:26 Punto singular o cero de fiz)

Figura 7.24: Visualizaciéon de 9§|z—A|:r dz/(z — B)~2 =0, B fuera de C.

En las Figuras 7.23 y 7.24, los valores aproximados de las sumas de Riemann
nos informan que ambas partes real e imaginaria de la integral deben ser cero.
Aunque de las areas netas, visualmente no podemos confirmarlo.

Para n = 0, f(z) = 1, no depende de la ubicacion del punto-pardmetro B,
se generan representaciones similares a la mostrada en la Figura 7.15. Ella nos
da indicios visuales que la integral es cero, como lo confirman las sumas de
Riemann.

Para valores de —5 < n < —2, los valores de las sumas de Riemann son
también cero, y la disposicion de las curvas de componentes tangentes y normal
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nos da algunos indicios de porqué la integral debe ser cero. Pero para estos
casos, las curvas en el plano de longitud de arco pueden aparecer traslapadas,
dificultando su visualizacién apropiada.

7.2.8. Exploracién 5b: 3§|z—A|:r dz/(z— B)"=0,n=1,2,---,5; con B

afuera y no cerca de C

Visualicemos algunos casos particulares de la integral para 1 < n < 5, con B
fuera de C' pero no proxima a ella. En estos casos f(z) no es entera pero ana-
litica dentro y sobre C'. Las Figuras 7.25 y 7.26 muestran las representaciones
paran =1y 2.

(=1
1
1 TT4n Re dz=0
o (= — (4.12 + 1.660))!
. 5
2o
e .
- ™
3
B 1
L] Im 4 - = ——dz=0
% 2 "')[ (= — {412+ 1.660))1
i &)
Py 3
A=1.16 + 0.78k Centro de la circunferencia 2 B=aa24 vee
B-4.12 + 1.66E Punto singular o cero de iz} a=h

Figura 7.25: Visualizacion de fﬁz—A|:T dz/(z — B) =0, B fuera y no cerca de C.

=11 ol
LR 3 ~ 1 )
p=40 Re . e dz=0

4 . , f (= - (1.31 +1.720)

1 o
] . A
3] - ™ W
W s N )

|...j | _grmo
24 « Je (= =(1.34 4 1.T2))*

A = =0.22 4 0.82(
R-.022 + 0.82k Centro de la circunferencia ) B=1344 17
B=1.14 + 172 Punito singulas o cefo de fiz) -

=2

Figura 7.26: Visualizacion de f\z—A|=r dz/(z — B)?> =0, B fuera y no cerca de C.

En la Figura 7.25 con n = 1, la curva de componentes tangentes nos da
indicios visuales que la parte real deberia ser igual a cero. Las aproximaciones
de las sumas de Riemann son ambas cero y se mantienen invariantes ante
deslizamientos de B y A con B fuera de C' y a variaciones de r.

En la Figura 7.26 con n = 2, la disposicién de las curvas respecto al eje
horizontal no ofrece suficientes elementos para afirmar que la integral es cero.
Las aproximaciones de ambas sumas de Riemann son cero. Lo importante a
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senalar es que estas aproximaciones permanecen iguales a cero, ante desliza-
mientos relativos de A y B, manteniendo B fuera y relativamente lejos de la
circunferencia y ante variaciones de su radio.

7.2.9. Exploracién 5c: $. ajrdz/(z=B)",n=1,2,--- 5; con B afue-

ra y cerca de C

Visualicemos algunos casos particulares de la integral para 1 < n < 5, con
B fuera y relativamente cerca de C, o sobre un punto de C'. En estos casos
f(2) no es entera pero analitica dentro y sobre C. Las Figura 7.27 muestra las
representaciones para n = 2.

1

! . = —1T4
W= — (165 + 1560))7

f 1
(1,68 +1.560))*

dz =20

A=1.76 + 078§ Contro de la circunferencia
B=1.48 + 1.56c Pyt singular o cero de f{z)
4

Figura 7.27: Visualizacion de §6|z—A\:r dz/(z — B)?, B fuera y cerca de C.

Las representaciones de la integral mostrada en la Figuras 7.27, son inapro-
piadas y contienen errores. Como explicamos anteriormente, esto se debe a
limitaciones de procesamiento aritmético del (GGeogebra que generan valores
numéricos errados al efectuar cocientes con denominares muy pequenos.

Cabe reiterar, de manera similar como lo sefialamos anteriormente, que
en experiencias informales realizadas con estudiantes que ya habian trabajado
anteriormente con las Exploraciones similares a ba y 5b, un grupo cree que
la integral de la Figura 7.27 debe ser igual a 0 para cualquier punto B fuera
de la circunferencia. Mientras para otro grupo, fue fuente de desconcierto e
interpretaciones falsas.

Creemos que mediante la participaciéon activa y reflexiva en secuencias de
aprendizaje organizadas y guiadas en torno a exploraciones como las descritas
ba, bb y 5e, el usuario puede elaborar conjeturas significativas y correctas sobre
la Ecuacion (7.2) Adicionalmente puede motivarle la necesidad de su estudio
analitico formal.

Finalmente, atin con sus deficiencias, consideramos que exploraciones vi-
suales en los que f(z) es analitica dentro y sobre el contorno, proporcionan po-
sibilidades de puesta en accién de actividades didacticas destinadas para poner
en discusion inicial e informal cuestiones sobre el teorema de Cauchy-Goursat,
previas a su formalizacién analitica, o como actividades de su verificacion.
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7.3. Dem. de integrales de contorno II

Las Exploraciones 3, 4 y 5 anteriormente presentadas, posiblemente promue-
van inquietudes sobre el valor de la integral f‘z_ Al=r dz/(z— B) cuando el punto
singular B estd sobre sobre C'. La demostracion de la Seccién 7.2 no es apro-
piada para explorar y conjeturar respuestas a esa pregunta. Hemos elaborado
la Demostracion de integrales de contorno cerrado II para este proposito.

7.3.1. Explorancién: f\zfA|:r dz/(z — B) = mi, con B sobre C, (apro-
piada)

La Figura 7.28, ilustran una de las representaciones finales de algunas explo-
raciones de la Demostracion 7.3, apropiadas.

<126 + 0.57% Contro o la crcunferencia
B-24 + 0.7k Punto singular o ce1o de (z)

. T,

A = 1.2€ I
B=2040T

Figura 7.28: Visualizacion de 9§|z—A|:r dz/(z — B) =~ mi, con B sobre C.

En la Figura 7.28, las representaciones en el plano complejo junto con las
representaciones en los sistemas de longitud de arco y célculos numéricos, nos
sugieren que la integral bede ser igual a ¢

7.3.2. Exploracién: j;\z—A|:7" dz/(z— B), con B sobre C, (inapropiada)

La Figuras 7.29 y 7.30, ilustran representaciones finales de algunas exploracio-
nes de la Demostracion 7.3, que generan errores.

En la Figura 7.29, nuevamente, las representaciones geométricas y la apro-
ximacién numérica de la parte imaginaria nos hacen pensar que la integral es
igual a 77, aunque la aproximacién numeérica de la parte real no es correcta,
esto sucede cuando B se ubica sobre algunos puntos de C' .

En la Figura 7.30, las representaciones geométricas sugieren que la parte
imaginaria debe ser cero y que la parte real debe positiva e igual al area del
rectangulo de base 27 y altura aproximadamente 1/2. Los valores numéricos
aparecen indefinidos debido a la divisién por cero en 1/(z — B) cuando z =
B. Esta situacion se presenta cuando B se posiciona en cualquiera de los 30
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Figura 7.29: Visualizacion de §|Z7A|:T dz/(z — B) =~ mi, con B sobre C, con error
en la parte real.
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Figura 7.30: Visualizacion deficiente de §| dz(z — B), con B sobre C.

z—Al=r

puntos muestras establecidos para el calculo de las sumas de Riemann, sobre
la circunferencia.

Para otras posiciones de B sobre (', se generan representaciones similares a
las presentadas. Las componentes tangenciales se cancelan respecto a la recta
que pasa por A y B. Las componentes normales son radiales de magnitud
constante sobre la circunferencia. El area neta bajo las curvas de componentes
tangenciales parece ser nula, esto atendiendo a la simetria de la curva en rojo.
El area neta bajo la curva de componentes normales, es igual al area de un
rectangulo, cuyo valor es aproximadamente 7.

Esperamos que, con exploraciones guiadas con la Demostracion 7.3, ayu-
demos al usuario a conjeturar la integral ﬁZ7A| dz/(z — B) = mi, con B sobre
C?. Asi también promover discusiones sobre el valor principal de Cauchy.

La Demostracion 7.3, permite generar también algunas conjeturas sobre el

valor de § —|z — A| =r1/(z—B)", con B sobre C'y n > 1. Estas exploraciones
no las discutimos en este documento.?

2Invitamos al lector a deducir que con B = 0y A = r = 1, las curvas de componentes
tangencial y normal son respectivamente T(8) = —tan(8/2)/2 yN(f) =1/2,0 < S < m, 7 <
B < 2m.

3 Animamos al lector a deducir que con B =0y A = r = 1, las curvas de componentes
tangencial y normal son respectivamente, T'(3) = sin[(n/2 — 1)8]/(2" cos™(8/2)) y N(B) =
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7.4. Dem. de integrales de contorno III

Con la intension de proponer exploraciones que motiven discusiones sobre el
principio de deformacion del contorno, hemos elaborado esta demostracion
para visualizar las integrales §.dz/(z — B),n = 0,+1,£2 =+ ---, con C' un
cuadrilatero. El cuadrilatero se deforma deslizando sus vértices. El punto B
puede deslizarse dentro del cuadrilatero. Las representaciones geométricas y
numericas se generan con un deslizador. Veamos algunas exploraciones.

7.4.1. Exploracion: $odz/(z — B) = 2mi, C: cuadrilatero, B dentro C

La Figura 7.31 presenta las representaciones finales para n =1y B dentro de

C.

1
i
{z — (1148 — 0.1 1))}

M O o

Figura 7.31: Visualizacion de §, dz/(z — B) = 2mi, C: cuadrildtero, B dentro de C.

Deslizando los vértices del cuadrilatero o deslizando el punto B dentro de C,
se obtienen representaciones similares a la mostrada en la Figura 7.31. Todas
las componentes normales siempre apuntan hacia afuera, indicando que la parte
real debe ser positiva. La aproximacion numeérica del drea neta bajo la curva
tangencial varia alrededor de cero, el area neta bajo la curva de componentes
tangencial debe ser cero. El area neta bajo la curva normal es positiva y su valor
numérico aproximado varia alrededor de 6.28. Estas observaciones sugieren que
la integral debe ser igual a 277 independientemente de la forma del cuadrilatero.

7.4.2. Exploracion: §.dz/(z— B)" =0,n # 1 C: cuadrilatero, B den-
tro C

La Figuras 7.32 y 7.33 muestran las representaciones finales de exploraciones
paran =2y n = —1, con B dentro de C.

Como se muestran en las Figuras 7.32 y 7.33, deslizando de B dentro de
C o deformando el cuadrilatero, las aproximaciones numéricas bajo las curvas
tangencial y normal varian cerca de cero, las areas netas bajo ellas deben ser

cos[(n/2 — 1)B]/2™ cos™(5/2),0 < B <, < B < 2.
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1
ll-‘f — d= = 00204
e (= = (1-126 — 0.178())*

3 |u|‘-{ ! 5 dz = 00621
u e (z = (1126 — 0.178))*

Figura 7.33: Visualizacion de ¢, dz/(z — B)~' =~ 0, C: cuadrilatero, B dentro de C.

cero. Estas exploraciones nos sugieren que la integral debe ser igual a cero
independientemente de la forma o disposicion del cuadrilatero.

Para otros valores de n, con B dentro del cuadrilatero, en general, se ob-
tienen representaciones y resultados similares a las presentadas.

7.5. Dem. de integrales de contorno IV

Para reforzar y /o complementar las discusiones y resultados sobre el principio
de deformacion del contorno obtenidas con la demostracion descrita en la Sec-
cion 7.3 , elaboramos esta demostracion en la que se visualizan las integrales
fo dz/(z — B)",n =0,£1,42,---, con C' una curva mas general aproximada
por medio de un poligono. El usuario puede deformar el poligono y generar las
representaciones por medio de deslizadores. El punto B puede ubicarse dentro
o fuera del poligono. Veamos algunas exploraciones.

7.5.1. Exploracién: $odz/(z — B) = 2mi,n = 1 C: poligono, B dentro
de C

La Figura 7.34 muestra la representacion final para de la integral para n = 1,
de ella se induce que §,dz/(z — B) = 2mi
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Figura 7.34: Visualizacion de ¢, dz/(z — B) = 2mi, C: poligono, B dentro de C.

7.5.2. Exploracion: §.dz/(z — B)? = 0,n # 1 C: poligono, B dentro
de C

La Figura 7.34 muestra la representacion final para de la integral para n = 2,
de ella se induce que §,dz/(z — B) =0

Figura 7.35: Visualizacion de §,dz/(z — B)? ~ 0, C: poligono, B dentro de C.

En las exploraciones de las dos secciones anteriores (Figuras 7.34 y 7.35),
haciendo observaciones y reflexiones similares a las realizadas con integrales
sobre circunferencias y cuadrilateros, esperamos que usuario conjeture, tan-
to sobre el valor de las integrales, como sobre la invariancia del mismo ante
deformaciones de la curva de integracion.

Asi también, esperamos que, a través de la participacion activa del usuario
en exploraciones dinamicas de una misma integral sobre circunferencias, cua-
drilateros o curvas mas generales, similares a las presentadas, vaya construyen-
do ideas primarias sobre, y familiarizdndose con, el principio de deformaciéon
del contorno en integraciéon compleja.

7.6. Dem. de integrales de contorno V

Esta demostracion ha sido creado para explorar ejemplos particulares de inte-
grales de contorno de funciones g(z) = f(z)/(z— B), que tienen explicitamente
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un unico punto singular dentro del contorno y f(z) analitica dentro y sobre
dicho contorno.

En ellas el usuario desliza el punto B sobre el eje real dentro del contorno
cerrado y observa la generacion de graficas de las partes real e imaginaria en
funcion de B.

7.6.1. Exploracién: $osin(27z)dz/(z—B) = 2misin(2rB), B real dentro
de C.

La Figura 7.36 muestra las representaciones finales de, 3§| sin(2mrz)dz/(z —

B), B real dentro de C.

z|=r

.
n(Ax(0.84 + Gi))

s
I —31 s ds = —5.305
. . (= {(0.84 + 0id)
» B

. .
FA=0400 4
o [B=081+m
*ln=1 .
.

.‘v‘- ol -‘v’.l

Figura 7.36: Visualizacion de § sin(2nz)dz/(z — B) =~ 2wisin(2nB), B real dentro
de C.

Al arrastrar B dentro de C' sobre el eje real, la parte real (linea roja) se
mantiene en cero, la parte imaginaria varia con el desplazamiento de B (curva
punteada en azul), la grafica de esta funcion parece ser f(B) = 6,28sin(27B)
aproximadamente, por lo que, §,sin(2rz)dz/(z — B) ~ 6,28isin(2rB). Esto
nos invita a pensar que §,,sin(2rz)dz/(z — B) = 2mwisin(27 B).

En ésta exploracion, en las graficas vemos para B = 0, §sin(2rz)/z = 0,
esto nos dice que f(z) = sin(27z)/z debe tener una singularidad removible en
z = 0y su residuo debe ser cero.

7.6.2. Exploracion: §,:%dz/(z — B) = 2iB?, B real dentro de C.

La Figura 7.37 muestra las representaciones finales de, ¢ 2°dz/(z — B), B

real dentro de C.

El contorno puede deformarse con los deslizadores a,b o t. Los vectores
componentes sobre el contorno se han ocultado para observar este contorno
més libremente.

z|=r

Al arrastrar B dentro de C sobre el eje real, la parte real (linea roja) es casi
cero, la parte imaginaria varia con el desplazamiento de B (curva punteada en
azul), la grifica de esta funcion parece ser aproximadamente f(B) = 6,28 B3,
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Figura 7.37: Visualizacion de §

|z[=r

23dz/(z — B) =~ 2miB3, B real dentro de C.

por lo que f\zlzr 23dz/(z — B) =~ 2miB?, B real dentro de C. Esto nos sugiere
pensar que ¢ 2°dz/(z — B) = 2miB®.

En demostraciones complementarias, explorando integrales de g(z) = f(2)/(z—
B), f(z) analitica dentro del contorno. Con B complejo fijo dentro del con-
torno, con deslizamientos de ¢ de 0 a p, o deformando el contorno. O bien
con un contorno fijo y ubicando B en distintos puntos dentro del contorno,
vemos que los valores numéricos que proporcionan las sumas de Riemann de
la parte real e imaginaria, respectivamente, cumplen aproximadamente con
Re[2mif(B)] e Im[27i f(B)].

Creemos que la participacion activa y reflexiva del usuario en actividades
exploratorias dinamicas similares a las presentadas con esta demostracion, pue-
den ayudarle a construir ideas primarias e informales sobre la formula de la
integral de Cauchy para n = 1.

7.7. Dem. Teo. de Cauchy-Goursat

Como ultima demostracion, veamos una demostracion disenanda para explorar

el teorema de Cauchy-Goursat para dominios multiplemente conexos.
Consideremos las visualizaciones de las integrales asociadas a las Figuras

7.38, 7.39 y 7.40. La Figura 7.38 muestra representaciones de 99|Z|:1'3 dz/ (2% +

1/2). En este caso ambos polos simples de f(z) estan dentro de C. Aqui,
todas las representaciones de la integral nos sugieren que tanto parte real
como imaginaria deben ser cero.

En la Figura 7.39 muestra representaciones de fCl dz/(z* +1/2),Cy : |z —

A| = 0.5. En este caso el polo simple z = 2/\/§ estd dentro de (. Las aproxi-
maciones de las sumas de Riemann de las parte real e imaginaria sugieren de
la integral sobre ' son aproximadamente igual a 4.44 y cero respectivamente

La Figura 7.40 muestra representaciones de §,_dz/(2*+1/2),Cy: [z —A| =

0.5. En este caso el segundo polo simple z = —z/\/§ estd dentro de C5. Las
aproximaciones de las sumas de Riemann de las parte real e imaginaria sugieren
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Figura 7.38: Visualizacion de §,dz/(2* +1/2) =0,C : |z| = 1.
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Figura 7.39: Visualizacion de ¢ dz/(2* +1/2) =~ 4,44,Cy : |z — A[ =0.5.

de la integral son aproximadamente igual a -4.44 y cero respectivamente.

Notamos que las representaciones visuales y numeéricas que muestran las
Figuras 7.38, 7.39 y 7.40; ilustran un caso particular del teorema de Cauchy-
Goursat para dominios miltiplemente conexos, esto es, se verifica en este caso
particular que: §.dz/(2* +1/2) = §, dz/(2* +1/2) + §., dz/(z* +1/2) con
C,C; y (5 indicadas.

Realizando experiencias similares, se puede explorar activa y dinAmicamen-
te este teorema, arrastrando y ubicando B en otras posiciones, variando los
radios de las circunferencias y ubicando A en otras posiciones siempre que se
satisfagan con las condiciones de dicho teorema.
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Figura 7.40: Visualizacion de ¢, dz/(2* +1/2) = —4,44,Cs : [z — A| =0.5.



Capitulo 8

Discusién y comentarios

Como describimos, las demostraciones presentadas, ofrecen varias posibilida-
des de uso, como herramienta didactica apropiada para un fin especifico; u
organizarlas para proponer actividades de ilustracion, exploracion, verificacion
o aln mas, de establecimiento de conjeturas, de algunos conceptos relevantes
de integracion compleja, en un ambiente de ensenanza, visual, interactivo y
dinamico.

Con dichas demostraciones esperamos proponer situaciones de ensenanza
interactivas donde el estudiante pueda visualizar interpretaciones geométricas
de algunas integrales complejas asociadas al campo de Polya. Pero también,
creemos que es posible adecuarlas u organizarlas para explorar, inducir o ve-
rificar, relaciones y propiedades relativas a; independencia de la trayectoria,
teorema fundamental del calculo en variable compleja y teorema de Cauchy-
Goursat; el valor principal y la formula de la integral de Cauchy; y el principio
de deformacion del contorno. O también, para introducir el concepto de residuo
y justificar el estudio de la expansion de Laurent.

En cuanto a algunos aspectos probleméticos potenciales que podrian pre-
sentarse durante su uso, senalamos principalmente,

= Necesidad de estudio adicional. Su puesta en accion requiere estudio
adicional de contenidos relativos a campos de Polya y construccién de
interpretaciones geométricas de integrales desde esa perspectiva. Su pre-
sentacion coordinada dentro de los contenidos de un curso habitual de
variable compleja podria dificultarse, en parte, por su ausencia en algu-
nos textos comerciales de uso comun (p.ej. [?| y [?]).

= Demostraciones no apropiadas y fuente de errores. Debido a caracte-
risticas propias de construccion y operacion de algunas demostraciones,
junto con las limitaciones de procesamiento aritméticos del GeoGebra,
éstas tienen rangos de operacion restringidas en las que son confiables
o aceptables. Bajo ciertas condiciones de operaciéon pueden generar re-
presentaciones no apropiadas y valores numéricos erréneos que inducen
confusiones conclusiones falsas.
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= Representaciones deficientes. En algunas demostraciones, de las repre-
sentaciones geométricas generadas no se pueden visualizar resultados o
propiedades de las integrales. De ellas no se puede establecer conjeturas
deseadas de manera directa. En estos casos, el usuario debe recurrir a sus
representaciones numéricas y otras acciones para inferir los resultados y
propiedades deseadas.

= Posible rechazo a las demostraciones. Debido a que, segin Eisenberg y
Dreyfus, (1991), las demandas cognitivas en visualizacion son superiores
a las requeridas en tratamientos algoritmicas ([?]), y al enfoque habitual
centrado en el uso de representaciones simbdlicas (analiticas) en la en-
senanza de variable compleja, se tiene el riesgo de rechazo por algunos
estudiantes. De estas dificultades, es posible que algunos usuarios no lo-
gren visualizar lo deseado con cierto éxito como se espera, o que de ellas
concluyan en resultados deficientes o incorrectos.

» Actividades tediosas y confusas. Exploraciones caso por caso, el niimero
de parametros a considerar, condiciones y acciones a realizar, podrian
resultar en actividades tediosas y/o crear confusiones en cuanto a la
organizacién de resultados visualizados y relaciones entre ellos.

En relacién a su puesta a prueba inicial en cursos de variable compleja ele-
mental de ingenieria, solamente disponemos de observaciones empiricas. Hemos
observado, reacciones positivas, sentimientos de motivacion, sorpresa, interés y
convencimiento estudiantil, tanto durante actividades de demostracién pasiva
como en actividades de exploracion activa. En cuanto a formaciéon o evoluciéon
de conocimientos, hemos notado que algunos estudiantes, hacen observaciones
o interpretaciones erréoneas, presentan dificultades con relacionar correctamen-
te informacion visual, y dificultades con el traslado correcto de informacion
entre representaciones visual y analitica; obviamente para estos estudiantes,
las demostraciones les genera confusion u obstaculos en su aprendizaje. Sin
embargo, para otros estudiantes, el grado de interaccién dindmica que ofrecen
las demostraciones propuestas, constituyen apoyo adicional en la construcciéon
significativa de algunos conceptos involucrados en la teoria de integracién com-
pleja.

Animamos, a los interesados, elaborar de demostraciones similares a las
descritas en GeoGebra o algin software con ambiente dindmico e interacti-
vo. Recomendamos, explorarlas, determinar sus potencialidades, limitaciones
o conflictos didacticos que puedan generar. Sugerimos su uso reflexivo en ac-
tividades de establecimientos de conjeturas o como herramientas visuales al-
ternativos de apoyo o fortalecimiento de conceptos y relaciones de integracion
compleja discutidas en su representacion simbélica analitica. También reco-
mendamos comparar sus ventajas y deficiencias con respecto a otras demos-
traciones en GeoGebra que usan otras representaciones, como por ejemplo las
desarrolladas en [?].
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Finalmente, es posible realizar mejoras en algunas demostraciones propues-
tas, rechazar las deficientes, o elaborar otras, a fin de crear en un conjunto
efectivo, el cual pueda usarse como herramienta de ayuda exitosa en algunas
secuencias didacticas. Aun, confiando en lo que afirman [?], [?] y [?] en relacion
a sus aspectos beneficios del uso de demostraciones visuales en la ensenanza de
la matemética en general|?|, falta, a la luz de teorias recientes en aprendizaje
visual y dinamico, realizar investigaciones especificas y detalladas, sobre su
influencia y efectividad en la construccion del conocimiento estudiantil sobre
integracion compleja a nivel introductorio.
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Apéndice A
Comandos de Demostraciéon 7.1

Comandos para generar demostraciones visuales de ¢ dz/(z—B)",n = 0,£1,+2, - -
C' circunferencia de radio r con centro en A y B complejos.

Caracteristicas dinamicas interactivas
Punto complejo A deslizable en el plano complejo. Centro de la circunferencia

Punto complejo B deslizable en el plano complejo, parametro de f(z). Si es
necesario se pueden introducir otros deslizadores para otros puntos singulares.

Deslizador r (radio de la circunferencia) r > 0.

Deslizador n, entero incrementos de 1 (n = 0, £1, 42, - - - ) Para el exponente de
expresiones. Si es necesario se pueden introducir otros deslizadores para otros
exponentes.

Deslizador p, entero positivo incremento en 1. Para generar el niimero de puntos
equidistantes sobre la circunferencia, aqui se tomado intervalo con Minimo 4,
Maximo 50 (por ejemplo)

Deslizador q, entero positivo incremento en 1. Para generar el nimero de pun-
tos equidistantes sobre la circunferencia, aqui se tomado intervalo con Minimo
0, Méximo p

Nota: Los productos aparecen indicados con un espacio entre los factores.

Crear objetos de arrastre o deslizables

Puntos complejos: A y B (con estos nombres). (visibles)
Deslizadores: r, minimo = 0, maximo = 5,

Deslizador: n, minimo -5, maximo = 5, incremento 1,
Deslizador: p, minimo = 8, maximo = 50, incremento 1,
Deslizador: q, minimo = 0, maximo = p,

Circunferencia: Centro en A radio r (visible).
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Crear listas y objetos
# Lista de puntos complejos sobre la circunferencia (invisible).
“ > L1 = Secuencia(A +re” (i2pik/p)k 0 p)

# Lista de puntos complejos de las imagenes de los puntos sobre la circunfe-
rencia de f(z), aqui se ingresa el conjugado de la funcion f(z) (invisible).

~ > L2 = Secuencia(conjugado(1 / (Elemento(L1, k) - B)" n) + Elemento(L1, k),
k, 1,9+ 1)

# Lista de puntos complejos en la punta del vector tangente unitario a la
circunferencia (invisible).

© > L3 = Secuencia(Elemento(L1, k) + e~ (i pi / 2) (Elemento(L1, k) - A) /
abs(Elemento(L1, k) - A), k, 1, g + 1)

#Lista de componentes de vectores de, f(zx) sobre la normal.

* > L4 = Secuencia(abs(Elemento(L2, k) - Elemento(L1, k)) sen(arg(Elemento(L3,
k) - Elemento(L1, k)) - arg(Elemento(L2, k) - Elemento(L1, k))), k, 1, q + 1)

# Lista de componentes de vectores de, f(z;) sobre la tangente.

" > L5 = Secuencia(abs(Elemento(L2, k) - Elemento(L1, k)) cos(arg(Elemento(L3,
k) - Elemento(L1, k)) - arg(Elemento(L2, k) - Elemento(L1, k))), k, 1, q + 1)

# Lista de puntos de particiéon del perimetro de la circunferencia.
“ > L6 = Secuencia(2 pi abs(Elemento(L1, 1) - A) k / p, k, 0, q + 1)

# Abrir Vista grafica 2.

# Lista de puntos sobre la grafica de la curva de flujo de la parte imaginaria,
(vista 2, invisible).
" > L7 = Secuencia((Elemento(L6, k), Elemento(L4, k)), k, 1, g + 1)

# Lista de segmentos para graficar la curva de flujo de la parte imaginaria
(vista 2, visible)
* > L8 = Secuencia(Segmento(Elemento(L7, k), Elemento(L7, k + 1)), k, 1, q)

#Lista de puntos sobre la grafica de la curva de flujo de la parte real, (vista
2, invisible).
* > L9 = Secuencia((Elemento(L6, k), Elemento(L5, k) + 4), k, 1, q + 1)

#Lista de segmentos para graficar la curva de flujo de la parte rea,]l (vista 2,
visible).
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* >L10 = Secuencia(Segmento(Elemento(L9, k + 1), Elemento(L9, k)), k, 1, q)

# Lista de m incrementos sobre la circunferencia, Al = As
* >L11 = Secuencia(2 pi abs(Elemento(L1, 1) - A) /p+ 0k, k, 1,q+ 1)

# Lista de calculo de area de rectangulo, Al por componente sobre normal.
* >L12 = Secuencia((Elemento(L5, k + 1) + Elemento(L5, k)) pi abs(Elemento(L1,
1)-A)/p k1 q)

# Lista de calculo de area de rectangulo, /Al por componente sobre la tangente.
" >L13 = Secuencia((Elemento(L4, k + 1) + Elemento(L4, k)) pi abs(Elemento(L1,
1)-A)/p k1 q)

# Lista de vectores del campo de Polya sobre la circunferencia, (color negro,
vista 1, invisible).
" >L14 = Secuencia(Vector(Elemento(L1, k), Elemento(L2, k)), k, 1, q)

# Lista de vectores tangentes unitarios a la curva (vista 1, invisible).
" >L15 = Secuencia(Vector(Elemento(L1, k), Elemento(L3, k)), k, 1, q)

# Lista de puntos de componentes de Polya sobre el vector tangente unitario,
(vista 1, invisible).

" >L16 = Secuencia(Elemento(L1, k) + Elemento(L5, k) Elemento(L15, k), k, 1,
q]

# Lista de vectores tangentes de Polya, (color rojo, vista 1, visible).
" >L17 = Secuencia(Vector(Elemento(L1, k), Elemento(L16, k)), k, 1, q)

# Lista de puntos en la punta del vector normal a la circunferencia, (vista 1,
invisible).

* >L18 = Secuencia(Elemento(L1, k) + (Elemento(L3, k) - Elemento(L1, k))
e"(-ipi/2),k 1, q)

# Lista de vectores normales unitarios a la circunferencia, (vista 1, invisible).
" >L19 = Secuencia(Vector(Elemento(L1, k), Elemento(L18, k)), k, 1, q)

# Lista de puntos de componentes de Pdélya sobre el vector normal unitario,
(vista 1, invisible).

" >L20 = Secuencia(Elemento(L1, k) + Elemento(L4, k) Elemento(L19, k), k, 1,
a)



84 APENDICE A. COMANDOS DE DEMOSTRACION 7.1

# Lista de vectores normales de Polya, (color azul, vista 1, visible).
* >121 = Secuencia(Vector(Elemento(L1, k), Elemento(L20, k)), k, 1, q)

# Segmentos de componentes tangentes, (en vista 2, visible).

© >L22 = Secuencia(Segmento((Elemento(L6, k), 4), Elemento(L9, k)), k, 1, g
+ 1)

# Segmentos de componentes normales, (en vista 2, visible).

© >L23 = Secuencia(Segmento((Elemento(L6, k), 0), Elemento(L7, k)), k, 1, g
+ 1)

# recta, (vista 2, visible).
T>y =4

# Area neta bajo la curva de componentes tangenciales.
* >Re = Suma(L12)

# Area neta bajo la curva de componentes normales.
* >Im = Suma(L13)
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