Geodatische von Funktionsgraphen

Ich orientiere mich am Buch von Christian Bakls Beispiel soll uns der Graghc R3 der
V2 - cos(t)
Funktionf (x,y) = x* + y* dienen. Die Kurve(t) = | 7. sin(¢) | beschreibt einen Kreis

2
um diez-Achse in Hohe = 2, der inT verlauft.

Weiter wahlen wir den Punk?(v2|0]2) und die Tangentialebene an den Grapheii in

af of

1 0
PunktP. Sie wird aufgespannt von den Richtungsvektager <0> undt, = (1 )
ax dy

1 C. Bar.Elementare Differentialgeometri®e Gruyter Verlag, 2010.



Wenn wir eine a® angeheftet gedachtenearkombinationemw = A - t, + u - t, beider Rich-
tungsvektoren wahlen und obige Prozedur fir jedarkPder Kurvec wiederholen, dann er-
halten wir ein Vektorfeld’(t) mit der Eigenschaft, dass flr jedgsder Vektorv(t,) in der
Tangentialebene an den GrapHemn Punktc(t,) liegt. Ein fur unsere Zwecke besonders
wichtiges Vektorfeld mit dieser Eigenschaft ist @sschwindigkeitsfeld(t) unserer Kurve.
Im Beispiel oben isé(t) = V2 - t,.

In unserem Falle kann dann fir ein differenzierbafektorfeldv(t) die kovariante Ableitung
definiert werden als eimrthogonale Projektiononv(t) auf die Tangentialeberi® Mit Hilfe
des Skalarproduktes und einem Einheitsnormalenveigtaler Ebene lasst sie sich dann wie
folgt schreiben.

Y o®) = 5(8) — (5(0), ng) -

dt
—/2 - sin(t)
Wenn wir beispielsweise(t) = ¢(t) =| /2. cos(t) | Setzen, dann erhalten wir fir den
0
PunktP und seine TangentialebefAalen Einheitsnormalenvektor
af
te Xt 1 g; 1 —2V2\ 1 [(-2V2
* e ol Texell | ~5, | VETo+1 > )73
1
sowie die Ableitung
—V2 - cos(t) -2
v() =¢) =| —yv2- sin(t) bzw.v(0) = ( 0 ) in PunktP.
0 0

Somit ist die kovariante Ableitung i gegeben als

v 2\ 1 [—V2\ [-2V2\ [-2V2
o (PN
0 0 1 1
-2 4 [—2V2 V2
(0) 5 () =-5(0)
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Nachfolgend ist ein Ausschnitt vdhum den PunkP herum mit den wichtigsten Akteuren
gezeigt. Der eingezeichnete Vektigt) zeigt lotrecht auf die-Achse.

Fur eine Geodatische muss die kovariante Ableiteg Geschwindigkeitsfeldes der Kurve
verschwinden.

v,
%C(t) =0

Damit wird erstens offenkundig, dass unsere Beligmiee keine Geodatische ist. Zweitens
eroffnen uns die angegebene Gleichung und die geigotee Interpretation der kovarianten
Ableitung als orthogonale Projektion verhaltnisngginfache Naherungslosungen der Geoda-
tischen. Im Weiteren sei(t) = ¢(t). Mit dem Ublichen Differenzenquotienten schreiichs
die erste Ableitung von(t) wie folgt.

v(t+ h) —v(t)
h

o0 = fim,

Fir genlgend kleing liest sich die Bedingung = %v(t) = v(t) — (v(t),ng) - ng so, dass
v(t) parallel zung sein muss und dahen erster Naherungauchv(t + h) — v(t). Dann aber
kénnen wir schreiben(t + h) = v(t) + A - ng fir ein noch aufzufindendels Weiter verlan-
gen wir vonw(t + h), dass er in der TangentialebenersnenKurvenpunktQ liegt. Letzteren
ermitteln wir ausgehend vom Hilfspunt = P + h - v(t). Da Q' Ublicherweise nicht mehr
aufT liegt, fallen wir von ihm aus das Lot aDfund nehmen den Schnitt des Lotes mdls
neuen Punk@. Leider bietegeogebrahierfur kein geeignetes Werkzeug an und wir missen
improvisieren.



* Wir folgen einer schonen ldee zur Auffindung vortrEma in Analogie zum Newtonver-
fahrerf und minimieren den Abstand des PunkgésuT. Hierzu suchen wir ein Mini-
mum der Funktion

dxy) = (x—xg)" + (= o)’ + (Fr,y) — 20)°

» Als Startpunkt wahlen wir den Schnitt der Geraf@h+ 1 - nz| A € R} mit T, worinng
deralte Normalenvektor ist. Zur Auffindung des Schnittpteslassen wigeogebraden-
jenigen Wert vom suchen, fur welchen die Differenz deKoordinaten von Geraden-
und Graphenpunkteaif den gleicher- undy-Koordinater) verschwindet, also die Null-
stelle der Funktionf(xQ, +1- néx),ny +1- néy)) — (zQ, + - néz)) mit Startwert
A=0.

* Die Prozedur der Minimierung ist in Anhang A nadhasgefihrt und liefern@herungs-
weisg den Punk®.

Jetzt kbnnen wir mit einem Normalenvektgrder Tangentialebene &nn Q die weitere Glei-
chung(v(t + h),nz) = 0 schreiben. Mit ihr erhalten Wu(t), ng) + 1 - (ng,ng) = 0, also die
beiden Auflésungen

_ _(U(t),np)
A= (ng,ng)
_ <U(t),np> .
v(t+ h) = v(t) —m Ng

Bemerkenswert fur unsere anschlieienden numeriddbechnungen ist, dass wir fur beide
Normalenvektoren keine Einheitsvektoren bendtidyaretzten Bild wurdér = 1 gewahlt. Fur
den Startpunkf'’ der Iteration findegeogebradie Koordinater( 1,061 | 1 | 2,125 ). Hieraus
berechnete ein(zehn Schritterdie Naherung( 1,178 | 0,845 | 2,101 ). Die Gite dieser Na-
herung lasst sich durch den Vergleich der beidehl(dnge eins normiert¢Wektorenn; und

w abschatzen.

2 https://www.geogebra.org/m/efnxsX4Z



_ /0788
'Q° = (—0,517>

Q
0,335
—-0,768
ng = <_0,551>
0,326

Abschliel3end konnen wir den neuen Tangentialvediadie Geodéatische i berechnen.

0 2-(—0,551 1 (22
0/ 3-(-2VZ-(-0,768) +1-0,326) 1

—0,882
= ( 1,414 )
0,312

In den Berechnungen werden die Tangentialvektooeh auf Lange eins normiert. Ein weiter
offenes Problem ist die Verbindung der berechnBterkte zu einer Kurve. Die einfachsted
von mir bevorzug)eLdsung ist die Verbindung zu einem PolygonzugRaum um den Preis,

dass die Kurve nicht im Graph&rverlauft.




Werden die Punkte erst in dwg-Ebene projiziert, dort zu einem Polygonzug vertmmdnd
dann zu diesem stiickweise eine Kurv€& ierrechnet, so ergibt sich eine Girlande.

Ein mit dem BefehTrendPoly <Liste von Punkten>, <Grad des Polynomgerzeugter Graph
zu den in diecy-Ebene projizierten Punkten liefert gleichfallsrkeufriedenstellendes Ergeb-
nis — neben weiteren Problemen.

Die erfreulichsten Ergebnisse lieferte der BefempliziteKurve <Liste von Punkteny; zu
beachten ist die Einschrankung auf Listen-%%i’) Punkten. Bedauerlicherweise kenne ich
keinen Zugriff auf die Punkte der so erzeugten I€urv
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Abschlie3end diskutieren wir unser Eingangsbeidpieh = 0,1 und einhundert neu berech-
nete PunkteN = 100) mit je funf Iterationsschrittem(= 5) fur die Auffindung der Lotful3-
punkte. Der letzte berechnete Punkt héiREUr seine Koordinaten und den zugehdrigen Tan-
gentialvektor entnimmt mageogebra

R(—1976|-2,0298,020)

0,261
u= (—0,463).
0,847

Da unser Graph rotationssymmetrisch ist, konnerdemSatz von Clairauauf ihn und seine
Geodatische anwenden. Er besagt, dass das PraziRadlius-(t) des Breitenkreises durch
einen Punkt(t) der Geodatischen und des Kosinus des von Gescigkeitsvektorc(t) und
Breitenkreis eingeschlossenen Wink&(s) konstant ist.

r(t) - cos(9(t)) = const.
Fir die Punkte® undR finden wir

0\ /0
Tp - (Up, tp) = V2 - ((1),(1)) =2 =1,414...
0/ \o

0,261 0,716
1& - (Vg tr) = /(=1,976)% + (—2,029)2 -((—0,463),(—0,698)) = 1,445
0,847 0

Damit ist der Wert fiir den PunRtgerade einmal % zu grof3.



Bei allen Erfolgen fehlen noch etliche VerfeinerangZum Beispiel kann ich die Zuverlassig-
keit der Minimumsuche nach dem in Anhang A bestiemen Verfahren leider nicht abschét-

3+2x2-8x-2
22" und den Start-
4y“+4

zen. Das folgende Bild zeigt den Graphen der Fonkf{(x,y) =

punkt A(—1,71|—0,47). Offenkundig verfehlt die Naherungsprozedur derctpankt weit.
Der PunktA’ liegt ferner von Punkd als der benachbarte Tiefpunkt.

Ich freue mich schon auf negeogebra-Aktivitdteau Extrema und Geodatischen!



Anhang A

Gesucht werde ein Extremum der Funktfdn, y) ausgehend von einem Startpufiks|y,).
Da der Gradient voifi in Richtung der gro3ten Anderungen zeigt, werdeDaginitionsbe-

reich vonf auf die Gerad%(x0 +t- fx(xo,y0)|y0 +t- fy(xo,yo)) |t e R} beschrankt.
Hierdurch ist eine neue Funktigrbestimmt mit

s =f (xo +t filxo,¥0), ¥ + - fy(xo'}’o))

Zu ihr wird furt = 0 eine Schmiegparabel mit der Gleichyn@) = pt? + qt + r gesucht.
Dies fuhrt auf die drei Gleichungen

s(0) =g(0) & f(xo.yo) =7

f;c(xOl yO))
fy(xOJ yO)

o (Aoy)) +(5Gr) =q
S0 = g"(0) = s(0) =2p

SO =g© < df )|

Zum Ausschreiben der letzten Gleichung werden dikidzungenyp,, = £, (xo, yo) unde,,
fy(x0,¥0) eingeflhrt. Es ist dann

S,(t) = Py fx(xO +t-@y,Yo+t- (py) + Py - fy(xO Tt @Yo+t (py) und
" _ _ . Dy ) . Py
s"(©) = pedfico(g.) + 0y dfy o (o).
Auswertung der letzten Zeile an der Stelle 0 liefert
S”(O) = Qoxz ' fxx(xm yO) + prx(py ' fxy(xm yO) + (pyz ' fyy(xm yO) = 2p.

Die Scheitelkoordinate; = —% liefert abschlieRend die neusn@ hoffentlich besser&la-

herung(x; |y,) mitx; = xq + ts* f (X0, ¥0) UNdy; = yo + ts - f,, (X0, Yo)-



Anhang B

Javascript des Buttons Berechnung der Geodatischen

/I Benotigte Variablen fiir Berechnungen

varx_E,y E,z E; // Punkt E
varx_P,y P,z P; // Punkt P

var X_u,y_u, z u; // Neuer Tangentialvektor

varx_g,Yy_g; // Koordinaten des Gradienten in E

var n_x, n_y, n_z; // Normalenvektor auf Tangentialebene in D
var m_x, m_y, m_z;// Normalenvektor auf Tangentialebene in E

var |_p; Il erste Schatzung des Abstandes der Spitze degemaalvektors zum
Graphen
var k; /l Bendtigtes Lambda fur Projektion des neuen Tatigeektors in die alte
Tangentialebene
var t; /I Vielfaches des Einheitsgradienten zur Naherwegyreeuen Punktes
var w; /I Lange des Tangentialvektors v
var a; /I Wert der Funktion am Punkt E

var q_x, q_Y, q_xX, q_VYy, g_xy; // Werte der partiellen Ableitungen am Punkt E eine
speziellen Abstandsfunktion in Iterationsschleife
var p, q; Il Koeffizienten des quadratischen Naherungspolysiom

/I Einlesen der benutzerdefinierten Werte

var x_D = ggbApplet.getValue(" x(D) "); // x-Koordinate des Startpunktes D
vary D = ggbApplet.getValue(" y(D) ");
var z_D = ggbApplet.getValue(" z(D) ");

var X_v = ggbApplet.getValue(" x(v) "); // x-Koordinate des Tangentenvektors in D
vary_ v = ggbApplet.getValue(" y(v) ");
var z_v = ggbApplet.getValue(" z(v) ");

var h = ggbApplet.getValue(" h ")y/ mittlerer Abstand zweier Geodatenpunkie

var N = ggbApplet.getValue(" N ")/ Anzahl der Geodatenpunkte

var n = ggbApplet.getValue(" n ")y/ Anzahl der Schleifendurchgange fur Naherungen de
neuen Geodatenpunktes

/I Loschen der alten Geodaten und Setzen des ktarées auf den Startpunkt der Geodaten D

ggbApplet.deleteObject("M");
ggbApplet.evalCommand("M ={("+x D+ ","+D+","+z. D+")}"),



/I Schleife mit Anzahl N Durchlaufen zur Berechnuleg Geodatenpunkte

for(vari=0;i<N;i++)

{

/I Normalisierung des Tangentialvektors

w = Math.sqrt(x_v*x v+y v*y v+z v*z_v),
X V=xV/w;
yv=y v/iw;
zv=zvVvlw;

/I Berechnung des Normalenvektors an die Tangebgale in D

ggbApplet.evalCommand("b_{xy}=b("+x D +","+y B")");
n_x = (-1) * ggbApplet.getValue("b_{xy}";
ggbApplet.evalCommand("c_{xy}=c("+x D +""+y B")");
n_y = (-1) * ggbApplet.getValue("c_{xy}");

n_z=1,

/I Normalisierung des Normalenvektors in D

w = Math.sqrt(n_x*n_x + n_y*n_y + n_z*n_z);
n_xX=n_x/w;
ny=n_ylw,
nz=nz/w;

I/l Berechnung des Punktes P an der Spitze des iigalgektors

X_P =x_D+ h*x_v;
y P=y D+h*y v;
z P=z D+h*z_yv,

/I In erster Naherung des Lotes von P auf den Gmaphrd flir den Richtungsvektor der alte
Lotvektor in D angenommen.

/I Erzeugung der Funktion p(x) des z-AbstandesPdekte auf der Naherungsgeraden zum
Graphen und Berechnung der zu null nachsten Nildiste

ggbApplet.evalCommand("p(x) = a("+x P+"+x'nh x+" ,"+y P+"+x* +n_y+"
y-"+z P+"-x*"+n_z+"");

ggbApplet.evalCommand("l_p = x( Root(p,0))");

|_p = ggbApplet.getvalue('l_p");

/I Berechnung des neuen Punktes E auf der Geodéatste Schatzung mit |_p

X E=x_P+I1|_p*n_x;
y E=y P+ _p*n_y;



// ITERATIONSSCHLEIFE FUR EINE PRAZISERE NAHERUNG
/I Erzeugung der Funktion q(x) des Abstandes vaor® Graphen

ggbApplet.evalCommand( " gq(x,y) = (X -"+X P2+ (y-"+y P+"2+(a(x,y)-"
+z P+ ")Y2");

/I Schleife mit n lterationsschritten

for(var k = 0; k < n; k++)

{

Il Einlesen der zum Punkt E gehdrigen Werte vordiérda und Funkitonen

ggbApplet.evalCommand("g_{Ox} = q_x("+x E+%'y E+")");
g_x = ggbApplet.getValue("qg_{0x}");
ggbApplet.evalCommand("g_{Oy} =q_y("+x E+%'y E+")");

g_Yy = ggbApplet.getValue("q_{0y}");
ggbApplet.evalCommand("g_{Oxx} =q_{xx}("+x E%"+y E+")");
g_xx = ggbApplet.getValue("q_{0xx}");
ggbApplet.evalCommand("g_{Oyy} =q _{yy}("+x E%"+y E+")");

a_yy = ggbApplet.getValue("q_{0yy}");
ggbApplet.evalCommand("q_{Oxy} =q_{xy}("+x E%"+y E+")");
g_xy = ggbApplet.getValue("q_{O0xy}");

/l Normalisierung des Gradienten

w = Math.sqrt(q_x*q_x + o_y*d_Y);
X_g=0q_x/w;
y_9=0q.y/w;

I/l Berechnung der Koeffizienten des quadratisch&nekungspolynoms

q=w,
p = 0.5* (g_XX*q_X*q_X + 2*q_Xy*q_x*q_y + q_yy*ay*q_y ) / (w*w);

// Berechnung des neuen Punktes E
t=(-1*q/2/p;

X E=x_ E+1t"_g;

y_E=y E+ty_g;

} /I Ende der Iterationsschleife

/I Berechnung der z-Koordinate der letzten neudmeNing von E



ggbApplet.evalCommand("a_0 = a(" + x_E +"" + y#B");
z_E = ggbApplet.getValue("a_0");

/ ENDE DER ITERATIONSROUTINE

/I Export des Punktes E - Anh&ngen an die Liste M

ggbApplet.evalCommand('L = CopyFreeObject(Append(M,+ x E+","+y E+" |

z E+"))");
ggbApplet.deleteObject("M");
ggbApplet.evalCommand("Rename(L, M)");

/I Berechnung des Normalenvektors an die Tangebegale in E

ggbApplet.evalCommand("b_{xy}=b("+x_E +""+y £")");
m_x = (-1) * ggbApplet.getValue("b_{xy}");
ggbApplet.evalCommand("c_{xy}=c("+x_E+","+y E")");
m_y = (-1) * ggbApplet.getValue("c_{xy}");

m z=1,

/I Berechnung von Lambda

k=X Vvm x+y vim_y+z vm_z)/ (n_x*m_Xx+n_yh_y+n_z*m_z);

/I Berechnung des neuen Tangentialvektors

X_U=Xx_V-k*n_x;
y u=y v-k*n_y;
z u=z v-kn_z

/I Uberschreiben der alten Werte von D und v mit deuen Werten von E und u

X D=x_E;
y D=y E;
z D=z E

X_V=X_U;
y_v=y_u
Z V=27 u;

} /I Ende der Schleife
/I Verbinden der berechneten Punkte zu einem Palump

ggbApplet.evalCommand( " G = Polyline(M) " );
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