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5.1. Introduccion

En este apartado se introduce uno de los conceptos mas importantes del curso: el de combinacién lineal
entre vectores. Se establece la relacién entre el problema de resolver un sistema de ecuaciones lineales y el
problema de determinar si un vector es combinacién lineal de un conjunto de vectores. El resultado clave
indica que es equivalente buscar la solucion a un sistema de ecuaciones lineales que determinar los valores de
los coeficientes que multiplicando cada una de las columnas de la matriz de coeficientes y sumando los vectores
resultantes da como resultado el vector de constantes del sistema.

5.2. Combinacién lineal entre vectores

El curso de algebra lineal puede a la vez considerarse aburrido por monotemaético; el problema fundamental
del algebra lineal es resolver sistemas de ecuaciones lineales. Y por consiguiente, practicamente la totalidad
de los temas tiene como fin analizar los sistemas lineales y sus soluciones. Después del concepto de sistema
de ecuaciones el segundo concepto en importancia es el de combinacion lineal. Veamos como se motiva este
concepto.

Ejemplo 5.1
Supongamos el sistema de ecuaciones lineales:

lz + (-)y = 1
2z + ly =

Sabemos que cada ecuacién representa una linea recta en R? y que la solucién a él coincide con la interseccién
de las rectas. En la figura [Tl se ilustra esta idea. Para buscar otra visién de la situacion, sustituimos la solucién

r=2yy=1
(1)) = 1
1 = 5

En notacion vectorial, lo anterior queda
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Figura 1: Solucién como interseccion de rectas
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Figura 2: Soluciéon como la forma de combinar las columnas

()~ ()= (5)
(2 ) ()=

En la figura Bl se muestran las columnas de la matriz y el vector de constantes: el grid nos sirve para indicar

cémo obtener el vector de constantes combinando las columnas de la matriz Bl
Desde el punto de vista de las columnas de la matriz de coeficientes y del vector de constantes:

o también

o también

la solucién al sistema de ecuaciones representa los coeficientes por los cuales hay que multiplicar
a cada columna de la matriz de coeficientes para que al sumar resultados se obtenga el vector de
constantes

Si la matriz de coeficientes es A y el vector de constantes es b, la relacion dice

x (columna 1 de A) + y (columna 2 de A) = (vector de constantes)

5.3. Aplicacién

Ejemplo 5.2

Continuemos con la empresa maquiladora del ejemplo anterior. Supongamos que la empresa construye ensam-
bles tipo D y ensambles tipo E. Para construir un ensamble D requiere 3 As, 4Bs y 2Cs. Y para construir
un ensamble E requiere 5 As, 3Bs y 2 Cs. Un dia notan que han usado 130 A, 111 Bs y 64 Cs para ensamblar
Ds y Es. ;Cuédntos Ds y cuantos E han hecho?

Respuesta



En este caso buscamos los valores de x, el nimero de Ds construidos, y de y, el nimero de Es construidos.
Asi debe cumplirse que:

3 5 130
x| 4| +y |3 |=|111
2 2 64

Si desarrollamos e igualamos componente a componente tenemos que nuestro problema consiste en resolver el
sistema

3xz+5y = 130

dr+3y = 111

20+2y = 64

al formar la matriz aumentada y reducirla se obtiene

3 5130 1 0]15
4 3111 | - {0 1|17
2 2] 64 0 0| O

de donde la solucién es x = 15 (15 del tipo D) y y = 17 (17 del tipo E). Nuevamente observamos que la
solucion x =15y y = 17 de

3 51130 1 015
4 3111 | = | 0 1|17
2 2| 64 0 0] 0

representa los coeficientes por los cuales multiplicar las columnas de la matriz de coeficientes para que al sumar
estos productos se obtenga el vector de términos constantes:

3 ) 130
514 |+17 |3 |=|111 | N
2 2 64

Ejemplo 5.3
Siga con el ejemplo de la empresa maquiladora. Suponga ahora que bodega indica una existencia de <
125,110,40 > y que se desean hacer ensambles D y E de manera que se consuma sin desperdicio toda la
existencia. ;Sera posible?

Solucién
Nuevamente buscamos valores de x y de y para que

3 5 125
c |44y |3]|=]110
2 2 40

Armando la matriz y reduciéndola obtenemos:

3 51125 1 0]0
4 3110 | = [0 110
2 2] 40 0 01

De donde concluimos que al ser inconsistente el sistema, no existe forma de combinar multiplos de < 3,4,2 >
y < 5,3,2 > para dar < 125,110,40 >. Por tanto, no es posible hacer ensambles D y E de manera que se
consuma sin desperdicio toda la existencia W



5.4. Combinacion Lineal

Demos ahora la definicién de combinacién lineal:
Definicién 5.1
Sean v7, Ua, ..., Uk, vectores n y sean cy, ¢, ..., ¢ escalares. El vector de la forma

101 + coUs + -+ + ¢ Uk
se llama combinacion lineal de Uy, Us, . .., Uk. Los escalares ¢y, ¢, . .., ¢ se llaman coeficientes de la combinacion
lineal.
5.5. SEL vs Combinaciones Lineales

El siguiente es el segundo resultado clave del curso:
Resultado clave

Siz1,x9,...,T, son las incégnitas de un sistema cuya matriz de coeficientes es A y cuyo vector de
constantes es b, siendo también aj, as, ..., a, las columnas de A entonces:

Ax=b <+ rija;+a0as+---+x,a,=Db

Es decir, el sistema tiene solucion si y solo si b es una combinacién lineal de las columnas de la matriz A. La
solucién del sistema es el vector formado por coeficientes de la combinacién lineal de las columnas de A que
dan b.

Ejemplo 5.4
Indique si el vector y es combinacién lineal de los vectores v, va, v3. Donde:

| 6 | 6 | 24 _ —24
y= 3 , V1 = 92 , V2 = ] y V3 = _8
Solucion

La pregunta consiste en saber si existen escalares c1, c2 y c3 (tres escalares por ser tres vectores) tales que:
ClVi+cCaVva+c3vy =Yy

Sustituyendo los vectores, la relacion anterior queda:

o[e]ra ol 2] -[2]

La matriz aumentada del sistema anterior queda con eliminacion Gaussiana:
6 . 1 4 —410
3 00 0]1

Como el sistema anterior es inconsistente, no existen ci, ¢a, y ¢3 que hagan que se cumpla :

6 24 24
2 8 -8

C1Vi+ceCVvVy+c3vy =Yy

Por lo tanto, el vector y no es combinacién lineal de los vectores vy, vo, v3.

Ejemplo 5.5
Indique si el vector y es combinacién lineal de los vectores v y va. Donde:
38 6 2
y=141 [,vi=| 5 |,ve= ]| 4
29 1 6



Solucién
La pregunta consiste en saber si existen escalares ¢; y ca (tres escalares por ser tres vectores) tales que:

ClViI+CVvy =Yy

La matriz aumentada del sistema anterior queda con eliminacién Gaussiana:

6 2|38 1 01]5
5 441 | - | 0 114
1 6129 0 00

Como el sistema anterior es consistente, si existen ¢; y c2 (¢ =5y c2 =4), que hacen que se cumpla :
C1Vi+Cava =Yy

Por lo tanto, el vector y si es combinacién lineal de los vectores vi y vo B

Nota
Es conveniente observar, por el trabajo que pude ahorrar, cémo se forma la matriz aumentada del sistema
directamente de los datos.

= La matriz de coeficientes se forma con los vectores que se deben combinar. Estos entran como columnas
en orden de aparicién.

= El vector de constantes es el vector que uno se pregunta si es combinacién lineal de los vectores dados.

Si acaso el sistema formado es consistente, el vector si es combinacién lineal de los vectores dados. Si el sistema
es incosistente, el vector no es combinacién lineal.

Ejemplo 5.6
Indique si el primer vector es combinacién lineal de los restantes:

|- [5] 4]

Solucién
La matriz aumentada y trabajada queda:

2 112 N 1 0| 8
5 4124 0 1|—-4
Como el sistema es consistente, el vector si es combinacién lineal de los restantes W

Ejemplo 5.7
Indique si el sistema [A|b] es consistente para todos los vectores b € R? si A es la matriz:

-4 1 =3
5 5 =5
-5 -5 =3

Solucién

Supongamos un vector b en R3 cualquiera. Digamos que b =< by, by, b3 >. Nuestro problema consiste en
determinar cémo deben ser by, ba y b3 para que el sistema [A|b] sea consistente. Esperamos dos posibles tipos
de respuesta:

= Que no importa como sean by, by y b3 el sistema es consistente. 6



= Que by, by y b deben cumplir cierta relacion para que se cumpla la consistencia y que no todos los puntos
posibles de R3 la cumplen.

Recordemos que el andlisis de consistencia de un sistema se obtiene de la matriz escalonada y por ello no se
requiere la forma escalonada reducida. Para escalonar siguiremos una estrategia tipo Montante manteniendo la
aritmética totalmente con nimeros enteros. Asi para hacer cero en las posiciones (2,1) y (3,1) lo que hacermos
es hacer que tales posiciones se hagan un multiplo del elemento (1,1). Aplicando Ry < 4Rs y R3 < 4R3
obtenemos:

—4 1 =3|b ] —4 1 3| b
[Abl=| 5 5 —=5|by | = | 20 20 —20|4by
—5 —5 —3|bs | —20 —20 —12 | 4bs

Ahora procederemos a hacer cero bajo el pivote mediante las operaciones Ry + Ry +5R; y R3 + R3 — bRy

—4 1 =3| b [ —4 1 -3 b1
20 20 —20|4by | — 0 25 —35| 5by+4by
—20 —20 —12|4b;3 | 0 =25 3| —5b1 +4b3

Para hacer un cero en la posicién (3,2) haremos Rz <— R3 + Ry obteniéndose:

—4 1 =3 b1 -4 1 =3 b1
0 25 —35| 5b;1+4b — 0 25 —35|5b1 +4by
0 =25 3| —5b +40b3 | 0 0 —32|4by+4b3

Observamos que las posiciones de los pivotes son (1, 1), (2,2) y (3,3), y por tanto no hay posibilidad de tener
un pivote en la columna de las constantes. Por tanto, no importa cual sea el vector b =< by, by, b3 > el sistema
[A|b] es siempre consistente W

Ejemplo 5.8
Indique si el sistema [A|b] es consistente para todos los vectores b € R? si A es la matriz:
-4 -3 —6
5 =5 25
-2 -3 0

Solucién
Como en el problema anterior, busquemos escalonar [A|b] donde b =< by, by, b3 > representa un vector
arbitrario de R3. Haciendo Ry < 4Ry y R3 < 2R3 sobre [A|b] obtenemos:

—4 =3 —6|b —4 -3 —6]| by
[Ab]=| 5 =5 25|by | — | 20 —20 100 | 4b,
—2 =3 0|bs —4 -6 0|2by

Ahora haciendo Ry + Ry + 5R; y R3 + R3 — Ry obtenemos:

-4 -3 —6| b -4 -3 -6 b1
20 —20 100 [4by | — 0 —35 70|5b;+4bo
—4 —6 0] 2bg 0 -3 6| —by +2b3

Ahora haciendo R3 < 35R3 obtenemos:

—4 -3 -6 by —4 -3 —6 by
0 =35 70 |5b;+4by — 0 —35 70 5b; +4by
0 -3 6| —by+2b3 0 —105 210 | —35b1 + 7003



Ahora haciendo R3 <+ R3 — 3 Ry obtenemos:

—4 -3 —6 by -4 -3 -6 b1
0 =35 70 5b1 +4by — 0 =35 70 5b1 +4by
0 —105 210 | —35b1 + 7003 0 0 O0|—=50b; —12b9 +70b3

de donde la consistencia depende del valor de la expresion —50by — 12 by + 70 bs:

= —50b; — 12by + 70b3 = 0 da consistencia:
todo vector b =< by, by, b3 > de R? que cumpla —50b; — 12by + 70b3 = 0 nos dard un sistema [A|b]
consistente.

s —50b; — 12b9 4+ 70 b3 # 0 da inconsistencia:
todo vector b =< by, by, b3 > de R? que cumpla —50b; — 12by + 70b3 # 0 nos dard un sistema [A|b]
inconsistente. Por ejemplo, tomando b =< 1,0,0 > dard by = 1, bo = 0 y b3 = 0, que al ser sustituidos
en la expresién dan como resultado:

—50by — 12by + T0by = —50(1) — 12(0) + 70(0) = —50 £ 0

lo cual indica que [A|b] es inconsistente.

Resumiendo, para la matriz A se cumple que es falso que para todos los vectores b de R? el sistema [A|b] es
consistente W
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