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1. Espacio métrico

Dado un conjunto M, cuyos elementos denominamos puntos, llamamos distancia o
meétrica en M a cualquier aplicacion:

d:MXM—RU[0)
(4,B)—d(4,B)

Que verifique las siguientes propiedades:
d(A,B)=d(B,A)¥Y A, BEM
d(4,B)=0 & A=B
d(A,B)<d(A4,C)+d(C,B) VY A,B,CEM

En particular en el espacio afin podemos utilizar como distancia, la distancia euclidea, que

podemos definir:

Si  Alx,. vy, z) y B(x, v,,2,) son dos puntos del espacio, llamamos distancia

euclidea a

d(A’B):|14_BT:+\/(X1_x2)2+(y1_y2)2+(21_22>2
# Ejemplos.-
e Si A=(12,4) y B=(343) | secumplird

d(4,B)=A[3-1P+(4—27+(3—4) =0 =3

o Si A=(3,0,2) y B es un punto de la bisectriz del primer cuadrante del plano XY, y
sabemos que estd a una distancia de A de tres unidades, como la recta paramétrica de dicha

bisectriz tendra por ecuaciones:

I
~

r y=

X
z

O~

B(t,1,0) serd el afijo del punto B, para algiin t determinado. Y como

d(A,B)=\t=3)+(1—0)+(0-27=3 = A=31+2=0 = ;:B}

Luego B=(1,1,0) 6 B=(2,2.,0)

Denominamos espacio meétrico al espacio euclideo en el que hemos definido una

aplicacion distancia.
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2. Distancia de un punto a un plano. Distancia entre planos paralelos

Si m:Ax+By+Cz+D=0 es un plano y P(xy1,2) un punto del espacio, Si

denominamos M  al punto de proyeccion de P sobre 7T | como se cumplira

M

x=x,tAt
Periiy=y,+Bt rlm M € rNm
z=z,+Ct

Luego, si M (xy+ At, yo+Bt,zy+Ct) para algin 7€ R |, se cumplira la ecuacion

Axy+By,+Cz,+D
A+B+C°

n:A(x,+At)+B(y,+Bt)+C(z,+Ct)+D=0 = t,=—

Que sustituyendo el valor de 7, , las coordenadas del punto M, seran

M(x,+At,, yy+Bt,, 2+ Ct,| =

Ax,+By,+Cz,+D Ax,+By,+Cz,+D Ax,+By,+Cz,+D
Xt A| -5 Yo+ Bl - 2+ C |-
A+B +C A +B +C A"+B +C
Y por tanto
dz(P,rt)de(P, M)z((xo—l-Atl—xo)z—i-(y0+Btl—y0)2+(20+Ct2—ZO)2)=
=(A+B*+C).t;=(4>+B*+C?) “AxtBytCayt DY
- ' A+ B+ C
7(Ax0+By0+CZO+D)2
A+B+C
Luego
d(P.)=d(P M):|Ax0+By0+Czo+D|
’ ’ VA + B +C

Por tanto,si n:Ax+By+Cz+D=0 esunplanoy P(xo,yoﬁzo) sera:
_|Ax,+By,+Cz+D|
A+ B +C

d(P,n

Hay que observar quesi P €m ,como Ax,+By,+Cz,+D=0 sera d(P,n)=0 .

# Ejemplo.- Dados el punto  A(3,2.3) y el plano de ecuacion 7:2x -4 y+2z+2=0 |

se cumplira:

23-42+23+2] 6 6
d(A,T[):| > > > |:\/_:7
V2P +(—ap+2” V24
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Si m:Ax+By+Cz+D=0 y mn':Ax+By+Cz+D'=0 son dos planos paralelos y

Pla,b,c) € ,como se cumplira

Aa+Bb+Cc+D’' D'—D
r)_ _
NA*+ B +C? VA + B+

Por tanto, si m:Ax+By+Cz+D=0 y n":Ax+By+Cz+D'=0 son dos planos

d(P,n')=d(m, =

paralelos, se cumplira
|D'— D]
NA+B+C

# Ejemplo.- La distancia entre los planos

d(m,n')=

nx—2y+2z+7=0
n':x—=2y+2z-7=0
es

a__ =7)-71 14
Al )_¢12+(—2)2+22_ 3
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3. Distancia de un punto a una recta.

La distancia de un punto P a una recta r es la distancia entre el punto P y el punto M de 1, tal

que M es la proyeccion ortogonal de P sobre r.

x=a,+At
Esdecir,si 7:{y=a,+A,t; esunarectay P (xo, Yo. zo) un punto del espacio, como
z=a,+ At

T (x—=Xo)+ R (y—10)+2s.(2—2,)=0
Es el plano perpendicular ar, que pasaporP( nlr , Pem ).
Para calcular M=mNr |, resolvemos la ecuacion:

Mo (@ t=x0) Ry (@t hs. t—po )+ 0. (a3 +hs . t—2,)=0

Que despejando t, de dicha ecuacion y sustituyendo en r, obtenemos el punto M, y se

cumplira
d(P,r)=d(P,M)
x=—1+2t
# Ejemplo.- Si 71{y=-2¢ esunarectay P(2,—1,2) un punto del espacio, como
z=1+¢

m:2.(x=2)+(=2).(y+1)+1.(z—2)=0=2x—2y+z—8=0

Es el plano perpendicular a v, que pasa por P( nlr y Pem )

Para calcular M=nNr |, resolvemos la ecuacion:
2.((=1+42t)=2)+(=2).((=2t)+1)+1.((1+¢)-2)=0=9t—9=0=>¢=1

Que despejando t, de dicha ecuacion y sustituyendo en v, obtenemos el punto M(1,-2,2) y se

cumplira

d(P,r)=d(P, M)=A[1-2P+(-2—(-1)+(2-2)=+2
# Ejemplo.- Hallar el valor a, para que la distancia del punto P(4,2.4) a una recta

contenida en el plano XY , que pasa por el punto B(a,0,0) y que es paralela al eje Y, sea

cinco.
Como la recta r tiene por vector v=(0,1,0) y pasa por el punto B, tendrd por ecuacion
xX=a
paramétrica: riyy=t
z=0
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El plano perpendicular a r que pasa por P, tendrd por ecuacion
0.(x—4)+1.(y=2)+0.(z—4)=0= y-2=0

Y el punto de interseccionde T y P , sera el punto de la recta que cumple t=2 . Es

decir:
M=M/(a,2,0)

Y dado que

d(P,r)=d(P,M)=\4—al+(2-2)+(4—0)=+[4—a)+4%=5

Obtenemos:

(4—a)2+42=25 =q’"-8a+7=0= a,=1
a,=7
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4. Distancia de un plano a una recta.

La distancia de un plano 7T a una recta r paralela a ¢l es la distancia de un punto

cualquiera P de r alplano T

x=1-2¢
# Ejemplo.- Si T7:\y=2-2t; esuna recta, como el plano m:x—-2y+2z-4=0 , esun
z=1—t

plano paralela a la recta r.

Para calcular la distancia de r a U , tomamos un punto cualquiera de r, por ejemplo,

P(1,2,1) (haciendot=0), y serd:

d(r,n)=d(p, )=l 22212124 _5
P+(—2)+2> 3
# Ejemplo.- Para calcular la distancia de la recta bisectriz del angulo que forman los ejes
coordenados X e Y, y el plano m:z=a en funcion del valor a.

Como el vector director de la recta bisectriz es 35=( 1,1 ,O) v el vector normal al plano es

d =(0,0,1) .Ycomo V y d son ortogonales, la recta y el plano son paralelos.

Luego, tomando un punto cualquiera de v, por ejemplo el origen de coordenadas
0(0,0,0) , se cumplird

|0+0+0—a |
_ —y

d(r,n)=d(0,n)="—=
)=d( VO + 07+ 17
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5. Distancia entre dos rectas.

Para estudiar la distancia entre dos rectas, puede suceder:
* Que sean coincidentes o secantes, y por tanto su distancia sera nula,
*  Que sean paralelas.
*  Que se crucen.

Distancia entre dos rectas paralelas.

La distancia entre dos rectas paralelas es la distancia de un punto cualquiera de una de ellas

a la otra recta, es decir:
Si r,r' sondos rectas paralelas: d(r,r')=d(P,r') donde PE€Er

# Ejemplo.- Dadas las rectas

z+3 r,_x+2:y—4zz—4

X y=l_
12 2 Y 2 4 4

Como tiene por vectores directores 1=(1,2,2) y v=(2,4,4) que son proporcionales;
por tanto las rectas son paralelas y distintas (ya que por ejemplo el punto P (0,1,-3) de r ,

no pertenecea r' ),
Elplano T perpendiculara r' que pasa por P, tiene por ecuacion
2.(x=0)+4.(y—1)+4.(z+3)=0=22x+4.y+4.2+8=0=>x+2.y+2.2+4=0

x=—2+2¢t
Tomando las ecuaciones paramétricas de la recta 7'\ y=4+4t , ¥ sustituyendo las
z=44+4¢

coordenadas de un punto de r' , en las ecuaciones del plano 11 en las ecuaciones del plano
T para obtener el punto M, obtenemos
(—242¢)+2.(4+41)+2.(44+41)+4=0= 18¢t+18=0> t=—1
Que sustituyendo t, obtenemos
M (-4,0,0)

Y sera:

d(r,r)=d(P,M)=d(P(0,1,~3),M (—4,0,0))=" (-4 +(~1+3°=126
También se puede hallar la distancia entre dos rectas paralelas » y 7' | tomando un
plano perpendicular a ambas y hallando la distancia entre los puntos de interseccion del plano con

cada recta.
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Distancia entre dos rectas que se cruzan.

La distancia entre dos rectas que se cruzan es la distancia de un punto cualquiera de una de

ellas al plano paralelo que contiene a la otra recta, es decir:
Si r,r' son dos rectas que se cruzan:
d(r,r')=d(P,m) donde Pe€r,r'cm,r||n

# Ejemplo.- Dadas las rectas

x—=1_y z-3 , x—=2 y—1_z+1
T 2 Y T T2 T
Como tiene por vectores directores 1=(2,1,2) y v=(1,2,1) , r y r' no son

paralelas, Si ademas consideramos el vector szfé ,dondeP(1,03)er yQ(2,1,-1)er’ .
Como {u,V,W} es un conjunto linealmente independiente, por tener determinante no

nulo, es decir

2 1 2 2 1

1 2 1 =1 2 1 |=—15 (vectores filas)
2—1 1-0 —-1-3 1 1
Lasrectas v y r' secruzan.

Para hallar la distancia entre ambas rectas, hallamos el plano paralelo a r y que
contiene a ' . Dicho plano, tendrd de vectores directores 1=(2,1,2) y v=(12,1) ,y

como tiene que contener a r' , tomando un punto cualquiera de r' , por ejemplo

0(2,1—-1) , obtenemos la ecuacién del plano T

x—=2

y—1 [F0==3x+3z+9=0=>x—2-3=0 (vectores columnas)
z+1

Luego
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6. Producto vectorial.

Dados dos vectores ﬁ=(u] Uy, u3) y VZ(VI,VQ,V;,) , definimos producto vectorial

de # por V ,yloexpresamoscomo #AV o uXV alvector:

e o lu, u u, Uu,| |\u, u
TS | Al T L N I o B

Vi W

Vo V3 Vi V3
Teniendo en cuenta #XV lo podemos expresar respecto de la base canodnica
[,.¢,,¢;] , como

Uy Uy |_
V, Vs

—

e.

Podemos expresar #XV , como

# Ejemplo.- Dados los vectores #=(2,3,1) y v=(1,2,1)

e e, e
uxv=2 3 1 [=¢,.(3-2)-¢&,.(2—1)+¢e;.(4-3)=¢,—&,+&=(1,—1,1)
1 1

2
Algunas propiedades del producto vectorial son:
* Anticonmutativa: #XV=—(VX1)

Distributiva del producto vectorial respecto de la suma de vectores

UX(V+W) =0 XV +1XW

o A(@)xV=N.(uxV)=ux(AV)

- - =

. UXv.1layuXvl1lv

—_—

i xv|=|iil.|V|sen (7, V)

Ademas:

—_— —

iiX V| = area del paralelogramo [OP,0Q] , donde OP,00 son vectores

equivalentesa # y 7V respectivamente.
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# Ejemplo.- Dados los puntos A=(0,1,-1), B=(-2,4,2) y C=(-2,0,0) , el drea del triangulo de
Vertices A, B, y C, sera

(6,—4,8)}=1 Vo™+(=4]+8'=y29

|ABXAC|= %.

0| =

-2 -1 1

Los vectores #XV y VXu son ortogonales a los vectores # y vV , pero UXV
tiene orientacion positiva VX#  tiene orientacion negativa. Decimos que u#XV  tiene

- = —

orientacion positiva cuando  Determinante ({9 X V})>0 , o también decimos que sigue la regla

del sacacorchos.

UXvh
4
—»' -
u u
1 S
ey o -
\% \%

=
X
<l
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7. Producto mixto de tres vectores.

Denominamos producto mixto de los vectores # , vV y W ,al nimero
v, v v, vyl v, v
> o l=1 3 =) — 2 3 1 3 1 2 —
[u,v,w]—u.(va)—(ul,uz,u3). ,— ) =
Wy W3 Wi Wi (W W,
U, U, U
Vo Vs Vi Vs Vi W,
=u,. —U,. +u =V, v, Vs
Wy, W; Wy Ws W W,
Wi Wy Wi
Ademas, cumple las siguientes propiedades:
. (7,7, W]=te(vXiw)=(VxWw) eu=[v,w,u]

- -

e« Si =0 o v=0 o Ww=0 , entonces |u,V,W]=0
o [a+b,v,w]=(G+b)e(vxiv)=a @(Vxiv)+b@(vxw)=[a,v,w]+[b, v, W]
Ademas, como
[5,%,]|=[i @ (vx)|=|i]. [9x #|. cos (i, ¥ X))
Y teniendo en cuenta que |#XV| = drea del paralelogramo de los vectores # y V
respectivamente. Y que  ||ii |.cos(m)| es la altura del paralelepipedo formado por los

-

vectores # , v y w ,sera |[i,V,w]| el volumen del paralelepipedo formado por los

vectores U , V y W
# Ejemplo.- Dados los vectores 1=(1,3,3) , v=(-2,3,1) y i#w=(-1,2,1)
El volumen del paralelepipedo generado por los vectores @ , Vv y W , serd el drea

de la base generada por los vectores V , W , es decir B=|VXWw| por la altura

h=lii||cos (i, v XW]| . Es decir:

- 1 3 3
h.B=[i|.|VXw|.|cos (i, Vx| |=[i @y Xib|=|[%,V,W]=|-2 3 1||=|1]=1
-1 21
Teniendo en cuenta que el volumen del tetraedro generado por los vectores 4 , V y
" 1 ] 1 .
w o, es 3 del area de la base 2—-3 , por la altura h, serd:
;—.h.(;—.B)=%|ﬁ|.|i?><v"v|.|cos[ﬁ,T/Xv”v}|=é—.|[i2,\7,Vv]|—é—.|1|=é—
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8. Perpendicular comun a dos rectas que se cruzan.

!

Para calcular la recta perpendicular a dos rectas » 'y r' que se cruza, si vector # y

!

vector V son los vectores directores respectivamente de r 'y r' , calculamos el vector

W ortogonala @ ya 7V ,esdecir w=uxXVv ,yelpunto P , interseccion del plano
T perpendicular a 7 que contiene a 7' . La recta buscada vendra generada por el punto
P yelvector w

# Ejemplo.- Dadas las rectas que se cruzan (se deja como ejercicio)

r:x—lzlzz—l y r,:x+1:y—4zz—l
2 1 1 -3 2 1
Como tiene por vectores directores 1=(2,1,1) y v=(-32,1) , r y r' no son

paralelas, Si ademds consideramos el vector W=uUXV= (—1,-5,7)

Como el plano 1T que contiene a r y la recta perpendicular comun tiene de ecuacion:
-1 =5 7 |F12x—-15y—-92—-3=0 (vectores filas)

Como las ecuaciones paramétricas de r' son:

x=—1-3¢
y=4+2t
z=1+4t¢

Hallando la interseccion Pde 1 y r' tenemos:
12(—1-3t)—15(4+2t)=9(1+¢)—3=0=>¢=—28

Y sustituyendo t en las coordenadas de v', obtenemos
P(—1-3.(—28),4+2.(—28),1+(—28)) = P(83,—52,—27)

Luego la recta perpendiculara r y r' eslarecta:

5 x—83 _y+52_ z+27
T -1 -5 7
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