Beweis der Satze der Dualitat

Satze der Dualitat

1. Seiena,b € ]R{f{ zwei Variablen, deren Summe konstant ist, also a + b = ¢ mit
¢ € R{. Dann ist das Produkt a - b genau dann maximal, wenna = b = %
2. Seien a, b € R¢ zwei Variablen, deren Produkt konstant ist, also a * b = ¢ mit

¢ € R{. Dann ist die Summe a + b genau dann minimal, wenna = b = Je.

Beweis:

Wir verwenden fir den Beweis der Satze der Dualitdt die bereits hergeleitete

Mittelungleichung: Fiir a,b € R{ giltvVa-b < %b, wobei die Gleichheit genau dann erfillt

ist, wenna = b.
1. Seiena,b € R{ zwei Variablen, deren Summe konstant ist, also a + b = ¢ mit ¢ € R{.

Dann gilt fir das Produkt unter der Verwendung der (quadrierten) Mittelungleichung:

a-b< (a+b)?

mit Gleichheit genau dann, wenn a = b.

Also bildet der Ausdruck @ ein Maximum fir das Produkt a - b, dass genau dann

erreicht wird, wenn a = b.
Da a + b = c gilt, wird das Maximum des Produkts genau dann erreicht, wenn

a=b=-.0

N[O

2. Seiena,b € ]Rar zwei Variablen, deren Produkt konstant ist, also a * b = ¢ mit
c € R{.
Dann gilt fir die Summe unter der Verwendung der (etwas umgeformten)
Mittelungleichung:
a+b > 2va- b mit Gleichheit genau dann, wenn a = b.
Also bildet der Ausdruck 2va - b ein Minimum fiir die Summe a + b, dass genau dann
erreicht wird, wenn a = b.
Daa - b = c gilt, wird das Minimum der Summe genau dann erreicht, wenn

a=b=+c.o



Bemerkung:

Die Satze der Dualitat konnen unter Verwendung der allgemeinen Mittelungleichung auch

auf n Variablen zu den folgenden Satzen verallgemeinert werden:

1.

Seien a4, a,, ...,a, € ]R%f)r n Variablen, deren Summe konstant ist, also

a, +a, + -+ a, = ¢ mit ¢ € R{. Dann ist das Produkt a; * a, * ...* a, genau dann
maximal, wenna; = a, =---=a, =-.

Seien a,, ay, ..., az € R n Variablen, deren Produkt konstant ist, also

a, dy- .. a, = cmitc € RY.Dann ist die Summe a; + a, + -+ + a, genau dann

minimal, wenna; = a, = --- = a,, = V.

Die beiden bewiesenen Satze machen Aussagen liber Extremwerte bestimmter

Funktionstypen.

Der erste Satz gibt Auskunft Giber das Maximum einer Funktion bestehend aus Faktoren,

wahrend der zweite Satz Auskunft Gber das Minimum einer Funktion gibt, die aus

Summanden besteht.

Beispiel fiir die direkte Anwendung der Satze:

a) Welches Rechteck besitzt unter jenen Rechtecken mit gleichem Umfang den grof3ten

Flacheninhalt?

Seien a und b die beiden Seitenldangen des Rechtecks und U der konstante Umfang.
Esgiltalso2(a+b) =Ubzw.a+ b = %, also ist die Summe der beiden Seiten

konstant.

Gesucht ist das Maximum fur den Flacheninhalt A(a,b) = a - b.

Einsetzen der (umgeformten) Nebenbedingung b = %— a in die Zielfunktion ergibt
U
A(a) =a- (E_ a).
. . U . U U
Da die Summe der beiden Faktoren a und S a konstant ist, da a + (; - a) = kann

der erste Satz der Dualitat verwendet werden.

. ) . . U U
Demzufolge ist der Flacheninhalt genau dann maximal, wenn a = >4 alsoa = "

Flr die Seite b erhalten wir durch die Nebenbedingung b = % - % = %.

Also sind die Seiten gleich lang und es handelt sich bei dem Rechteck um ein Quadrat.



b) Welches Rechteck besitzt unter jenen Rechtecken mit gleichem Flacheninhalt den
kleinsten Umfang?
Seien a und b die beiden Seitenldngen des Rechtecks und A der konstante Flacheninhalt.
Esgiltalsoa-b = A.
Gesucht ist das Minimum fir den Umfang U(a, b) = 2a + 2b.

Einsetzen der (umgeformten) Nebenbedingung b = 2 in die Zielfunktion, ergibt
A

U(a) =2a+2 -~

Flr das Produkt der zwei Summanden 2a und 2 2 gilt 2a - 22 = 4A.

Also ist das Produkt der zwei Summanden konstant und der zweite Satz der Dualitat

anwendbar.

. - A
Demzufolge ist der Umfang genau dann minimal, wenn 2a = 2 = also a* = A bzw.

a = VA

Flr die zweite Seite ergibt sich mit Hilfe der Nebenbedingung b = % = VA.

Also sind die Seiten gleich lang und es handelt sich auch bei diesem Rechteck um ein

Quadrat.



