GONIOMETRICKE FUNKCE V PRAVOUHLEM A

Tangens a kotangens

Zdn Pol Kastrdl




\7,
PR

23. tijna 2021



1 UHLY A STRANY V PRATROJL
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(a) Umim b, ale neumim « a 8 (b) Umim B, ale neumim a a ¢

Obr. 1: Co umim a co neumim?

1 Uhly a strany v PRATROJZL

Vime, ze v PRATROJTZL je vztah mezi stranami dan Pythagorovou
vetou. Ta umoznuje ze dvou znamych stran vypocitat stranu tieti. V.- PV
vSak vubec nevystupuji thly! A ja je chci umét vypocitat, znam-li
strany a basta! A nebo chci vypocitat strany, znam-li ihly a jednu stranu
(PV mi nepomuze) (viz obr.1). Jediné, co o ihlech a a § vim, je to, ze
a+ [ = 180°.

Ukéaze se, ze to je velice jednoduché, sta¢i znat néco o po-
dobnych trojuhelnicich a vlozit do toho trochu manudlni préce (méfeni
pravitkem).

V nasledujicich ivahach budeme pouzivat pojmy prepona, prilehla
odvésna a protilehla odvésna. Prilehlost a protilehlost je pojem re-
lativni — zdvisi na thlu, vzhledem ke kterému to bereme (viz obr.2).
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b — odvesna protilehla 1hlu £ a — odvesna protilehld uhlu «

b — odvesna piilehla dhlu « a — odvésna piilehla dhlu g

A c
prepona

Obr. 2: Bacha na termino-logii!

2 Definice funkce tangens

Narysujme si pravouhly trojihelnik ABC' s odvésnami a,b takovy,
ze a« = 35° a b = 10cm (viz obr.3a). Zméfime pravitkem
odvésnu a (s presnosti na milimetry) a dostaneme hodnotu a = 7,0 mm.
Pomeér protilehlé odvésny ku prilehlé odvésné je tedy

a 10

- 0,7.
b 7 ’

Nyni do AABC vnotrime mensi trojihelnik AAFE takovy, ze prilehla
odvésna bude @’ = 8cm (viz obr.3b). Umime bez opétovného mérent
zjistit, jakou hodnotu m4 protilehld odvésna a’?

Umime, méfit jiz netieba (tfeba tam ¢tha had!). Trojihelniky ABC
a AF'E jsou ptece podobné, takze plati:

a

Ale pomér ¢

zname, tedy ‘;—,/ = 0,7 a odtud

a=0,7-b=0,7-8=5,6[cm]
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a=7,0cm , ,|le=70cm
a =1
35 a /= 8cm /d] /il
. b=10cm ¢ . b=10cm F ¢
(a) Zméfime a (b) Podobné trojihelniky
Obr. 3:

[ https://www.geogebra.org/m/bhaumaay ]

Zavér: Meétenim jsme zjistili, ze v PRATROJZL s thlem o = 35°
je pomér odvésny k tomuto uhlu protilehlé a odvésny k tomuto uhlu
prilehlé roven ¢islu 0, 70. Pokud narazime na jakykoli jiny PRATROJ
s thlem o = 35° jsme diky nasemu meéfeni schopni vyse uvedenym
postupem spocitat jednu z odvésen, pokud zname odvésnu druhou. A
nemusime jiz podruhé mérit.

Pomeér 0,7 ziskany pro uhel 35° je tedy velice cenny a je vhodné si
ho nékde uchovat pro dalsi pouziti.

Tomuto vzacnému pomeéru budeme od nynéjska tikat vznesené tan-
gens dhlu 35° a budeme to zapisovat zkracené

tg35° = 0,7

Uhel a mizeme v trojihelniku samozfejmé ménit v intervalu (0°;180°).
Pro kazdou hodnotu ihlu z tohoto intervalu muzeme narysovat prislusny
PRATROJ, mérenim zjistit pomér protilehlé a prilehlé odvésny a tim
ziskat hodntu tangens tohoto hlu (a zase si ji nékam poznagit)!

Pro libovolnou hodnotu dhlu z intervalu (0°;180°) je tedy tangens
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B a | tg(a)
5° 0.09
10° | 0.18
15° | 0.27
20° | 0.36
25° | 0.47
30° | 0.58
35° 0.7

40° | 0.84
ﬂ 45° 1

A . , . C 45° A
prilehld odvésna A a ? ?
10 c z 2

(a) Definice funkce tangens (b) Magické tabulka vznikld méfenim

protilehld odvesna
tgoo = —7
piilehla odvésna

10
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Obr. 4:

[ https://www.geogebra.org/m/sfxemyjg ]

tohoto thlu definovan vztahem:

protilehla odvésna

t = 1
S prilehla odvésna (1)

Hodnota cisla tg a zavisi na velikosti ihlu . Zménime-li 1hel, zméni
se jeho tangens. Rikdme, 7e ¢islo tga je funkei dhlu o a méme-li na
mysli prirazovani vSech moznych hodnot tangens vSéem moznym uhlum
z intervalu (0°; 180°), mluvime o funkci tangens.

Diky definici (1) (viz téz obr.4a) si méfenim snadno vytvoiime ta-
bulku hodnot funkce tangens (obr.4b). Tu muzeme vyuzit dvéma
zpusoby:

e K vypoc¢tum odvésen a ihlu v PRATROJTIL.

e K nakresleni grafu funkce tangens .
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3 VYPOCET ODVESEN A UHLU V PRATROJTL
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3 Vypocet odvésen a tihla v PRATROJTL

Priklad 1: Uziti tangens k vypoctu odvésny

a) Urci stranu a v obrazku vlevo (protilehld odvésna).
b) Urci stranu b v obrazku vpravo (ptilehla odvésna).

B
J

Vysledky:

a) a = 10,39 b) b=28,2
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ResSeni:

_ protilehld  a

1, - *
B prilehla b ®)

a) Ze vztahu (%) vyjadiime a:
a="b-tga

a dosadime:
a=06-tg60°

e Hodnotu tg60° muzeme vyéist z nasi magické tabulky
(https://www.geogebra.org/m/sfxemyjg) (tg60° =
1,73) a vynasobit 6.

e Nebo rovnou pocitame na SciCalcu (https://www.
geogebra.org/scientific nebo pomoci aplikace v
mobilu?). Bacha — zde se zadava tangens nikoliv jako
tg, ale jako tan!

e Nebo pocitame na svoji kapesni kal-kulajdé. ..

Dostavame:
[ a = 10,39 ]

b) Ze vztahu (x) vyjadiime b:

b=—
tg o

a dosadime:
5,96

b=
tg 36°

b= 8,20
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Generator zadani:

[ https://www.geogebra.org/m/peexuuwe ]

%https://play.google.com/store/apps/details?id=org.geogebra.
android.scicalc

& J

Priklad 2: Uziti tangens k vypoctu ihlu

a) Urci dhel v obrazku vlevo.
b) Uréi thel v obrdzku vpravo.

B

Vysledky:

a) B = 55° b) 8 = 50°
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ResSeni:

_ protilehld b

tgf =" =~ ()

prilehla a

a) Ve vztahu (%) zndme b i a, takze muzeme urcit hodnotu
tohoto pomeéru:

Nyni jsme v opacné situaci nez v predchozim prikladé —
tam jsme znali uhel a hledali jednu z odvésen v poméru .
Nyni zname pomeér odveésen, tedy tangens uhlu 5 a hledame
thel 3.
e Opét se muzeme juknout do magické tabulky (https:
//www .geogebra.org/m/sfxemyjg)
e Ve SciCalcu natukédme

tan~'(1.43)

e Podobné na bézné kal-kulajdé pouzijeme tlacitko

tan~!

b) Do poméru g musime pomoci pythagorovy véty nejprve
dopocitat odvésnu a:

a=vVc2—b=+/10,182 - 7,82 =6.54

Dostavame vysledek
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Odtud dostavame

bo7,8
= =" >=1.1
= =5 1L

Odtud jednim z néstroju jako v ¢asti a) dostaneme

Generator zadani:

[ https://www.geogebra.org/m/vqvtrrnb ]
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4 Cviceni

Zadani cv. 1: Komin Dalesického pivovaru

Jak vysoky je komin z Postiizin®, jestlize je
vidét jeho vrchol ze vzdalenosti 95 m od paty
komina pod thlem 40°7

%https://www.csfd.cz/film/6665-
postriziny/prehled/

Zadani cv. 2: Kou-zelnicka cepice

Vypocti objem kou-zelnické cepice
v podobé rota¢niho kuzele, jehoz
osovy Ttez méa tuhel pii vrcholu
w=068 a prumér podstavy
d=12cm.

Zadani cv. 3: Do koso-¢étverce!

Do koso-ctverce ABCD je zakreslena A
thlopficka AC (dotazend az do kraju!).
Pritom plati, ze uhlopiicka AC' ma velikost
80mm thel DAB mé velikost 72°. Vypocti
délku druhé uhlopticky a obvod koso-¢tcerce!

10
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Zadani cv. 4: Kostel Reporyjcta

Roménsky kostel svatého Petra a Pavla
v Reporyjich® mé véz, jejiz stfecha je v po-
dobé pravidelného ctyibokého jehlanu s pod-
stavnou hranou a = 4m. Stfecha m& sklon
70°. Vypocti:

a) vysku jehlanu

b) objem jehlanu

%https://wuw.wikiwand.com/cs/Kostel_svat,
C3%A%ho_Petra_a_Pavla_(%C5%98eporyje)

11
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5 RESENI CVICEN{

5 ReSeni cviceni

Reseni cv. 1: Komin DaleSického pivovaru

Jak vysoky je komin z Postiizin®, jestlize je
vidét jeho vrchol ze vzdalenosti 95 m od paty
komina pod thlem 40°7

“https://www.csfd.cz/film/6665-

postriziny/prehled/
‘ h

o= -
S

h=d-tga

h =95 - tg 40°
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Reseni cv. 2: Kou-zelnicka cepice
Vypocti objem kou-zelnické cepice N

v podobé rota¢niho kuzele, jehoz
osovy Tez ma tuhel pfi vrcholu
w=068 a prumér podstavy
d=12cm.

Kazdej blbec vi (KBV), ze ob-
jem kuZele (stejné jako jehlanu)
je dan vztahem

1
V:§S’U

Pritom S je obsah podstavy, zde

S =n7r

Pticemz polomér r = = 6cm zname. Zbyva uréit vysku
jehlanu v a k tomu nam dopomaéhej tangens!
V pravoihlém AV SA plati:

d
2

r
tg — = —
v
Odtud
T 6
v=—=
tgs  tg34°
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Krzevé presnost nebudeme tuto hodnotu pocitat zvlast, ale
vSechno radéji nafrkame do toho prvniho vzorce pro objem:

1 1 6
:—S’U:—-’ﬂ'~62' = 335,34011’13
3 3~ tg34°
S ——

14
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Reseni cv. 3: Do koso-étverce
Do koso-¢tverce ABCD je zakreslena A

uhlopficka AC (dotazend az do kraju!).
Pritom plati, ze thlopiicka AC' ma velikost
80 mm thel DAB mé velikost 72°. Vypocti B D
délku druhé uhlopticky a obvod koso-¢tcerce!

KBY, ze v kosoctverci se A
thlopticky puli (jako v kazdém

rovnobézniku) a navic jsou na

sebe kolmé. Proto pouzijeme o 4
pravouhly AASD, kde S je stred
BD:

T
tg36° = — B D
&30 =1

Odtud

x =40 - tg 36°

A dile C

[0l J 2o =20t = sz |

Dale KBV, ze obvod kosoctverce je o = 4a. Stranu a zfejmeé uréime
pomoci Pythagorovy véty pro AASD:

a = V402 + 12 = /402 + (40 - tg 36°)2

Procez

@ — 4a = 4\/407 1 (40 - 18 36°)% = [ 1978 mm ]

15
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Reseni cv. 4: Kostel Reporyjci

Roménsky kostel svatého Petra a Pavla
v Reporyjich® mé véz, jejiz stfecha je v po-
dobé pravidelného ctyibokého jehlanu s pod-
stavnou hranou a = 4m. Stfecha m& sklon
70°. Vypocti:

a) vysku jehlanu

b) objem jehlanu

%https://www.wikiwand.com/cs/Kostel_svat,
C3%A%ho_Petra_a_Pavla_(%C5%98eporyje)

a) Z AV SP dostavame:

tg 64° = - = g v =2tg 64°

=

b) Pro objem jehlanu plati:

vie| <

1
V:§S’U
L, L o 3
V:§az}=§-4-2tg64°—> V=219m
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6 Graf funkce tangens

Vratime se k nasi tabulce hodnot funkce tangens (obr.4b) a vyneseme ji
do grafu. Muzeme také pouzit aplet v GeoGebie (odkaz v obr.7).

12{tgla)
11.54
114
10.54
101
9.5
9.
8.5
8_
7.5
?_
6.5 1
6_
> 80°
5_
4.5
44
3.5
3_
251 5.67
2_
1.5
l_
0.5

o4
0° 5% 10°15°20°25°30°35°40° 45°50°55°60°65°70° 75" 80°85"80°95°

Obr. 7:

[ https://www.geogebra.org/m/Dqpfd5JB ]

Vidime, ze grafem je krivka, kterd zacind v pocatku (bod [0;0] do
grafu v8ak nepatii, pac¢ trojihelnik nemuze mit oo = 0°).

Zpocatku roste tangens skoro linedrné (graf do cca 25° pripomind
piimku). Potom je vidét, jak se rychlost rustu zacind prudce zvysovat.

17
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6 GRAF FUNKCE TANGENS
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Blizime-li se s thlem o« k 90°, priblizuje se kiivka grafu ¢im déle
tim vice k zelené ¢arkované piimce vedené kolmo k vodorovné ose grafu
bodem [90°;0]. Tuto pfimku graf nikdy neprotne, ani se ji nedotkne.
Rikdme ji po doméacku a s ldskou ASYMPTOTA.

Pro thel a = 90° hodnota tangens neexistuje, pa¢ PRATROJ
nemuze mit dva hly pravé!

Piiklad 3: Trochu fysiky:

Co kdyz pojmeme graf funkce tangens tak, zZe na vodorovné ose je
misto ihlu €as a na svislé draha néjakého télesa? Popis charakter
pohybu tohoto télesa!

draha !

s =tgt .
As
=—=0.0222 =0. :
vp =57 =00 0.02 |

LAt ! cas

Obr. 8:

[ https://www.geogebra.org/m/rqxvcerc ]
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Zacatek grafu je témeér primkovy a drdha narustd skoro rov-
nomérné. Je to tedy skoro rovnomérny pohyb se skoro konstantni
rychlosti (sleduj v apletu v GeoGebie — odkaz u obrazku).

Po chvili vSak draha za¢ne narustat ¢i dal rychleji — rychlost télesa
se vyrazné meéni, jedna se tedy o zrychleny pohyb.

Prirustky rychlosti v jednotlivych intervalech At jsou stale vétsi
(sleduj, o kolik se zvétsuje fialové ¢islo v apletu), takze zrychlent
neni konstantni a pohyb je nerovnomeérné zrychleny.

Vime, ze pokud bychom chtéli graf drahy rovnomérné zrychleného
pohybu, musela by drédha na case zaviset kvadraticky (Pro RZP
je s = tat?).

7 Definice funkce kotangens

Tangens jsme definovali jako pomeér

protilehla odvésna

prilehld odvésna

Kotangens je definovan jako pomér opacény:

prilehld odvésna

(2)

cotg v =
& protilehla odvésna

Vidime, ze tangens a kotangens daného dhlu « jsou vzdjemné
prevracené hodnoty:

cotg v = — (3)

19
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1
cotg a

tga =

(4)

Funkce kotangens je tedy pro tucely vypoctu vlastné nadbytecna.
Z toho duavodu na kalkulackdch nenajdeme tlacitko cotg!
Chci-li urcit kotangens néjakého uhlu, staci urcit tangens a vzit jeho
prevrdacenou hodnotu.

Priklad 4: Neprijemna Slamastyka

Predstav si, ze KOBA na tebe miff AK—ckem a chce, abys ji na
kalkulacce spocitala kotangens thlu a = 34°. Co udélas?

Na SciCalcu zjistime:

tg34° = 0,67
Odtud
tg 34° ! . 1. 1,49
CO = = — =
& tg34° 0,67 ’

Samolitr je lepsi do SciCalcu rovnou natukat vyraz

1
tg 34°

=| 1,48

Tim se vyhneme zaokrouhlovani a vysledek bude presnéjsi.
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