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Variable aleatoria continua y distribución 
normal 

CURSO TEMA WWW.DANIPARTAL.NET 

1ºBach Estadística 03   Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada 

INFORMACIÓN GENERAL 

Variables aleatoria continua. Función de densidad y función de distribución normal o 
gaussiana. Tipificar la variable aleatoria. Ejercicios para operar con la tabla de 
probabilidad acumulada. Aproximación de la binomial a la normal (Teorema central del 

límite). 

Vídeo asociado: 

https://youtu.be/Ao7hjpPWj9E  

VARIABLE CONTINUA 

Sabemos que, si la variable toma un conjunto de valores continuo, el número de casos 

totales se hace tan grande que al aplicar la regla de Laplace la probabilidad de un caso 
favorable tiende a cero. Por ejemplo: probabilidad de que un alumno obtenga una nota 

de 6,325 en un examen de matemáticas realizado a 100 alumnos de una asignatura. 

Que la probabilidad según la regla de Laplace tienda a 0 no significa que el suceso sea 

imposible. Significa que el total de casos posibles es muy, muy, muy grande en 

comparación con un único caso favorable. 

Al igual que hicimos con variable discreta, podemos definir una función de probabilidad, 

una función de distribución y una serie de parámetros estadísticos 

DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD PARA VARIABLES ALEATORIAS 

CONTINUAS 

Como la probabilidad de un valor concreto 𝑥𝑖 en una variable aleatoria tiende a 0, no 

tiene sentido hablar de función de probabilidad P(X) para una valor concreto X=𝑥𝑖 sino 

de una función densidad f(X) que al ser integrada en un intervalo [𝑥𝑖 , 𝑥𝑗] nos devuelve 

la probabilidad de que X tome un valor dentro de ese intervalo: 

𝑷(𝒙𝒊 ≤ 𝑿 ≤ 𝒙𝒋) = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒙𝒋

𝒙𝒊

 

Fíjate que si 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 → 𝑃(𝑥𝑖 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥𝑖) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑥𝑖

𝑥𝑖
 

Lo cual es coherente con nuestra hipótesis de partida: la probabilidad de alcanzar un 

valor concreto en una variable continua es 0. 

Acumulando la probabilidad para valores menores o iguales a 𝑥𝑖 tendremos la función 

de distribución: 

𝑭(𝒙𝒊) = 𝑷(𝑿 ≤ 𝒙𝒊) = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒙𝒊

−∞

 

Donde el límite inferior “menos infinito” significa que consideramos todos los valores 

de la variable X inferiores a 𝑥𝑖. Es obvio que la probabilidad acumulada en el intervalo 

[𝑥𝑖 , 𝑥𝑗] se obtiene a partir de la definición primera de la función de densidad. 

https://youtu.be/Ao7hjpPWj9E


Variable aleatoria continua y distribución normal 

2 

𝑭(𝒙𝒋) − 𝑭(𝒙𝒊) = 𝑷(𝒙𝒊 ≤ 𝑿 ≤ 𝒙𝒋) = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒙𝒋

𝒙𝒊

 

Si consideramos todos los valores posibles que pueda tomar la variable aleatoria X, su 

probabilidad acumulada total debe ser igual a 1. Por eso nuestra integral cumple: 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
+∞

−∞

= 𝟏 

Donde “menos y más infinito” indican que se acumulan todos los valores posible de la 

variable de la función que estamos integrando. 

PARÁMETROS DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA 

Si X es una variable aleatoria continua que toma valores en el intervalo [𝑎, 𝑏] y f(x) es 

su función de densidad que cumple las condiciones descritas en el apartado anterior, 

podemos calcular sus correspondientes parámetros estadísticos. 

Media o esperanza matemática: 

𝜇 = ∫ 𝑥 · 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Varianza: 

𝜎2 = ∫ (𝑥 − 𝜇)2 · 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Desviación típica: la raíz cuadrada de la varianza. 

𝜎 = √𝜎2 = √∫ (𝑥 − 𝜇)2 · 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Recuerda que la media es un dato que representa el promedio del conjunto de todos 
los valores. El grado de acierto o no de que ese valor medio sea un buen representante 
de la distribución lo da, como siempre, la varianza y la desviación típica. A menor 

desviación típica mejor será la media como representante de la variable. 

LA DISTRIBUCIÓN NORMAL O GAUSSIANA 

Una variable X se dice que sigue una distribución normal N(𝜇 ,  𝜎 ) de media 𝜇  y 

desviación típica 𝜎 si los valores posibles de la variable ocupan toda la recta real (desde 

−∞ hasta +∞) y si su función de densidad puede expresarse como: 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
· 𝑒

−1
2

·(
𝑥−𝜇

𝜎
)

2

 

Decir que X sea una variable continua siempre será un modelo ideal, ya que existen 
infinitos decimales en los números reales. Pero es una muy buena aproximación para 

multitud de problemas de estadística. 

La gráfica de la distribución normal toma la forma de la conocida campana de Gauss. 

Es simétrica respecto al valor medio 𝜇 (la media coincide con la mediana) y muchas 

variables aleatorias se pueden aproximar a esta forma (peso de una población de una 

determinada edad, altura de las personas de un curso, etc.). 
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La distribución gaussiana aglomera: 

• el 68,26% de los valores de la variable X en el intervalo [𝜇 − 𝜎, 𝜇 + 𝜎].   
• el 95,44% de los valores de la variable X en el intervalo [𝜇 − 2𝜎, 𝜇 + 2𝜎].   
• el 99,73% de los valores de la variable X en el intervalo [𝜇 − 3𝜎, 𝜇 + 3𝜎].   

TIPIFICAR LA VARIABLE PARA OBTENER LA DISTRIBUCIÓN NORMAL 

ESTÁNDAR 

¿Tenemos que estudiar integrales para calcular la probabilidad acumulada por la 

distribución normal en un intervalo? 

Afortunadamente no. Esta distribución ha sido tan estudiada a lo largo de los años que 

existen tablas con los valores acumulados para diferentes intervalos. Para usar estas 

tablas necesitamos convertir la distribución N(𝜇, 𝜎) en una distribución normal de 

media 0 y desviación típica 1: N(0,1).  

Este proceso se conoce como tipificar la variable. Quedando la función de densidad de 

la variable normal tipificada: 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋
· 𝑒

−𝑥2

2  

¿Cómo pasar de N(𝜇, 𝜎) a N(0,1)? 

Definiendo una nueva variable aleatoria Z que será: 

𝒁 =
𝑿 − 𝝁

𝝈
 

De esta forma la función de distribución cumple (probabilidad acumulada desde menos 

infinito hasta el valor concreto X=x): 

𝑭(𝒙) = 𝑷(𝑿 ≤ 𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒙

−∞

= 𝑷(𝒁 ≤
𝒙 − 𝝁

𝝈
) 

Pudiendo obtener el valor 𝑷(𝒁 ≤
𝒙−𝝁

𝝈
) de la tabla normal estándar o tipificada, ya que Z 

es una variable que sigue la distribución N(0,1). En la siguiente hoja encontrarás una 

imagen de estos valores tabulados. Esta tabla te la darán el día del examen de 

Selectividad. 

Un ejemplo: 

Sea la distribución normal N(60,5). Es decir, la media vale 60 y la desviación típica 5. 

Calcular la probabilidad de que la variable aleatoria X sea igual o inferior a 62. 

Es decir, preguntan por la probabilidad acumulada (función de distribución) siguiente: 

𝑃(𝑋 ≤ 62) 

Tipificamos la variable, de tal forma que: 

𝑃(𝑋 ≤ 62) = 𝑃(𝑍 ≤
62 − 𝜇

𝜎
) = 𝑃(𝑍 ≤

62 − 60

5
) 

𝑃(𝑋 ≤ 62) = 𝑃(𝑍 ≤
2

5
) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) 

La probabilidad acumulada para 𝑋 ≤ 62 coincide con la probabilidad acumulada para la 

variable tipificada 𝑍 ≤ 0,40 . Mirando la tabla de la distribución normal inferior 

(probabilidad acumulada inferior) comprobamos: 

𝑃(𝑍 ≤ 0,40) = 0,6554 

Podemos afirmar que existe una probabilidad del 65,54% de que al escoger un valor 

de la muestra el valor de la variable X sea igual o inferior a 62. 
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Siguiendo con el ejemplo anterior de la distribución normal N(60,5).  

Pueden preguntarnos por la probabilidad de que la variable aleatoria esté por encima 

de un valor concreto. Por ejemplo: 

𝑃(𝑋 ≥ 62) 

Si la tabla tipificada nos da los valores acumulados inferiormente, ¿cómo obtener la 

probabilidad acumulada superior (por encima de x=62)? 

Sabemos que la probabilidad total es 1 y que la distribución normal es simétrica 

respecto la media, por lo que se cumple: 

𝑷(𝒁 ≥
𝒙 − 𝝁

𝝈
) = 𝟏 − 𝑷(𝒁 ≤

𝒙 − 𝝁

𝝈
) 

Anteriormente ya habíamos tipificado la variable y obtenido el valor de: 

𝑃(𝑋 ≤ 62) = 𝑃(𝑍 ≤
62 − 60

5
) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) = 0,6554 

Por lo tanto: 

𝑃(𝑋 ≥ 62) = 𝑃(𝑍 ≥
62 − 60

5
) = 𝑃(𝑍 ≥ 0,40) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) 

𝑃(𝑍 ≥ 0,40) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) = 1 − 0,6554 = 0,3446 

Resultando una probabilidad del 34,56%. 

¿Qué ocurre si nos preguntan por un valor tipificado Z negativo (por debajo 

del valor medio z=0)? 

La tabla tipificada ofrece valor a partir de z=0. Pero al ser simétrica respecto a la media, 

podemos razonar de la siguiente forma (ojo con el sentido de las desigualdades): 

𝑷(𝒁 ≤ −𝒌) = 𝑷(𝒁 ≥ 𝒌) = 𝟏 − 𝑷(𝒁 ≤ 𝒌) 

Siendo “k” un valor real positivo. 

Por ejemplo: 

𝑃(𝑍 ≤ −0,40) = 𝑃(𝑍 ≥ 0,40) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) = 1 − 0,6554 = 0,3446 

La probabilidad sería del 34,56%. 

¿Cómo calcular la probabilidad acumulada superior de un valor tipificado Z 

negativo? 

Nuevamente usamos la simetría alrededor de la media de la distribución normal. 

𝑷(𝒁 ≥ −𝒌) = 𝑷(𝒁 ≤ 𝒌) 

Por ejemplo: 

𝑃(𝑍 ≥ −0,40) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) = 0,6554 

La probabilidad sería del 65,54%. 

¿Y si buscamos la probabilidad acumulada en un intervalo [𝒂, 𝒃]? 

Muy sencillo: a la probabilidad acumulada para el extremo superior 𝑥 = 𝑏 le restamos 

la probabilidad acumulada para el extremo inferior 𝑥 = 𝑎. 

𝑷(𝒂 ≤ 𝒁 ≤ 𝒃) = 𝑷(𝒁 ≤ 𝒃) − 𝑷(𝒁 ≤ 𝒂) 

Por ejemplo: 

𝑃(0,25 ≤ 𝑍 ≤ 0,40) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,40) − 𝑃(𝑍 ≤ 0,25) = 0,6554 − 0,5987 = 0,0567 

La probabilidad acumulada en el intervalo sería del 5,67%. 

OBTENER VALOR DE LA VARIABLE TIPIFICADA Z QUE ACUMULA UNA 

DETERMINADA PROBABILIDAD CONOCIDA 

En los ejemplos resueltos anteriormente nos daban un valor de Z y nos pedían obtener 
la probabilidad acumulada por debajo o por encima de ese valor de Z. Ahora nos 
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plantean el problema inversa: nos dan una probabilidad acumulada “p” y debemos 

obtener el valor de Z que acumula dicha probabilidad “p”. 

Ejemplo: 

Dada una distribución normal N(0,1) obtener el valor de la variable tipificada Z cuya 

función de distribución acumula el 75% de las observaciones. 

Miramos en la tabla y localizamos el valor más cercano a 0,75 y que lo supere. Y 

leemos: 

• Para z = 0,67 la probabilidad acumulada inferior es 0,7486. 

• Para z = 0,68 la probabilidad acumulada inferior es 0,7517 

Por lo tanto, aproximando según los valores de la tabla, el valor que acumula el 75% 

de las observaciones sería z = 0,68. 

Si quisiéramos obtener un valor más preciso, podríamos plantear una interpolación 
lineal entre los valores 0,67 y 0,68. Pero, de cara a Selectividad, es suficiente razonar 

con los datos de la tabla tal y como hemos descrito.  

OBTENER VALOR DE LA MEDIA O DE LA DESVIACIÓN TÍPICA A PARTIR DE UN 

DATO DE LA DISTRIBUCIÓN NORMAL TIPIFICADA 

Si en un ejercicio no conocemos la media o la desviación típica de la distribución normal, 

pero sí conocemos un valor de probabilidad acumulada para un dato concreto de la 
variable, podemos deducir el dato desconocido a partir de la expresión que tipifica a la 

variable. 

Ejemplo: 

Supongamos una distribución normal de media 𝜇 desconocida y de desviación típica 

igual a 17. Sabemos que el valor x=200 de la variable aleatoria acumula el 40% de las 

observaciones. ¿Cuánto vale la media de la distribución? 

Debemos tipificar la variable X a la variable Z con media 0 y desviación 1. Para un 

valor concreto “x” podemos normalizar con la expresión: 

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
 

Para x=200 y 𝜎 = 17 tendremos: 

𝑧 =
200 − 𝜇

17
 

El valor “z” podemos obtenerlo del dato de que, en la curva tipificada, debe acumular 
el 0,40. Como la tabla de probabilidad acumulada con la que solemos trabajar da los 

resultados a partir de 0,50 tendremos que razonar así: el valor “z” que buscamos será 
simétrico respecto a la media z=0 de aquel valor que deje por encima de él un 40%. 

Y el valor que deja por encima de él un 40% es el que acumula un 60%. Por lo tanto: 

𝑃(𝑍 = 𝑧) ≤ 0,60 

Mirando la tabla, observamos: 

𝑃(𝑍 = 0,25) ≤ 0,5987 

𝑃(𝑍 = 0,26) ≤ 0,6026 

Aproximamos al valor z=0,26. Por lo que el valor simétrico respecto a la media z=0 

será z=-0,26. Si llevamos este valor a la expresión tipificada podremos despejar el 

valor de la media.  

−0,26 =
200 − 𝜇

17
 

−4,42 = 200 − 𝜇 

𝜇 = 204,42 
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¿CUÁNDO APROXIMAR LA BINOMIAL A LA NORMAL? TEOREMA CENTRAL DEL 

LÍMITE 

La distribución normal es tan importante porque muchas distribuciones, bajo 
determinadas condiciones, pueden aproximarse a la normal. Incluso distribuciones de 
variable discreta, como la binomial, pueden aproximarse a la distribución normal que 

es de variable continua. 

Esto es una consecuencia del Teorema central del límite. De este teorema vamos a 

tomar únicamente la siguiente aplicación: 

Si el tamaño de la muestra “n” es muy grande (superior a 30) y la probabilidad “p” no 
se acerca ni a 0 ni a 1, podemos aproximar la variable aleatoria X que sigue una 
distribución normal B(n,p) a una variable continua X que sigue una distribución normal 

N(𝑛 · 𝑝,√𝑛 · 𝑝 · (1 − 𝑝)). 

Esta aproximación es válida si: 

𝑛 · 𝑝 ≥ 5 

n · (1 − p) ≥ 5 

Esta aproximación es muy útil cuando debamos calcular la probabilidad de un intervalo 
de éxitos tras varios ensayos, lo cual llevaría con las ecuaciones binomiales a tener 

que repetir varias veces las operaciones para cada uno de los valores contenidos dentro 
de dicho intervalo. Con la aproximación a la normal se ahorra mucho tiempo de 

operaciones. 

Ejemplo: 

El 5% de los teléfonos móviles fabricados por una empresa no satisface las 

especificaciones técnicas. 

Se extrae al azar una muestra de 2.000 móviles y queremos hallar la probabilidad de 

que la muestra contenga más de 120 teléfonos defectuosos. 

La variable X sigue una distribución binomial B(2.000,0,05) ya que en cada ensayo 

solo hay dos posibilidades: funcionamiento correcto o incorrecto. 

Como n=2.000 y p=0,05 se cumple: 

2.000 · 0,05 = 100 ≥ 5 

2.000 · (1 − 0,05) = 1.900 ≥ 5 

Por lo que podemos aproximar la binomial B(2.000,0,05) a la normal N(100, √95). 

De esta forma: 

𝑃(𝑋 > 120) = 𝑃(𝑍 >
120 − 100

9,7
) = 𝑃(𝑍 > 2,06) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 2,06) = 1 − 0,9803 = 0,0197 

La probabilidad solución es del 1,97%. 

Un detalle: hemos considerado 𝑃(𝑋 > 120)  sin el signo igual porque, al ser una 

aproximación de binomial a normal, no debemos olvidar que en una variable discreta 
la probabilidad de un valor concreto no tiende a 0 (como sí pasa en la variable continua). 

Por eso el enunciado indica que buscamos la probabilidad de superar los 120 teléfonos 

defectuosos, y no dice que deba ser mayor o igual. 

Si quisiéramos en esta aproximación obtener el valor concreto de P(X=120) podríamos 
razonar de la siguiente manera: tomar en la aproximación normal un intervalo de 

amplitud 1 centrado en el valor X=120: 

𝑃(𝑋 = 120) ≅ 𝑃(120 − 0,5 ≤ 𝑋 ≤ 120 + 0,5) 

 

 

 

 


