A 3. probléma egy altalanositasa

A 3. probléma megoldasdbdl kideriilt, hogy az a;, = 4D gorozatra a1 — 2a0 + ap—1 = 1 teljesiil

2
minden £ > 1 esetén (nemsokara kideriil, hogy miért frok n helyett ¢ betiit). Mivel a, = (“}'), binomidlis
egyiitthatokkal is felirhatjuk a kapott Osszefiiggést: (%2) -2 (2451) + (é) = 1. Felmeriil a kérdés, hogy mit
kapunk, ha a binomidlis egyiitthaték ,,nevez6jében” 2 helyett egy tetszoleges m szamot frunk:

() > (2 ()

Feltiinhet, hogy a bal oldalon az egyiitthaték 1,2, 1, azaz a Pascal-hdromszog mésodik soranak tagjai. Ezzel
a megfigyeléssel (1) a kovetkezd alakot alakot 6lti:

02 02+ () ()

Ne alljunk meg, altalanositsunk tovabb! Mi lesz az eredmény, ha 2 helyett egy tetszOleges r szdmot irunk?

(5 () () e o ()2 o () ()

A Pascal-haromszogben ezt gy lehet elképzelni, hogy kiindulunk egy tetsz6leges helyrdl, és ferdén jobbra
felfelé haladva lefrunk néhdny (r + 1 db) szdmot: (e:;r), (”;:1), e (6::11), (fl) Ezeket a szdmokat rend-
re megszorozzuk a Pascal-haromszog r-edik soraban &llé szamokkal, majd a kapott szorzatokat valtakozd
elojelekkel 6sszeadjuk.

Ezzel a problémaval két évvel ezel6tt talalkoztam diszkrét fiiggvények kiilonféle transzformaécidinak sajat-
értékeit vizsgalva. A megoldés az Acta Cybernetica foly6iratban megjelent cikkem egy lemmajaban talalhato.
(A cikk letolthetd innen: http://cyber.bibl.u-szeged.hu/index.php/actcybern/article/view/3987 .)
Elnézést kérek az onreklamért, de személyes okom van ra: a cikk az Imreh Csanad emlékére késziilt kiilon-
szamban jelent meg. Csandddal csoporttarsak voltunk az egyetemen, és, ha jol tudom, Tarcsay tandr trnak
tanitvanya volt. Egyel6re nincs idom t6bbre, mint ideméasolni a lemmat és a bizonyitasat; ha érdekel valakit,
akkor kés6bb leirom magyarul is. Az allitast valdszintileg indukcidval is be lehet bizonyitani, de engem job-
ban érdekelt, hogy mi a kombinatorikai jelentése. A bizonyitdst egy kis fantasy torténetre épitettem, mert
Csanaddal gyakran jatszottunk egyiitt ilyen téméju szerepjatékokban. Szerencsére se a lektor se a szerkesztd
nem kifogasolta a dolgot, ezért a bizonyitas megjelenhetett ebben a ,komolytalan” formaban:

Lemma. For all natural numbers £,r and m, we have

. st () () - L)

Proof. We give a combinatorial interpretation of the identity, and, to make the proof more vivid, we present
it in the setting of a fantasy story. Assume that there is a group of r orcs and ¢ efves wandering together in
Middle-earth. They learn about a wizard forging magic rings, and they decide to steal some of those rings.
A set of m members of the group is to be chosen for this mission, such that all the orcs are included (they
are good fighters). Thus it suffices to choose the m — r elves that are going with the orcs, and the number of
such choices is obviously (, © ).

Now we count the number of possibilities once more, with the help of the inclusion-exclusion principle, and
this will result in the left hand side of (2). Let E and O denote the set of elves and orcs (thus |E| = ¢ and

|O| =), and let G stand for the set of “good” choices for the mission:

G={MCEUO:|M|=mand OC M}.

We saw in the previous paragraph that |G| = (méT). For every orc o € O, let B, denote the set of choices

that are “bad”, because the orc o is not sent to the mission:
B, ={M CEUO:|M|=mando¢ M}.

Given k orcs 01, ...,0, € O, the cardinality of B,, N--- N B,, is (H:n_k), and there are (2) possibilities for
the set {o1,...,0x}. Therefore, by the inclusion-exclusion principle, we have
T
B v [T L+r—Fk
o= 0 (1) (h ),
k=0
which is indeed the left hand side of (2). O
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