




绪 论

一、课程概述：

1、什么是数学?

恩格斯 :“数学是研究数量关系和空间形式的科学.”

课程标准：“数学是研究数量关系和空间形式的科学,是刻画自然规律和社会规律的科学语言和有效工具.

"

(1)数学是一切科学的共同语言

伟大的物理学家伽利略曾说：“宇宙像一本用数学语言写成的大书，如不掌握数学符号语言，就像在黑暗的

迷宫里游荡，什么也认识不清.”

爱因斯坦在研究相对论时,花了数年时间,试图形成关于引力的某种结论，却不知道如何从数学上加以表述.

他求助于好友——数学家格洛斯曼.格洛斯曼向他介绍了与我们学过的欧氏几何不同的黎曼几何，从而促进了相

对论的产生.而黎曼几何在此之前 60年已经产生了.所以,另一位物理学家,诺贝尔奖获得者温伯格说 :“真是

不可思议,当一位物理学家得到了一个思想时,却发现在它之前,数学家已经发现了.”

18世纪初，牛顿在前人基础上总结出了万有引力定律.人们根据此定律，通过计算，就可以精确地求出太阳

系中各个行星的运行轨道——就是我们今后要学到的椭圆.当时人们只知道太阳系中有五颗行星，其运行规律与

由万有引力定律计算出的结果几乎完全一致，万有引力定律取得了巨大成功. 但 1781年,天文学家发现了第 7

颗行星——天王星,其观测数据与计算结果差异甚大,是万有引力定律有问题,还是其它原因?

1844~1845年,英国的耶得默斯,法国的勒威烈,各自独立地根据万有引力定律和天王星的观测数据,运用相

关数学知识,进行了大量的计算,推算出在天王星附近还有一颗行星,并给出其运行轨道.

1846年,德国天文台在勒威烈预言的位置,找到了那颗行星,即第 8颗行星——海王星.这是人类第一次通

过数学计算准确地预言了行星的位置.

(2) 数学是人们在日常生活、工作中必需的基础知识和技能 

现在我们处在一个信息社会，在社会生活中几乎处处充满着数学.购物、购房、购买股票、参加保险时，采取什

么样的方案，可以获得最大收益；看报纸、看电视、听广播时，随时可以发现数学概念——天气预报中，有降水概

率、正负温度、空气污染指数，各地方各企业的增长率，购买彩票时，号码有多少种排列组合，个人所得税税率是多

少，我们每个人都有身高、体重、体温、血压 ∙∙∙∙∙∙.

(3)数学是训练智能，提高人类思维水平的工具

加里宁曾说：“数学是锻炼思维的体操.”

数学的特点就是高度的抽象性，严密的逻辑性.它将纷繁复杂的自然现象、社会现象，经过抽象和简化，从不

证自明的少数几个公理出发，逻辑地演绎出整个系统，其立论清晰、严密而极具理性，成为训练人的思维能力的最

好工具.我们广大中学生在学习数学的过程中，不仅能体会到数学探究过程中的各种思维——想象、类比、联想、

直觉、顿悟等，而且在经历严谨理性的证明、准确合理的计算过程中，能大大提高我们的逻辑思维能力，学会用公

理化的方法，从纷繁的事实中找出最基本的、最本质的东西，用逻辑演绎的方法，将其表述出来.

当我们将来走上工作岗位之后会发现，在学校里学的一大堆数学知识似乎没有什么用处，但数学中所蕴涵的



思想和精神，却无时无刻不在发挥着积极的作用.

(4)数学是一门艺术

大家看到这句话一定会觉得可笑，数学怎么成了一门艺术？

数学有以下几个特点：对 (匀 )称、简洁、统一、奇异.这正是数学的美，数学的艺术性所在.

古希腊著名学者毕达哥拉斯曾说：“一切平面图形中最美的是圆，一切立体图形中最美的是球.”因为这

两种图形在各个方向上都是对称的.黄金分割在优选法中有着重要作用.

数学的语言本身就是最简洁的文字，却极其深刻地反映了复杂的客观规律.爱因斯坦的质能公式：E =

mc2(m为物体质量，c为光速 )就是核爆炸的理论依据.

统一性是指部分与部分，部分与整体之间的和谐一致.引入相反数后，有理数的加减法就可以统一为代数和

的形式；有了倒数概念，乘法与除法得到了统一；平面几何中的相交弦定理、割线定理、切割线定理和切线长定理

可以统一到圆幂定理中.

1777年，法国数学家布丰邀请许多宾朋来家做了一个奇特的试验.他事先在白纸上画好一条条等间距的平

行线，铺在桌上，又拿出一些质量均匀长度为平行线间距一半的小针，请客人把针一根根随便扔到纸上，布丰则在

一旁计数，结果共投了 2212次，其中与任一平行线相交的有 704次，布丰又做了一个简单的除法 2212÷ 704，(请

大家先不要计算，猜一猜结果是多少？ )

计算的结果是 3. 142，然后他宣布这就是圆周率 π的近似值，并且投的次数越多越精确.这个结果使人非常

惊讶，π竟然和一个风马牛不相及的投针试验联系在一起.然而，这却是有数学理论依据的.我们将在高中阶段的

概率学习中了解这一试验的理论依据.

奥地利著名物理学家薛定谔（Erwin Schrödinger, 1887年 8月 12日～ 1961年 1月 4日）提出的一个思想实

验：将一只猫关在装有少量镭和氰化物的密闭容器里.镭的衰变存在几率，如果镭发生衰变，会触发机关打碎装有

氰化物的瓶子，猫就会死；如果镭不发生衰变，猫就存活.根据量子力学理论，由于放射性的镭处于衰变和没有衰

变两种状态的叠加，猫就理应处于死猫和活猫的叠加状态.这只既死又活的猫就是所谓的“薛定谔猫”.但是，

不可能存在既死又活的猫，则必须在打开容器后才知道结果 .

1957年，休 ·埃弗莱特提出的“多世界诠释”似乎为人们带来了福音，由于它太离奇开始没有人认真对待.

格利宾认为，多世界诠释有许多优点，由此它可以代替哥本哈根诠释.格利宾在书中写道：“埃弗莱特……指出

两只猫都是真实的.有一只活猫，有一只死猫，它们位于不同的世界中.问题并不在于盒子中的放射性原子是否衰

变，而在于它既衰变又不衰变.当我们向盒子里看时，整个世界分裂成它自己的两个版本.这两个版本在其余的各

个方面都是全同的.区别只是在于其中一个版本中，原子衰变了，猫死了；而在另一个版本中，原子没有衰变，猫还

活着.”

也就是说，上面说的“原子衰变了，猫死了；原子没有衰变，猫还活着”这两个世界将完全相互独立地演变

下去，就像两个平行的世界一样.格利宾显然十分赞赏这一诠释，故他接着说：“这听起来就像科幻小说，然

而……它是基于无懈可击的数学方程，基于量子力学朴实的、自洽的、符合逻辑的结果.”“在量子的多世界中，

我们通过参与而选择出自己的道路.在我们生活的这个世界上，没有隐变量，上帝不会掷骰子，一切都是真实的.

”按格利宾所说，爱因斯坦如果还活着，他也许会同意并大大地赞扬这一个“没有隐变量，上帝不会掷骰子”

的理论.

这个诠释的优点：薛定谔方程始终成立，波函数从不坍缩，由此它简化了基本理论.它的问题设想过于离奇，



付出的代价是这些平行的世界全都是同样真实的.无懈可击的数学方程最终会给出答案.

当我们克服了很多困难，做出了一道道数学难题时，就会喜形于色，这也是一种美的享受.

2、怎样学好高中数学？抓好四个环节：

(1)课前认真预习

高中数学课堂容量大，内容抽象，逻辑严密，仅仅靠课堂理解是不够的.所以课前一定要认真预习，先把下一

课要学习的内容认真看一遍，对照老师布置的预习题，看看自己哪些内容没有看懂，作个记号，在课堂上注意听老

师是如何讲解的.预习不是要求大家掌握多少内容，更多时给大家培养一个自学的习惯.

(2)课堂专心听讲

课堂 45分钟是我们学习的主阵地，一定要认真听老师的讲解，积极思考老师提出的问题，并适当记录，但不

要做录音机，什么都记.那记什么呢？①记书上没有提到，老师补充讲解的内容；②记书上虽然有，但比较零散，而

老师进行了概括总结的内容；③记自己没有听懂的内容，以便课后再向老师请教.

(3)课后及时复习，完成作业

高中数学的特点决定了，我们很难在课堂上就透彻理解所有内容.所以每堂课结束以后，一定要及时看书、看

课堂笔记.记忆概念、性质、公式.不懂之处，要及时询问老师、同学，一定不能等到问题成堆再去解决.

(4)一个单元、章节结束后，及时归纳，形成较完整的知识体系、逻辑体系.

当我们学完一个单元或一个章节后，要及时归纳总结，找出知识的前后联系，在自己的头脑中形成一个比较

完整的知识体系.然后整理出一些常见题型及其解法，从中提炼出所蕴含的数学思想，数学方法，将其内化为自己

的知识，那你对这一单元，这一章节的知识就掌握的比较透彻了.相信经过自己的刻苦努力，再运用一些适合自己

的学习方法，同学们一定会在数学这一学科上取得满意的成绩，为将来进一步学习打下良好的基础.

二、课程内容：

1、教材内容

必修 (第一册 ) (共计 72 课时 )

章 节

第一章

集合与常用逻辑用语 (10)

1、1 集合的概念

1、2 集合间的基本关系

1、3 集合的基本运算

1、4 充分条件与必要条件

1、5 全称量词与存在量词

第二章

一元二次函数、方程和不等式 (8)

2、1 等式性质与不等式性质

2、2 基本不等式

2、3 二次函数与一元二次方程，不等式

第三章

函数的概念与性质 (12)

3、1 函数的概念及其表示

3、2 函数的基本性质

3、3 幂函数

3、4 函数的应用 (一 )

第四章

指数函数与对数函数 (16)

4、1 指数

4、2 指数函数

4、3 对数



4、4 对数函数

4、5 函数的应用 (二 )

第五章

三角函数 (23)

5、1 任意角和弧度制

5、2 三角函数的概念

5、3 诱导公式

5、4 三角函数的图象与性质

5、5 三角恒等变换

5、6 函数 y  Asin( x   )
5、7 三角函数的应用

必修 (第二册 ) (共计 69 课时 )

章 节

第六章

平面向量及其应用 (18)

6、1 平面向量的概念

6、2 平面向量的运算

6、3 平面向量基本定理及坐标表示

6、4 平面向量的应用

第七章

复数 (8)

7、1 复数的概念

7、2 复数的四则运算

* 7、3 复数的三角表示

第八章

立体几何初步 (19)

8、1 基本立体图形

8、2 立体图形的直观图

8、3 简单几何体的表面积与体积

8、4 空间点、直线、平面之间的位置关系

8、5 空间直线、平面的平行

8、6 空间 ·直线、平面的垂直

第九章

统计 (13)

9、1 随机抽样

9、2 用样本估计总体

9、3 案例统计 公司员工的肥胖情况调查分析

第十章

概率 (9)

10、1 随机事件与概率

10、2 事件的相互独立性

10、3 频率与概率

选择性必修 (第一册 ) (共计 43 课时 )

章 节

第一章

空间向量与立体几何 (15)

1、1 空间向量及其运算

1、2 空间向量基本定理

1、3 空间向量及其运算的坐标表示

1、4 空间向量的应用

第二章

直线和圆的方程 (16)

2、1 直线的倾斜角与斜率

2、2 直线的方程

2、3 直线的交点坐标与距离公式

2、4 圆的方程

2、5 直线与圆、圆与圆的位置关系

第三章 3、1 椭圆



圆锥曲线的方程 (12) 3、2 双曲线

3、3 抛物线

选择性必修 (第二册 ) (共计 30 课时 )

章 节

第四章 

数列 (14)

4、1 数列的概念

4、2 等差数列

4、3 等比数列

* 4、4 数学归纳法

第五章

一元函数的导数及其应用 (16)

5、1 导数的概念及其意义

5、2 导数的运算

5、3 导数在研究函数中的应用

选择性必修 (第三册 ) (共计 35 课时 )

章 节

第六章

计数原理 (11)

6、1 分类加法计数原理与分步乘法计数原理

6、2 排列与组合

6、3 二项式定理

第七章

随机变量及其分布 (10)

7、1 条件概率与全概率公式

7、2 离散型随机变量及其分布列

7、3 离散型随机变量的数字特征

7、4 二项分布与超几何分布

7、5 正态分布

第八章

成对数据的统计分析 (9)

8、1 成对数据的统计相关性

8、2 一元线性回归模型及其应用

8、3 列联表与独立性检验

题注说明：带有“※”为提升性学习内容

带有“★”为基础性学习和必须掌握的内容
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小 课 堂函数学

第一部分 集合与逻辑用语

集 合

1、元素与集合的概念

元素：一般地，把研究对象统称为元素，常用小写拉丁字母a，b，c，…表示.

 集合：把一些元素组成的总体叫做集合 (简称集 ).用大写拉丁字母A、B、C…表示.

2、元素与集合的关系

关系 概 念 记法 读法

属 于 a是集合A的元素，就说a属于集合A a∈A a属于集合A

不属于 a不是集合A中的元素，就说a不属于集合A a∉A a不属于集合A

3、集合的表示方法

(1)列举法：把集合中的元素一一列举出来，并用大括号“ ”括起来表示集合的方法.

(2)描述法： 设A是一个集合，我们把集合A中所有具有共同特征 p(x)的元素 x所组成

的集合表示为 x∈A/p(x) ，这种表示集合的方法称为描述法.

★ 4、常用数集

常用数集 自然数集 正整数集 整数集 有理数集 实数集

记 法 N N ∗或N+ Z Q R

★ 5、集合间的关系

空 集 : 把不含任何元素的集合叫做空集.记作：∅.并规定：空集是任何集合的子集.

子 集：A中的任一元素都属于B,记做：A⊆B

真子集：如果A⊆B，且B中至少有一元素不属于A.记作：A⊊B

※ 6、含n个元素的集合

集合 子集个数 真子集个数 非空子集个数 非空真子集个数

{a1,a2,⋯ ,an} 2n 2n− 1 2n− 1 2n− 2

集合中元素的特性：

确定性、互异性、无序性

·1·
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★ 7、集合的运算

运算 交 集 并 集 补 集

语言

描述

属于集合A且属于集合B

的元素组成的集合

所有属于集合A或属于集

合B的元素的组成的集合

全集中集合A以外的部

分称为A的补集.

表示 A∩B={x x∈A且 x∈B} A∪B={x x∈A或 x∈B} CUA={x x∈U且 x∉A}

veen

图

A BA∩B A B

A⋃B

A
U

C⋃A

逻辑用语

1、命题：可以判断真假的陈述语句称为命题.

2、真值表

p q 非 p p或 q p且 q

真 真 假 真 真

真 假 假 真 假

假 真 真 真 假

假 假 真 假 假

★ 3、四种命题

原命题：若 p则 q  逆命题：若 q则 p  否命题：若 ¬p则 ¬q  逆否命题：若 ¬q则 ¬

原命题 逆命题 否命题 逆否命题

真 真 真 真

真 假 假 真

假 真 真 假

假 假 假 假

★ 4、 充要条件

充分条件：若 p⇒ q，则 p是 q充分条件.

必要条件：若 q⇒ p，则 p是 q必要条件.

充要条件：若 p⇒ q，且 q⇒ p，则 p是 q充要条件.

★ 5、全称量词与存在量词

(1)全称量词与全称命题：短语“所有的”“任意一个”在逻辑中通常叫做全称量

词，并用符号“∀”表示.含有全称量词的命题，叫做全称命题.

(2)存在量词与特称命题：短语“存在一个”“至少有一个”在逻辑中通常叫做存在

量词，并用符号“∃”表示.含有存在量词的命题，叫做特称命题.

(3)全称命题与特称命题的符号表示及否定

①全称命题 p：∀ x∈Μ,p(x)，它的否定¬p：∃ x0∈Μ,¬p(x0).其否定是特称命题．

②特称命题 p：∃ x0∈Μ,p(x0),它的否定¬p：∀ x∈Μ,¬p(x).其否定是全称命题.

四种命题的真假性之间的关系：

①两个命题互为逆否命题，

它们有相同的真假性；

②两个命题为互逆命题或互否

命题，它们的真假性没有关系

充要条件应用说明：

①唯一性：给定条件 p,由 p推

出 q成立时，q推出的结果不是

唯一的 p，则必要性不成立。

eg : x= 1⇒ x = 1，x = 1⇒

x=± 1，则 x= 1是 x = 1的

充分不必要条件。

②不等式推论：小范围不等式

成立⇒大范围不等式成立，反

之不成立。小推大，大不可推小

命题的否定与否命题：

(1)命题“∀ x∈R，3x2- 2x

+1> 0”的否定是∃ x0∈R，

3x20- 2x0+ 1≤ 0。

(2)命题“若 a、b都是正数，

则 a+ b≥ 2 ab”的否命题

是若 a、b不都是正数，

则 a+ b< 2 ab。

·2·
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第二部分 函数概念与性质

函数三要素

1、 函数的概念

设A，B是两个非空的数集，如果按某种确定的对应关系 f，使对于集合A中的

任意一个元素 x，在集合B中都有唯一确定的元素 f(x)和它对应，那么称 f :AB

为从集合A到集合B的一个函数，记作：y= f(x)，x∈A.其中所有输入值 x组成的集

合A叫作函数 y= f(x)的定义域；所有输出值 y组成的集合叫作函数 y= f(x)的值域.

★ 2、函数的定义域（自变量的取值范围）

定义域的约束： 1 分式的分母不能为零；  2 对数的真数大于零； 

3 根号下被开方数大于等于零．  4 零指数幂底数不为零

3、函数的值域（因变量的取值范围）

 函数值域要综合函数定义域和函数单调性.

如图，函数 f(x)是定义在 [a,b]上的函数

由图可知：f(x)的值域是 [f(m),f(n)].

★ 4、求函数值域的几种方法

(1)函数定义域直接制约着函数的值.对于比较简单的单调函数可通过定义域求得值域．

(2)换元法求解函数值域：（换元后自变量取值范围改变，函数值域不会变化）

二次函数型可通过换元法转化为二次函数，进而求解函数值域．

分子、分母是一次函数或二次齐次式有理函数用换元法转化为常见初等函数求值域；

分子、分母中含有二次项的有理函数，用换元法转化为基本不等式求值域．

(3)导数方法求值域：通过求解函数极值和端点值来确定函数的最值.

★ 5、含参问题与最值

（1）若：λ≥ f(x)恒成立，则 λ≥ f(x)max； λ≥ f(x)成立，则 λ≥ f(x)min
（2）若：λ≤ f(x)恒成立，则 λ≥ f(x)min； λ≤ f(x)成立，则 λ≥ f(x)max

x

y

x0

f(x)

y= λ

x

y

x0

f(x)

y= λ

函数概念通俗易懂的理解为：

唯一的自变量 x有唯一的因

变量 y与之对应。

函数问题，定义域优先

a bm n

f(x)
y

x
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小 课 堂

函数单调性与奇偶性

★ 1、函数单调性的定义：设任意实数 x1、x2∈ [a,b],且 x1< x2.那么：

f(x1) − f(x2)< 0  f(x)在 [a,b]上是增函数；

f(x1) − f(x2)> 0  f(x)在 [a,b]上是减函数.

y

x

f(x1)

x1 x2

f(x2)
y

x

f(x1)

x1 x2

f(x2)

※ 2、斜率式判断单调性：设 x1 ⋅ x2∈ a,b ,x1≠ x2那么

(x1- x2) f(x1) - f(x2) > 0  f(x1) − f(x2)
x1− x2

> 0  f(x)在 a,b 上是增函数；

(x1- x2) f(x1) - f(x2) < 0  f(x1) − f(x2)
x1− x2

< 0  f(x)在 a,b 上是减函数.

★ 3、导数法判断单调性：设函数 y= f(x)在某个区间内可导.

若 f(x)> 0，则 f(x)为增函数；若 f(x)< 0，则 f(x)为减函数.

※ 4、复合函数单调性：同增异减.复合函数 f g x  有：

当 f x 与 g x 的增减性相同时，复合函数就是增函数 (同增 )；

 当 f x 与 g x 的增减性相反时，复合函数就是减函数 (异减 ).

★ 5、函数的奇偶性：

奇 函 数 偶 函 数

前  提 定义域关于原点对称

图  示

y

x

y

x

计算式 f( -x) =-f(x) f( -x) = f(x)

对称性 f(x)关于原点对称 f(x)关于 y轴对称

特点 在 x= 0处有定义，则：f(0) = 0 对任意的 x，都有 f(x) = f( x )

6、多项式函数P(x) = anxn+ an-1xn-1+⋯+a0的奇偶性

 多项式函数P(x)是奇函数⇔P(x)偶次项的系数全为零. (常数按偶次项看待 )

 多项式函数P(x)是偶函数⇔P(x)奇次项的系数全为零.

函数单调性的性质运算：

1  增函数+增函数=增函数

 减函数+减函数=减函数

2  添加根号单调性不改变

 变倒数、加负号单调性改变

复合函数：设 y是 μ的函数

y= f(μ),μ是 x的函数 μ= φ(x)

如果 φ(x)的值全部或部分在

f(μ)的定义域内，则 y通过 μ

成为 x的函数，记 y= f(φ(x))

eg : y= x2+ 2、y= (x- 1)2sin

y= (3x+ 1)tan 都是复合函数

而 y= log( x- 3cos )就不是复合

函数 , ∵∀ x都不能使 y有意义

判断复合函数的单调性步骤：

⑴求复合函数的定义域；

⑵将复合函数分解为常见函数

（一次、二次、幂、指、对函数）；

⑶判断每个常见函数的单调性

⑷将中间变量的取值范围转化

为自变量的取值范围；

⑸求出复合函数的单调性。
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小 课 堂
函数周期性与对称性

★ 1、周期性定义：

函数 f x 定义域内任意的 x，存在一个不等于 0的常数T，使得 f x+T = f x 

恒成立，则称 f x 是周期函数，T是它的一个周期.一般T是 f x 的周期，则 kT k∈Z 

也是 f x 的周期.

※ 2、函数周期推导

(1) f(x) = f(x+ a)，则 f(x)的周期T = a；  

(2) f(x− a) = f(x+ a)，或 f(x+ a) =± 1
f(x)
(f(x) ≠ 0)，则 f(x)的周期T = 2a；

(3) f(x) = 1− 1
f(x+ a)
(f(x) ≠ 0)，则 f(x)的周期T = 3a；

(4) f(x+ a) = f(x) − f(x+ a)，则 f(x)的周期T = 6a.

(5) 若 f(x+ a) = f(x+ b)或 f(x- a) = f(x- b) ，则T = b- a 

※ 3、 函数 y= f(x)的图象的对称性

(1)y= f(x)图象关于x= a对称⇔ f(a+ x) = f(a- x)⇔ f(2a- x) = f(x).

(2)y= f(x)图象关于x= a+ b2
对称⇔ f(a+mx) = f(b-mx)

4、两个函数图象的对称性

(1)函数 y= f(x)与函数 y= f( -x)的图象关于直线x= 0(即 y轴 )对称.

(2)函数 y= f(x)和 y= f−1(x)的图象关于直线 y= x对称.

※ 5、周期性与对称性的关系

若函数 y= f(x)的图像关于直线 x= a，x= b都对称，则 f(x)为周期函数且 2 b- a 

是它的一个周期．

推论：偶函数 y= f(x)图像关于 x= a对称，则 f(x)为周期函数且 2 a 是它的一个周期．

周期性是对称性的一种体现
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小 课 堂

第三部分 初等函数、方程与不等式

函数图像与变换

1、五点法画图： 

函数化简→定义域→讨论性质 (奇偶性、单调性 )→算零点、最值点→光滑曲线作图.

★ 2、图象变换

（1）平移变换：自变量“左加右减”：y= f(x) 左（右）平移 a个单位 y= f(x± a)

y

x

y= f(x)

x1 x2

左右平移

y

x

y= f(x- a)

x1+ a x2+ a

因变量“上加下减”：y= f(x) 上（下）平移 b个单位 y= f(x) ± b

y

x

y= f(x)

y1

y2
上下平移

y

x

y= f(x) + b

y1+ b

y2+ b

（2）伸缩变换：y= f(x) 横坐标变为原来的ω倍 y= f( 1ω
x)

（3）对称变换：“对称谁，谁不变，对称原点都要变”

y= f(x) 关于 x轴对称 y=− f(x) y= f(x) 关于 y轴对称 y= f( − x)

y= f(x) 关于原点对称 y=− f( − x) y= f(x) 关于 x= a对称 y= f(2a− x)

（4）翻折变换：

y= f(x)→ y= |f(x)|保留 x轴上方部分，并将下方部分沿 x轴对称翻折到上方

y

x

y= f(x)

对称翻折

y

x

y= f(x) 

对
称
翻
折

y= f(x)→ y= f(|x|)保留 y轴右边部分，并将右边部分沿 y轴对称翻折到左边

y

x

y= f(x)

对称翻折

y

x

y= f( x )
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小 课 堂
函数零点与基本不等式

1、方程与函数关系：

方程 f x = 0有实根 函数 y= f x 图象与 x轴有交点 函数 y= f x 有零点

★ 2、零点存在性定理：零点存在性定理不可逆

如果函数 y= f x 在区间 a,b 上的图象是连续

不断的一条曲线，并且有 f a ⋅ f b < 0，那么函数

y= f x 在区间 a,b 内有零点，即存在 c∈ a,b ，

使得 f c = 0，这个 c也就是方程 f x = 0的根.

3、不等式的性质：

性质 1：(对称性 )如果 a> b，那么 b< a；如果 b< a，那么 a> b．

性质 2：(传递性 )如果 a> b，且 b> c，则 a> c．

性质 3：如果 a> b，则 a+ c> b+ c．

推论：(同向可加性 )如果 a> b，c> d，则 a+ c> b+ d．

性质 4：如果 a> b，c> 0，则 ac> bc；如果 a> b，c< 0，则 ac< bc．

★ 4、基本 (均值 )不等式：

对于任意两个正实数 a，b，
a+ b
2

叫做 a，b的算术平均值， ab叫做 a，b的几何平均值.

则有：
a+ b
2

≥ ab，当且仅当 a= b时，等号成立.

证明 (几何解释 )如下：

作一圆，直径记为AB，过C作垂线，连接AC、BC.

设AD= a，BD= b，则圆的半径OH = a+ b2


由ΔACD~ΔBCD可得：
AD
CD
= CDBD

⇒CD2=AD ⋅BD，∴CD= ab

由图可得到不等式：OH ≥CD恒成立，当且仅当CD=OH，即OA=OB时取等号.

所以：∀ a，b∈R+，恒有
a+ b
2

≥ ab成立，当且仅当 a= b时取等号.

※ 5、平均不等式：调和平均≤几何平均≤算术平均≤平方平均.

2
a-1+ b-1
≤ ab≤ a+ b2

≤ a2+ b2
2

 a， b∈R+ (当且仅当a= b取 " = ")

变形公式：ab≤ a+ b
2

 
2
≤ a

2+ b2
2

 a2+ b2≥ (a+ b)
2

2


y

x
f(a)
a b

f(b)

x0

零点

A B

C

OD

H
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小 课 堂

一次函数及其变换

★ 1、一次函数的图像性质

解析式 f(x) = kx+ b

参数

k代表直线的斜率，含义是直线的倾斜程度. k= tanα= y1− yox1− xo


b代表直线的纵截距，含义是直线与 y轴相交的点的纵坐标.

图 像

k> 0,b> 0 k> 0,b< 0 k< 0,b> 0 k< 0,b< 0

y

x

y

x

y

x

y

x

增减性 单调递增 单调递减

2、一次函数的平移变换：左加右减，上加下减

（1）f(x) = kx+ b图象向左 (右 )平移m个单位得到：f(x) = k(x±m) + b；

（2）f(x) = kx+ b图象向上 (下 )平移 h个单位得到：f(x) = kx+ b± h；

★ 3、一次函数的翻折变换

以 f(x) = 2x+ 1与 f(x) = 2x+ 1 、f( x ) = 2 x + 1为例：

(1) f(x) 图象是将 f(x)在 x轴上方图象保留，将 x轴下方的图象作 x轴翻折后得到.

(2)函数 f( x )图象是将函数 f(x)在 y轴右侧的图象不变，把 y轴左侧的图象去掉，再将 y

轴右侧图象作 y轴翻折到左侧得到.

y

x
y= f(x)

翻折变换

y

x
y= f(x) 

对
称
翻
折

y

x

y= f( x )

对称翻折

★ 4、一次绝对值不等式 (还可以转化为一元二次不等式求解 )

(1)对于 f(x) ≤ a型不等式的解法：(以 2x+ 1 ≤ 5为例 )

① 解出 y= f(x)的零点：令 y= 2x+ 1中 y= 0⇒ x=− 12
.

② 在同一坐标系中画出 y= f(x) 与 y= a的图像：

③ 解出翻折前 f (x) = a实根，再根据对称得出翻折后的实

根：

y

x

y= 2x+ 1 

-3 - 12
 2

y= 5
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小 课 堂

④ 根据图像，得出 f(x) ≤ a的解集：

反比例函数及其变换

★ 1、反比例函数图像性质

解析式 f(x) = kx


图 像

k> 0 k< 0

y

x
f(x) = kx



y

x

f(x) = kx


增减性
当 x> 0时，y随 x的增大而减小；

当 x< 0时，y随 x的增大而减小；

当 x> 0时，y随 x的增大而增大；

当 x< 0时，y随 x的增大而增大；

★ 2、反比例函数的平移变换

y= kx
 k> 0 图像向右平移 a个单位，向上平移 b个单位可以转化为 y= k

x- a
+ b k> 0 

y

x
f(x) = kx



平移变换

y

x

f(x) = k
x- a
+ b

x= a

y= b

※ 3、一次分式函数

形如 f(x) = cx+ dax+ b
这样的函数称为“一次分式函数”.

① 在函数的分子上配出分母的形式：f(x) =
c
a
 ax+ b + c- cb

a


ax+ b


② 列项：f(x) = ca
+ c-

cb
a


ax+ b
.

③ 令 k= c- cba
，t= ca

，则函数 f(x) = t+ k
ax+ b
,其图像如下：

④由图可得 f(x) = cx+ dax+ b
的性质：

f(x)定义域 -∞,- ba
 、- ba,+∞ 

f(x)值域 -∞, ca
 、 c

a
,+∞ 

f(x)在 -∞,- ba
 、- ba,+∞ 上单调递减.

反比例函数 y= k
x
具有两

条渐近线：x= 0，y= 0，

所以在研究反比例函数的

平移变换时，要考虑到渐近

线位置的改变。

y

x

f(x) = cx+ dax+ b


x=- ba


y= ca

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小 课 堂 二次函数及其变换

★ 1、函数图像与性质

解析式

一般式：y= ax2+ bx+ c

顶点式：y= a(x− h)2+ k

交点式：y= a(x− x1) (x− x2)

一般式与顶点式互化：y= a(x+ b
2a
)2+ 4ac− b

2

4a


图 象

a> 0 a< 0

x
x0=-

b
2a


y

x
x0=-

b
2a


y

对称轴
直线x=- b2a



顶 点 - b2a
, 4ac- b

2

4a
 

增减性
x<- b2a
时，y随 x增大而减小

x>- b2a
时，y随 x增大而增大

x<- b2a
时，y随 x增大而增大

x>- b2a
时，y随 x增大而减小．

最 值 当x=- b2a
时，y有最小值， 当x=- b2a

时，y有最大值，

※ 2、二次函数闭区间值域

二次函数 y= ax2+ bx+ c(a> 0)在闭区间 [p,q]上的最大值为M，最小值为m，

其中对称轴 x0=-
b
2a
,区间 [p,q]上的中点 t= 1

2
(p+ q).

xx0 p q xx0p qt xx0p qt xx0p q

(1) (2) (3) (4)

(1)若x0< p，则 f(x)min= f(p) =m，f(x)max= f(q) =M；

(2)若 p≤- b2a
< x0，则 f(x)min= f( -

b
2a
)=m，f(x)max= f(q) =M；

(3)若x0≤-
b
2a
< q，则 f(x)min= f( -

b
2a
)=m，f(x)max= f(p) =M；

(4)若 q≤- b2a
，则 f(x)min= f(q) =m，f(x)max= f(p) =M.
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小 课 堂

3、二次函数的平移变换

 以二次函数 y= x2的图象为例：

(1)y= x2的图象向左平移 1单位长度后的解析式：y= x+ 1 2；

 向右平移 1单位长度后的解析式：y= x- 1 2

(2)y= x2的图象向上平移 2单位长度后的解析式：y= x2+ 2；

 向下平移 2单位长度后的解析式：y= x2- 2

x

y

向左平移 1单位 向右平移 1单位

x

y

向
下
平
移
2
单
位

向
上
平
移
2
单
位

★ 4、函数图象的翻折变换

 以 y= 2x2+ 2x- 1与 y= 2x2+ 2x- 1 、y= 2 x 2+ 2 x - 1图象间的关系为例：

(1)函数 y= 2x2+ 2x- 1 的图象是将函数 y= 2x2+ 2x- 1在 x轴上方的图象保留，

 再将 x轴下方的图象作关于 x轴对称得到.

(2)函数 y= 2 x 2+ 2 x - 1对 x取绝对值的图象，是将函数 y= 2x2+ 2x- 1在 y轴右侧

 的图象保持不变，y轴左侧的图象去掉，再将 y轴右侧的图象作关于 y轴对称得到.

x

y
y= 2x2+ 2x- 1 的图像

y= 2 x 2+ 2 x - 1的图像

y= 2x2+ 2x- 1的图像

第一步：画出原图 第二步：进行翻折

x

y

x

y

·11·



小 课 堂

二次方程与不等式

1、一元二次方程判别式：

一元二次方程 ax2+ bx+ c= 0中 b2− 4ac叫做一元二次方程的根的判别式，通常用

“Δ”来表示，即Δ= b2− 4ac.

当Δ> 0时，一元二次方程有 2个不相等的实数根；

当Δ= 0时，一元二次方程有 2个相等的实数根；

当Δ< 0时，一元二次方程没有实数根.

★ 2、公式法求解一元二次方程的根：

一元二次方程 ax2+ bx+ c= 0，当Δ≥ 0时，x= − b± b2− 4ac
2a

.

★ 3、韦达定理：如果一元二次方程 ax2+ bx+ c= 0的两个实数根是 x1,x2，

那么 x1+ x2=-
b
a
， x1x2=

c
a
.

★ 4、因式分解 (十字相乘法 )：mnx2+ (mp+nq)x+ pq= (nx+ p) (mx+ q)
举例： 3x2+ 11x+ 10= 0

x

3x 5

2
∵ 5x+ 6x= 11x ⇒

3x2+ 11x+ 10= 0
(x+ 2) (3x+ 5) = 0

判断方法：拆二次项与常数项，交叉相乘和刚好为一次项即可用该方法，横向书写结果.

★ 5、二次不等式的解集 (a> 0)

Δ= b2- 4ac Δ> 0 Δ= 0 Δ< 0

二次函数 y=
ax2+ bx+ c的

图象 xx1 x2
xx0

x

ax2+ bx+ c=
0的根

x1,2=
-b± b2- 4ac

2a
 x1= x2=-

b
2a


无实根

ax2+ bx+ c>
0的解集

{x|x< x1或 x> x2} {x|x≠- b2a
} R

ax2+ bx+ c<
0的解集

{x|x1< x< x2} ∅ ∅

·12·



小 课 堂
幂函数

★ 1、需实记的幂函数 y= xα(α≠ 0,1)

解析式 y= x
1
2
= x y= 1

x
 y= x3 y= x2

图 像

y

x

y

x

y

x

y

x

定义域 [0, +∞) (-∞,0) ∪ (0, +∞) x/x ϵR  x/x ϵR 

值 域 [0, +∞) (-∞,0) ∪ (0, +∞) y/y ϵR  [0, +∞)

奇偶性 非奇非偶函数 奇函数 奇函数 偶函数

定 点 (1,1)

考 点

需实记幂函数的图像，然后根据函数图像变换画出其它初等函数图像，并

且得到其它初等函数的性质。例如：根据 y= x的图像画出 y= ωx± a
± b的图像，并且能得到它的性质。

※ 2、幂函数 y= xα(α= qp
,p,q∈Z,p,q互质 )的性质：

（1）过定点：所有的幂函数在 (0, +∞)都有定义，并且图象都通过点 (1,1)． 

（2）单调性：如果 α> 0，则幂函数的图象过原点，并且在 [0, +∞)上为增函数．

 如果 α< 0，则幂函数的图象在 (0, +∞)上为减函数，在第一象限内

 图象无限接近 x轴与 y轴．

（3）奇偶性：当 α是整数时，α为奇数，幂函数为奇函数，α为偶数，幂函数为偶函数．

 当 α= qp
(其中 p,q互质，p和 q∈Z)时

 若 p为奇数 q为奇数时，则 y= x
q
p

是奇函数 (奇母奇子奇函数 )，

 若 p为奇数 q为偶数时，则 y= x
q
p

是偶函数 (奇母偶子偶函数 )，

 若 p为偶数 q为奇数时，则 y= x
q
p

是非奇非偶函数． (偶母有子非奇偶 )

·13·
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幂函数的衍生函数

★（一）对勾函数 (双勾函数、耐克函数 )的图像与性质

解析式 f(x) = ax+ bx


图 像

a> 0,b> 0 a< 0,b< 0 a> 0,b< 0 a< 0,b> 0

y

xb
a


2 ab

y= x

y

x- b
a


2 ab

y=-x

y

x

y= x

y

x

y=-x

渐近线 y= x或 y=-x

定义域 x/x≠ 0 

值 域 y ϵ -∞, -2 ab ∪ 2 ab, +∞  y ϵ -∞, +∞ 

单调增

区 间

-∞, - b
a
 


b
a
,

 +∞  - b
a
, 0) (0, b

a
  -∞, 0) (0,+∞ 

无

单调减

区 间

- b
a
, 0) (0, b

a
  -∞, - b

a
 


b
a
,

 +∞  无
-∞, 0) (0,+∞ 

不等式

性 质

x> 0时，f(x) = ax+ bx
≥ 2 ab；x< 0时，f(x) = ax+ bx

≤-2 ab.

均值不等式可以应用在对勾函数中，用来求解最值，但是在使用时要注意到均值不

等式的应用条件：“一正、二定、三相等”

※（二）三次函数的图像与性质

定义 形如 y= ax3+ bx2+ cx+ d(a≠ 0)的函数，称为“三次函数”.

Δ= 4b2- 12ac= 4(b2- 3ac)

图像

a> 0 a< 0

Δ> 0 Δ≤ 0 Δ> 0 Δ≤ 0

x1 x2 x
x0 x x1 xx2 x0 x

极值

点

两个极值 x1、x2=
-b± b2- 3ac

3a
 无极值

两个极值 x1、x2
=

-b± b2- 3ac
3a



无极值

性质
1 f(x)不可能为偶函数；当且仅当 b= d= 0时是奇函数

2 三次函数是中心对称曲线，且对称中心是 ( - b3a
,f( - b3a

))
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小 课 堂
指数与指数函数

★ 1、分数、指数、有理数幂

a
m
n
= nam(a> 0,m,n∈N ∗，且n> 1)；  a-n= 1

an
；  ( na)n= a

当n为奇数时，
nan= a；  当n为偶数时，

nan= |a| =
a, a≥ 0
-a, a< 0
 .

2、指数幂的运算性质

ar ⋅ as= ar+s(a> 0,r,s∈Q). ar

as
= ar−s(a> 0,r,s∈Q)

(ar)s= ars(a> 0,r,s∈Q). (ab)r= arbr(a> 0,b> 0,r∈Q).

★ 3、指数函数

函数名称 指数函数

定 义 形如 y= ax(a> 0且a≠ 1)的函数叫做指数函数

图 象

a> 1 0< a< 1

f(x) = ax
(0,1)

x

y

f(x) = ax

(0,1)

x

y

定义域 R

值 域 (0, +∞)
过定点 图象过定点 (0,1)，即当x= 0时，y= 1．
渐近线 y= 0即 x轴

奇偶性 非奇非偶

单调性 在R上是增函数 在R上是减函数

a变化对

图象影响
a越大，开口越靠近 y轴 a越小，开口越靠近 y轴

★ 4、指数型函数

（1）形如：y=Aax-n+B的函数称之为指数型函数.

（2）指数函数 y= ax经过平移变换和伸缩变换后可以得到指数型函数.

（3）指数型函数的渐近线为：x=B，恒过定点：（n,A+B）
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小 课 堂

※ 5、指数函数的翻折变换

(1)函数 y= ax 与指数函数 y= ax图像一样，不需要进行翻折（函数值没有负的部分）

（2）函数 y= ax-n+m 的翻折变换 (以 y= 2x- 2 为例：)

1 先画出函数 y= 2x- 2的图像（上加下减，函数 y= 2x向下平移 2个单位可得）

x

y

渐近线： y=-2

f(x) = 2x- 2y= 2x

向下平移2个单位

2 将函数值为负的部分对称翻折到 y轴上方（去绝对值的原理）

x

y
渐近线： y=-2

f(x) = 2x- 2

f(x) = 2x- 2 

对称翻折

（3）函数 y= a x-n +m的翻折变换以 y= 2 x-2 - 1为例：

1 先画出函数 y= 2 x 的图像（y= 2x关于 y轴对称翻折）

f(x) = 2x

1

x

y

翻折变换

f(x) = 2 x  1

x

y

对称翻折

2 函数 y= 2 x 向右平移 2个单位,向下平移 1个单位，可得到：y= 2 x-2 - 1

f(x) = 2 x  1

x

y

对称翻折

平移变换

f(x) = 2 x-2 - 1

1

x

y
向右平移

2

向
下
平
移
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小 课 堂
对数与对数函数

★ 1、指数式与对数式的互化

logaN = b⇔ ab=N (a> 0,a≠ 1,N > 0).

※ 2、对数换底公式 

logaN =
logmN
logma
 (a> 0,且a≠ 1,m> 0,且m≠ 1, N > 0).

推论 logamb
n= n
m
logab(a> 0,且a> 1,m,n> 0,且m≠ 1,n≠ 1, N > 0).

★ 3、对数四则运算法则

(1)loga(MN ) = logaM + logaN ; (2)loga
M
N
= logaM - logaN ;

(3)logaM
n=nlogaM (n∈R).  (4)logabM

n= nb
logaM (b≠ 0,n∈R)

注：性质运算公式 : loga1= 0 logaa= 1 alogaN=N

★ 4、对数函数

函数名称 对数函数

定 义 形如 y= logax(a> 0且 a≠ 1)的函数叫做对数函数

图 象 a> 1 0< a< 1

f(x) = logax

（1，0） x

y

（1，0）

f(x) = logax

x

y

定义域 (0, +∞)
值 域 R

过定点 图象过定点 (1,0)，即当x= 1时，y= 0．
奇偶性 非奇非偶

单调性 在 (0, +∞)上是增函数 在 (0, +∞)上是减函数

a变化对

图象影响
a越大，开口越靠近 x轴 a越小，开口越靠近 x轴

★ 5、对数型函数

（1）形如：y=Aloga(x+n)+B的函数称之为指数型函数.

（2）指数函数 y= logax经过平移变换和伸缩变换后可以得到指数型函数.

（3）指数型函数的渐近线为：x= 0，恒过定点：（n,A+B）
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※ 6、对数函数的变换

(1)函数 y= loga(x+ b)由对数函数 y= logax经过平移变换可以得到.

eg : y= log2(x- 1)由对数函数 y= log2x向右平移 1个单位可以得到.

x

y= log2x

y

1
平移变换

x

y= log2(x- 1)

y

x= 1
2

（2）函数 f(x) = loga(x+ b) 的翻折变换 (以 f(x) = log2(x- 1) 为例：)

1 先画出函数 f(x) = log2(x- 1)的图像（左加右减，函数向右平移 1个单位），过程如上方

2 将 f(x) = log2(x- 1)负的部分沿 x轴对称翻折可得 f(x) = loga(x+ b) 图像与性质

对称翻折

f(x) = log2(x- 1)

f(x) = log2(x- 1) 

渐近线 x= 1

★ 7、指数不等式与对数不等式 

(1)当a> 1时,

af(x)> ag(x)⇔ f(x)> g(x); logaf(x)> logag(x)⇔
f(x)> 0
g(x)> 0
f(x)> g(x)








.

(2)当 0< a< 1时,

af(x)> ag(x)⇔ f(x)< g(x); logaf(x)> logag(x)⇔
f(x)> 0
g(x)> 0
f(x)< g(x)









8、对数换底不等式及其推广

若 a> 0,b> 0,x> 0,x≠ 1
a
,则函数 y= logax(bx)

(1)当 a> b时,在 (0, 1a
)和 ( 1a

,+∞)上 y= logax(bx)为增函数.

(2)当 a< b时,在 (0, 1a
)和 ( 1a

,+∞)上 y= logax(bx)为减函数.

推论 :设n>m> 1，p> 0，a> 0，且 a≠ 1，则

(1)logm+p(n+ p)< logmn．  (2)logamlogan< loga2
m+n
2

.
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小 课 堂
第四部分  导数与积分

极限与导函数

1、极限

设函数 f(x)在点 x0的附近有定义，如果存在常数A，对于任意给定的正数 ε，
一定存在 δ> 0,使不等式 f(x) -A < ε在 x- x0  ϵ 0,δ 时恒成立，那么常数A

叫做函数 f(x)在点 x0处的极限，记作：lim
x→x0
f(x) =A

2、几个常用极限

lim
n→∞

1
n
= 0 lim

n→+∞
an= 0（1> a> 0）  lim

x→x0
x= x0

lim
x→x0

1
x
= 1

x0
 lim

x→0

sinx
x
= 1 lim

x→∞
1+ 1x
 

x

= e

3、导函数的定义：f x0 = lim
Δx→0

Δy
Δx
= lim

Δx→0

f x0+Δx - f x0 
Δx



求导数值的一般步骤：

①求函数的增量：Δy= f(x0+Δx) - f(x0)；

②求平均变化率：
Δy
Δx
= f(x0+Δx) - f(x0)Δx

；

③求极限，得导数：f '(x0) = lim
Δx→0

Δy
Δx
= lim

Δx→0

f(x0+Δx) - f(x0)
Δx

.

★ 4、导函数的几何意义

f(x)在点 x0处导数 f '(x0)表示：f(x)在点 x0处切线的斜率.

如图，当Δx→ 0时，割线PQ斜率的极限，就是切线的斜率.

即：k= lim
Δx→0

Δy
Δx
= lim

Δx→0

f(x0+Δx) - f(x)
Δx

= f(x0).

★ 5、函数求导公式

(C)= 0(C为常数 ) (xn)=n ⋅ xn−1 (ex)= ex

(lnx)= 1
x
 (ax)= axlna (loga x )=

1
xlna


(sinx)= cosx (cosx)=− sinx tanx = sec2x

★ 6、函数求导法则

(1)线性法则：(mf(x) ±ng(x))=mf(x) ±ng(x) (2)链式法则： f μ(x)  = f μ(x) ∙ μ(x)

(3)积法则 : (f(x) ∙ g(x))= f(x)g(x) + f(x)g(x) (4)商法则 : f(x)
g(x)
 


= f

(x)g(x) - f(x)g(x)
g2(x)



★ 7、导数应用

（1）研究函数单调性 : 若 f(x)> 0，则 f(x)为增函数；若 f(x)< 0，则 f(x)为减函数

（2）求函数极值：极大值：在 x0附近“左增右减↗↘”；极小值：在 x0附近“左减右增↘↗”

 步骤：f(x)定义域→求导 f(x)→求 f(x)零点→列表→判断增减性→得极值：

（3）求函数在 [a,b]的值域：f(x)在 a,b 内极值与 f(a)、f(b)比较，最大的数为最大值，最小的数为最小值

x

y

P

Q

△y
△x

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※ 8、同构母函数图像与性质

解析式 f(x) = xex f(x) = x
ex
 f(x) = e

x

x


图 像

y

x

f(x) = xex

-1

- 1e


y

x

f(x) = x
ex


1

1
e


y

x

f(x) = e
x

x


1

e

定义域 -∞，+∞  -∞，+∞  -∞， 0) ∪ (0+∞ 

同 构

① x+ 1 ⋅ ex= e−1 ⋅ x+ 1 ⋅ ex+1= e−1f x+ 1 ，即将 f x 向左平移1个单位，

再将纵坐标缩小为原来的
1
e
倍，故可得 y= x+ 1 ⋅ ex在区间 −∞,− 2 

↓，在区间 − 2, +∞ ↑，当 x=− 2时，ymin=−
1
e2
．

② y= x− 1
ex
= 1

e
 x− 1 ⋅ e−(x−1)=− 1e

f − x− 1  ，即将 f x 关于原点对称

后，向右移一个单位，再将纵坐标缩小
1
e
倍，得到 y= x− 1

ex
，故可得 y=

x− 1
ex
在区间 −∞,2 ↑，在区间 2, +∞ ↓，当 x= 2时，ymax=

1
e2
．

解析式 f(x) = xlnx f(x) = x
lnx
 f(x) = lnxx



图 像

y

x

f(x) = xlnx

1
e


- 1e


y

x

f(x) = x
lnx


e

e1

y

x

f(x) = lnxx


1
e


e1

定义域 0，+∞  0， 1 ∪ 1，+∞  0，+∞ 

同 构

①
lnx+ 1
x

 = e lnexex
 =− ef − lnex ，当− lnex∈ −∞,− 1 ，即 x∈ 1, +∞ 

↓，
当− lnex∈ − 1, +∞ ，即 x∈ 0,1 ↑，ymax= 1．

②
lnx
x2
 = 1

2
 lnx

2

x2
 =− 1

2
f − lnx2 ，当− lnx2∈ −∞,− 1 ，即 x∈ e, +∞ 

↓，

当− lnx2∈ − 1, +∞ ，即 x∈ 0, e ↑，ymax=
1
2e
．

·20·



小 课 堂
极限与定积分

1、定积分概念：

 设函数 f(x)在区间 [a,b]上连续，将区间 [a,b]等分成n个小区间，

每个小区间长度为D(D= b− an
)，对所有小区间作和式：

Sn=
n

i=1
D× f(i) =

n

i=1

b− a
n
 × f(i)

当D无限接近于 0时，Sn无限趋近于常数S.称S为函数 f(x)在 [a,b]上的定积分.

S= lim
n→∞

n

i=1

b− a
n
 × f(i) ，记为：S=

b

a
f(x) dx

2、定积分几何意义：定积分表示积分上下限与函数围成的几何图形的面积.

3、积分公式

∫0dx= c(c为常数 ) ∫1dx= x+ c ∫xαdx= xα+1

α+ 1
+ c(α≠-1)

∫ 1x
dx= ln x + c ∫exdx= ex+ c ∫axdx= ax

lna
+ c(a> 0,a≠ 1)

∫sinxdx=-cosx+ c ∫cosaxdx= 1
a
sinax+ c(a≠ 0)

∫cosxdx= sinx+ c ∫sinaxdx=- 1a
cosax+ c(a≠ 0)

4、积分运算法则

(1)线性运算：
b

a
kf(x)dx= k

b

a
f(x)dx (k为常数 )

b

a
f(x) ± g(x)dx=

b

a
f(x)dx±

b

a
g(x)dx

(2)区间可加性：
b

a
f(x)dx=

c

a
f(x)dx+

b

c
f(x)dx (其中a< c< b);

5、微积分基本定理：牛顿莱布尼茨公式

若函数 f(x)在区间 a,b 上是连续的，且F(x) = f(x)，则有：
b

a
f(x)dx =F(b) −F(a)

6、积分应用：

直线 x= a，x= b，x轴及曲线 y= f(x)围成曲边梯形面积S=
b

a
f(x)dx

f(x)

x

y

a b

y= f(x)

x

y

a b
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导数在函数中的应用

★ 1、切线问题：

(1)已知切点 x0,f(x0) ，求切线方程的解题步骤：

1 求导数值 f(x)；  2 切线方程为：y- f(x0) = f(x) (x- x0)．

(2)过点 (a,b)的切线方程求解步骤：

1 设切点 x0,f(x0) ；  2 切线斜率为：
f(x0) - b
x0- a
= f(x0)  x0

3 方程为：y- f(x0) = f(x) (x- x0)；

(3)求 y= f(x)与 y= g(x)的公切线的步骤：

①设切点 (x1,f(x1)), (x2,g(x2))；②求导列关系式 k= f(x1) - g(x2)x1- x2
= f(x1) = g(x2)

③根据上面的关系式解出 x1或 x2；④回代入②中求出 k，如 k= f(x1)；

⑤利用点斜式求出切线，如 y- f(x1) = f(x1) (x- x1)．

※ 2、参数取值范围：​

(1)函数定义域：解决函数问题，定义域优先.

(2)分离参量：利用分离参量的思路将题目给的参数移到一边. a≤ h(x)

(3)恒成立和成立问题：

①恒成立：f(x)< a恒成立⇔ f(x)max< a; f(x)> a恒成立⇔ f(x)min> a;

②成立：f(x)< a成立⇔ f(x)min< a f(x)> a成立⇔ f(x)max> a

(4)导函数零点可求：导函数零点可求时，运用常规方法可求得函数最值，进而可得参数

取值范围.步骤：f(x)定义域→ f(x)→求 f(x)零点→列表→判断增减性→得最值.

※ 3、导函数零点不可求的处理方法：需要单独设分子为新函数，求导推出原函数单调性.

（1）分类讨论法 (证明不等式成立 )：通过对原函数或者导函数进行因式分解，对局部函数

进行研究，找出参数分界值，在分段区间上证明题意成立，从而印证该区间参数可以取到

单调性讨论：分离出参量后，构造新函数，求新函数最值，若新函数的导函数零点不可求

往往需要对分式分子进行求导 (整式直接进行二阶求导 )，若得到的式子不能比较直观的

判断正负则继续求导，直到得到的式子能比较直观判断正负，进而推出前面几阶导数的

增减和正负，直到可以确定原函数增减性.

（2）分离参量法：

(1)隐零点：通过虚设零点进行等量代换求解函数的最值.

“虚设代换 "法 :导函数 f(x)的零点无法求出显性的表达时，可以利用设而不求的思想.

 ① 在证明零点存在后，假设零点为 xo，则可得到一个关于 xo的方程 f(xo) = 0

 ② 根据 f(x)的单调性，得出 xo两侧的正负，进面得出原函数的单调性和极值 f(xo);

 ③ 将①式中关于 xo的方程整体或局部代入 f(xo)，从而求得 f(xo)，然后解决相关问题.

注意：使用 f(xo) = 0进行 "指幂代换 "(或 "对幂代换 ")，尽最转化为幂函数进行讨论.
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(2)洛必达法则：在驻点不可求时，往往需要讨论函数的增减性，这时，函数的最值往往

在间断点处取得，所以需要通过极限计算的方法求出函数的最值.求极限时，函数的极

限如果满足未定式
0
0
、

∞
∞
.则需通过分子分母分别求导再求极限来确定未定式的值.

即：lim
f(x)
g(x)
= lim f

(x)
g(x)


※ 4、证明单变量不等式

(1)核心考点：主要思路是把问题转化为函数最值问题，譬如证明 f(x)> g(x)：

策略一：移项，构造函数，证明 f(x) - g(x) min> 0；

策略二：放缩，证明 f(x)≥ l(x)> g(x)，一般 l(x)为切线；

策略三：变形，证明 f(x)min> g(x)max，该法并非通法，但有时对证明有意想不到的效果.

(2)函数放缩化曲为直：在处理函数不等式或者求解函数近似解中，由于原函数比较复

杂，常用化曲为直的方法进行放缩，以曲线上某点处的切线进行放缩，前提条件是放缩对

象具有凹凸性 (二阶导恒大于或小于 0).

常见的化曲为直有：

基础 指数切线放缩：ex≥ x+ 1 对数切线放缩：lnx≤ x− 1

引深

① ex−1≥ x、ex≥ ex (切横 x= 1)
② ex+a≥ x+ a+ 1 (用 x+ a替
换 x，切点横坐标是 x=− a)，
③ xex≥ x + lnx + 1．(用 x +
lnx替换 x，切点横坐标满足 x+
lnx= 0).

④ ex≥ e2

4
x2> x2(x> 0) (用 x

2


替换 x，切点横坐标是 x= 2)；有

e
x
n
≥ e ⋅ xn

(x> 0)的构造模型．

① lnx≤ x
e
．(用

x
e
替换 x，切点横坐标

是 x= e)

② lnx≥ 1－ 1
x
．(用

1
x
替换 x，切点横

坐标 x= 1)，或者记为 xlnx≥ x－ 1．

③ lnx≤ x2－ x．(
lnx
x
≤ x－ 1)．

④ ln(x+ 1)≤ x，由 lnx≤ x− 1向左平移

一个单位，或者将 ex≥ x+ 1两边取对数

而来.

※ 5、证明双变量不等式

(1)利用变量之间的关系转化 (消元或捆绑换元 )为单变量的不等式证明；

①当 x1< x2时，令 t= x2- x1,t∈ (0, +∞)； ②当 0< x1< x2，令 t= t1t2
∈(0,1)．

(2)分拆变量，证明极值点偏移

①极值点偏移：对 f(x)有 f(x1) = f(x2) (x1< x2)，x0是函数 f(x)的极值点，且 x0∈ (x1,x2)

若
x1+ x2
2

< x0，称为极值点右偏； 若
x1+ x2
2

> x0称为极值点左偏．

x0

f(x)

x

y

x1 x2 x0

f(x)

x

y

x1 x2
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②分拆变量利用单调性证明极值点偏移的思路 (以 x1+ x2< 2x0为例 )：

ⅰ、将所证不等式中的变量分到不等式的两边 (x1< 2x0- x2);

ⅱ、构造对称函数 g(x) = f(x) - f(2x0- x2);

ⅲ、利用导数研究函数 g(x)的单调性 (单调递增 );

ⅳ、由函数 g(x)的单调性判断 g(x)与 g(x0)的大小 (g(x2)> g(x0) = 0)；

ⅴ、利用 f(x)单调性反推变量大小，从而 (f(x1) = f(x2)> f(2x0- x2)  x1+ x2< 2x0)

③对数平均不等式：两个正数a和 b的对数平均定义：L(a,b) =
a- b

lna- lnb
(a≠ b)

a(a= b).
 ，对数平

均与算术平均、几何平均的大小关系： ab≤L(a,b)≤ a+ b2
此式记为对数平均不等

式.取等条件：当且仅当a= b时，等号成立.

(3)双变量恒成立、能成立问题的最值等价条件：

① ∀ x1∈A, ∀ x2∈B,使得：f(x1)≥ g(x2),则：f(x)min≥ g(x)max；

②∀ x1∈A, ∃ x2∈B,使得：f(x1)≥ g(x2),则：f(x)min≥ g(x)min；

③ ∃ x1∈A, ∀ x2∈B,使得：f(x1)≥ g(x2),则：f(x)max≥ g(x)max；

④ ∃ x1∈A, ∃ x2∈B,使得：f(x1)≥ g(x2),则：f(x)max≥ g(x)min；

⑤ ∀ x1,x2∈A,使得：f(x1) - f(x2) ≤ a,则：f(x)max- f(x)min≤ a；

⑥ ∃ x1,x2∈A,使得：f(x1) - f(x2) ≥ a,则：f(x)max- f(x)min≥ a；

※ 6、抽象函数的导函数构造

① xf '(x) + f(x)> 0⇔[xf(x)]'> 0；xf '(x) − f(x)> 0⇔ f(x)
x





'
> 0

 当 x> 0时，xf '(x) +nf(x)> 0⇔[xnf(x)]'> 0；xf '(x) −nf(x)> 0⇔ f(x)
xn







'
> 0

② f '(x) + f(x)> 0⇔[exf(x)]'> 0；f '(x) − f(x)> 0⇔ f(x)
ex







'
> 0

f '(x) + f(x)> a⇔[ex(f(x) − a)]'> 0；f '(x) − f(x)> a⇔ (f(x) + a)
ex








'
> 0

③ 
sinxf '(x) + cosxf(x)> 0
x∈ − π

2
, π2 tanxf '(x) + f(x)> 0

⇔[sinxf(x)]'> 0
sinxf x - cosxf(x)> 0

x∈ - π2,
π
2
 ， tanxf x - f(x)> 0

⇔
f(x)
sinx





′
> 0

cosxf x - sinxf(x)> 0
f x - tanxf(x)> 0

⇔ cosxf(x) ′>
cosxf x + sinxf(x)> 0

x∈ - π2,
π
2
 ， f x + tanxf(x)> 0

⇔
f(x)
cosx





′
> 0

·24·



小 课 堂
第五部分 三角函数

三角函数概念与计算

1、弧度制：半径长等于圆弧弧长的圆心角叫做 1弧度的角.用 rad表示，读作弧度,记 α .

α = l
r
 1° = π

180
rad1rad= 180

π
 °

★ 2、三角函数定义 :

正弦函数: sinθ= 对边
斜边
= yr



余弦函数：cosθ= 邻边
斜边
= xr



正切函数：tanθ= 对边
邻边
= yx



★ 3、同角三角函数的关系：

sin2θ+ cos2θ= 1 tanθ= sinθ
cosθ
 tanθ ⋅ cotθ= 1

★ 4、三角函数特殊值

角度 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° 360°

弧度 0 π
6
 π

4
 60° π

2
 2π

3
 3π

4
 5π

6
 π 3π

2
 2π

sinα 0 1
2
 2

2
 3

2
 1 3

2
 2

2
 1

2
 0 − 1 0

cosα 1 3
2
 2

2
 1

2
 0 − 12

 − 2
2
 − 3

2
 − 1 0 1

tanα 0 3
3
 1 3 — − 3 − 1 − 3

3
 0 — 0

还需实记的值：15o( π12
)：sin15o= 6 − 2

4
 cos15o= 6+ 2

4
 tan15o= 2− 3

★ 5、诱导公式口诀：奇变偶不变，符号看象限.

口诀说明：奇指
(2k+ 1)π

2
，偶指 kπ；变与不变指三角函数名称的变化；符号是结果的符号；

看象限指看原式三角函数的角度所在的象限对应的三角函数符号.

公式一 sin 2kπ+ α = sinα cos 2kπ+ α = cosα tan 2kπ+ α = tanα
公式二 sin π+ α =-sinα cos π+ α =-cosα tan π+ α = tanα
公式三 sin -α =-sinα cos -α = cosα tan -α =-tanα
公式四 sin π- α = sinα cos π- α =-cosα tan π- α =-tanα

公式五 sin
π
2
- α = cosα cos

π
2
- α = sinα

公式六 sin
π
2
+ α = cosα cos

π
2
+ α =-sinα

总结：正弦、余弦的诱导公式 (奇变偶不变，符号看象限 )

sin( nπ2
+ α) =

(-1)
n
2

sinα,

(-1)
n-1
2

cosα,

 cos( nπ2
+ α) =

(-1)
n
2

cosα,

(-1)
n+1
2

sinα,



α

P(x,y)
r

x

y
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三角函数图像与性质

★ 1、三角函数图像性质 (书写规律：基准 (离 y轴最近的正值 ) +周期 )

y= sinx y= cosx y= tanx

图 象

y

x

1

2π

-1 π
2
 3π

2


π

y

x

1

-1

π
2
 3π

2


π

y

x
π
2
 3π

2

π

- π
2
- 3π

2


-π

定义域 R R x x≠ kπ+ π2
,k∈ Ζ 

值 域 -1,1  -1,1  R

最 值

x= 2kπ+ π2
，ymax= 1

x= 2kπ- π2
,ymin=-1

x= 2kπ时，ymax= 1；

x= 2kπ+ π，ymin=-1
既无最大也无最小

周期性 2π 2π π

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数

单增区间 2kπ- π2
,2kπ+ π2





 [ − π+ 2kπ,2kπ] kπ- π2

,kπ+ π2
 

单减区间 2kπ+ π2
,2kπ+ 3π2





 2kπ,2kπ+ π  无

对称轴 x= kπ+ π2
 k∈ Ζ  x= kπ k∈ Ζ  无

对称中心 (kπ,0) ( π2
+ kπ,0) ( kπ2

,0)

★ 2、三角函数的平移变换 (自变量左加右减，因变量上加下减 )

(1)先伸缩后平移 : y= sinx 纵坐标变为原来A倍 y=Asinx
横坐标变为原来

1
ω
倍


y=Asinωx
向左 右 平移

φ
ω
个单位

 y=Asin ωx+ φ 

(2)先平移后伸缩 : y= sinx 纵坐标变为原来A倍 y=Asinx
向左 右 平移 φ个单位

y=Asin x+ φ 
横坐标变为原来

1
ω
倍
 y=Asin ωx+ φ 

定理：y=Asin(ωx+ φ1)→ y=Asin(ωx+ φ2)则平移单位为
φ2- φ1 
ω

(注意平移方向 )

※ 3、三角函数的翻折变换

（1）f(x) = sinx 的图像由 f(x) = sinx图像作 x轴的对称翻折得到.

y

x

1

2π

-1

π
2


π-π-2π

对
称
翻
折

对
称
翻
折

f(x) = sinx 
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（2）f(x) = sin x 的图像由 f(x) = sinx图像作 y轴的对称翻折得到.

y

x

1

2π

-1

π-π-2π
对称翻折

f(x) = sin x 

正余弦型三角函数

★ 1、正弦型三角函数 y=Asin(ωx+ φ) +B

(1)A(振幅 )：振动物体离开平衡位置的最大距离.

ωx+ φ(相位 )：振动物体任意时刻的状态.

φ(初相 )：振动物体初始时刻的状态.

T = 2πω
(周期 )：振动物体往复一次的时间.

(2)待定系数法求正弦型函数解析式

2A= f(x)max− f(x)min
2B= f(x)max+ f(x)min、

ω= 2πT
(从图中读出周期，一般是

1
2
T、14

T、34
T)

φ最值点 (零点 )法：ωx0+ φ=
π
2
( 3π2
)

2、正 (余 )弦型三角函数性质 (运用换元法：令 θ=ωx+ φ转化为正 (余 )弦三角函数 )

y=Asin(ωx+ φ) + b y=Acos(ωx+ φ) + b

周  期
2π
ω
 2π

ω


最大值 A+ b，当 x=
2kπ+ π

2
− φ
ω

取得 A+ b，当 x= 2kπ− φω
取得

最小值 -A+ b，当 x=
2kπ+ 3π

2
− φ
ω

取得 -A+ b，当 x= 2kπ+ π− φω
取得

单调增区间
2kπ− π

2
− φ
ω

,
2kπ+ π

2
− φ
ω









2kπ− π− φ
ω

, 2kπ− φω






单调减区间
2kπ+ π

2
− φ
ω

,
2kπ+ 3π

2
− φ
ω









2kπ− φ
ω

, 2kπ+ π− φω






对称轴 x=
kπ+ π

2
− φ
ω

 x= kπ− φω


对称中心
kπ- φ
ω

,b 
π
2
+ kπ- φ

ω
,b 

y

x

f(x) =Asin ωx+ φ +B

振幅
周期T

A

B
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三角恒等变换

★ 1、和差角公式：

sin(α± β) = sinαcosβ± cosαsinβ
cos(α± β) = cosαcosβ∓ sinαsinβ

tan(α± β) = tanα± tanβ
1∓ tanαtanβ


★ 2、二倍角公式：

sin2α= 2sinαcosα

 sinαcosα= 1
2
sin2α

 1± sin2α= sin2α+ cos2α± 2sinαcosα= (sinα± cosα)2

cos2α= cos2α- sin2α= 2cos2α- 1= 1- 2sin2α
 升幂公式 1+ cosα= 2cos2 α2

,1− cosα= 2sin2 α2


 降幂公式 cos2α= cos2α+ 12
，sin2α= 1- cos2α2

．

2αtan = 2tanα
1- tan2α


3、万能代换公式

sin2α= 2tanα
1+ tan2α
 cos2α= 1− tan

2α
1+ tan2α
 tan2α= 2tanα

1− tan2α


4、辅助角公式

★ (1)一次辅助角公式：

f(x) = asinωx± bcosωx
= a2+ b2sin(ωx± φ) tanφ= b

a


(2)二次辅助角公式：

f x = asinωxcosωx± bcos2ωx a,b> 0 

f x = a2
sin2ωx± b2

 cos2ωx+ 1 = a2+ b2
2

sin 2ωx± φ ± b2
 tanφ= ba

 
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第六部分 数  列

等差与等比数列

★ 1、等差与等比数列

等 差 数 列 等 比 数 列

定 义
后一项与前一项的差为常数

an+1- an= d

后一项与前一项的比为常数

an+1
an
= q

通 项 an= a1+ n- 1 d= am+ n-m d an= a1qn-1= amqn-m

求和

公式

Sn=
n(a1+ an)

2


=na1+
1
2
n(n− 1)d

= d2
n2+ (a1−

d
2
)n

Sn=
na1(q= 1)
a1(1− qn)
1− q

= a1− anq
1− q
(q≠ 1)



中 项 如果 a,b,c成等差数列，则 2b= a+ c 如果 a,b,c成等比数列，则 b2= ac

性 质 若m+n= p+ q，则 am+ an= ap+ aq 若m+n= p+ q,则 am ⋅ an= ap ⋅ aq

充要

条件

① an 为等差数列

Sn= an2+ bn (无常数)

②若有Sn= an2+ bn+ c
 an 是以 a2为首项的等差数列

③若有Sn=Aan2+
1
2
an+C

 an 是等差数列，且 d= 1
2A


①若 Sn= Aan+ B，则 {an}是等比数

列.

②若 Sn= Aan A≠ 0 ，则 an 是从第

二项 a2为首项的等比数列.

③ Sn= A ⋅ q n+ B，当且仅当 A =− B

时，{an}是等比数列；当且仅当A≠−B

时，{an}是从第二项 a2为首项的等比数

列.

补充

公式
Sn=na n+1

2
 ； an=

S2n−1
2n− 1
 Sm+n=Sm+ qmSn=Sn+ qnSm

数列

最值

①Sn有最大值⇔
an> 0
an+1< 0
 ；Sn有最小值⇔

an< 0
an+1> 0


②Sn> 0，n的最大值⇔
Sn> 0
Sn+1< 0
 ；Sn< 0,n的最大值⇔

Sn< 0
Sn+1> 0
 .

2、和数列与积数列

和数列 积数列

定 义 数列 an 满足 an+ an+1= f n 称和数列 数列 an 满足 anan+1= f n 称为积数列

通 项

公 式

an+ an+1= f n =An+B时，

则 an−1+ an=A n− 1 +B，两式相

减得：an+1− an−1=A，故 an 是隔

项的等差数列，

an=
a1+A n+ 1

2
− 1  n为奇数

a2+A n
2
− 1  n为偶数



ana n+1 = f n = q n时，则 a n−1a n =
qn−1，

两式相除得：
an+1
an−1
 = q，故 an 是隔

项的等比数列，公比为 q；

∴ an=
a1 ⋅ q

n+1
2
−1 

n为奇数

a2 ⋅ q
n
2
−1  n为偶数


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数列通项公式

★ 1、Sn法求数列通项：

(1)适用条件：适用题目所给关系式中含有Sn的情况.

(2)核心步骤：① 当n= 1时，a1=S1

② 当n≥ 2时，an=Sn−Sn−1

③检验，当n= 1时，a1=S1，是否满足 an

※ 2、构造法求数列通项：

(1)适用条件：适用题目所给关系式为：an+1= pan+ q

(2)核心步骤：将题目的式子变形为：an+1= pan+ q

an+1+A= p(an+A)
an+1+A
an+A
= p A= q

p− 1


所以 an+A 是以 a1+A为首项，以 p公比的等比数列

(3)构造法的引深

等差后缀 等比后缀

关系式 an+1= pan+ dn+ q an+1= pan+ qn

递推步骤

an+1= pan+ dn+ q
an+1+ x(n+ 1) + y= p[an+ xn+ y]
an+1+ x(n+ 1) + y
an+ xn+ y

= p

所以 an+ xn+ y 是以 a1+ x + y
为首项，以 p公比的等比数列

左右两边同时除以 qn+1，

得
an+1
qn+1
= pq

× an
qn
+ 1q



令 bn=
an
qn
，则有 bn+1=

p
q
bn+

1
q


对 bn+1=
p
q
bn+

1
q
运用基础构造法.

※ 3、倒数变换法求数列通项

(1)适用条件：适用题目所给关系式为 an+1=
pan
dan+ q
(分子只有一项 ).

(2)核心步骤：左对两边同时取分之一转化为新数列.

1
an+1
= dan+ qpan

  1
an+1
= qp

× 1
an
+ dp



若 p= q，则数列
1
an
 是以

1
a1
为首项，以

d
p
为公差的等差数列；

若 p≠ q，令数列 bn=
1
an
，上式转化为 bn+1= αbn+ β，继续运用构造法即可求出数列 an .

※ 4、整体除法求数列通项

(1)适用条件：适用所给关系式中含有数列积的式子.例如 anan+1

(2)核心步骤：① 左对两边同时除以题目的数列积，转化为新数列.

② 新数列为等差数列，用等差数列求解方法求解

Sn法中题目所给有时是关系式

eg :Sn= 2n2+ 1,有时是递推式

eg：Sn= 2an+ 1。关系式可

直接得到 an，而递推式只能

得到方程型关系。
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5、累 (叠 )乘法求数列通项

(1)适用条件：适用题目所给关系式为：an+1= f(n) × an(等比数列的广义形式 )

(2)核心步骤：将题目的式子变形为：
an+1
an
= f(n)

类比：
an
an−1
= f(n− 1)
....． ....

×) a2a1= f(1)
−−−−−−−−−−−−−−−−
an
a1
=

n−1

k=1
f(k) ∴ an= a1×

n−1

k=1
f(k)

6、累 (叠 )加法求数列通项

(1)适用条件：适用题目所给关系式为：an+1= f(n) + an(等差数列的广义形式 )

(2)核心步骤：将题目的式子变形为：an+1− an= f(n)

类比得：
an− an−1= f(n− 1)
............
+)a2− a1= f(1)
−−−−−−−−−−−−−−−−−

an− a1=
n−1

k=1
f(k) ∴ an=

n−1

k=1
f(k) + a1

※ 7、数学归纳法 (先猜后证 )求数列通项

(1)数学归纳法：直接证明的方法，用于证明与正整数有关的数学命题.

概括起来就是“两个步骤，一个结论.

(2)核心步骤：

 ① 证明当 n取第一个值 n0(例如n0= 1或 2等 )时结论正确；

② 假设当n= k(k∈N *，且 k≥n0)时结论正确.证明当n= k+ 1 时结论也正确.

 ③ 由①和②可知命题对从 n0开始的所有正整数 n都成立.命题得证.
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8、其它递推数列通项公式

数  列 数列通项公式

an+1=
aan+ b
can+ d


不动点递推法.令：an+1= an= x，即 cx2− a− d x− b= 0；解出

两个根为 α,β．

(1)当 α≠ β时，
an+1− α
an+1− β
= k an− αan− β

 k= a− αca− βc
 ，数列

an− α
an− β
 是以

a1− α
a1− β
为首项，k为公比的等比数列.

(2)当 α = β 时，
1

an+1− α
 = 1

an− α
 + k k= c

αc+ d
 ，数列

1
an- α
 是以

1
a1- α
为首项，k为公差的等差数列.

an+1= pan+ qan-1
a1= a,a2= b

(1)当 p+ q= 1时，an= a+
b− a 1− − q n−1 

1+ q
.

(2)当 p+ q≠ 1时，设 an+1− αan= β an− αan−1 与 an+1= pan+

qan−1比较，得
α ∙ β=-q
α+ β= p
 ，可知：α， β是方程 x2− px− q=

0的两根，容易求得 α， β.

当 α≠ β时，特征根解方程法：令 an= x ⋅ αn+ y ⋅ βn，将 a1,a2
代入即可.

当 α= β时，特征根解方程法：令 an= xn+ y αn，将 a1,a2代
入即可.

Fn =Fn-1+Fn-2
F0 =F1 = 1

斐波那契数列

(黄金分割数列)

(1)定义：一个数列，前两项都为1，从第三项起，每一项都是前两

项之和.

(2)通项公式：Fn=
1
5
 1+ 5

2
 

n

- 1- 5
2

 
n








(3)性质：a1
2+ a22+⋯+an2= anan+1

an+1= pan+ qan-1+A

a1= a,a2= b

(1)当 p + q= 1时，an+1− an=− q an− an−1 + A，继续构造

法，迭加法求出 an.

(2)当 p+ q≠ 1时，设 an+1− αan= β an− αan−1 +A
α， β是方程 x2− px− q= 0的两根，容易求得 α， β．

当 α≠ β时，特征根解法：an= x ⋅ αn+ y ⋅ βn+ z，代入 a1，a2，a3
可解.

当 α= β时，特征根法：an= xn+ y αn+ z，代入 a1，a2，a3可

解.

周期数列
数列 {an}满足：an+2= an+1- an(n∈N *)、an=

an-1
an-2
(n≥ 3)则 {an}

是周期为6的数列，计算出前 6个数列值，整个数列就都知道了.

数列求和方法

★ 1、公式法求和

(1)适用条件：适用题目所求为等差或等比数列的直接求和.

(2)核心步骤：等差：Sn=
n(a1+ an)

2
= a1n+

n(n− 1)
2

d

 等比 :Sn=
a1(1− qn)
1− q

= a1− anq
1− q
q≠ 1

a1nq= 1

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※ 2、需实记的数列和

自然数列的和：1+ 2+ 3+ 4+∙∙∙∙∙∙+n= n(n+ 1)2


 平方数列的和：1+ 22+ 32+ 42+∙∙∙∙∙∙+n2= 1
6
n(n+ 1) (2n+ 1)

立方数列的和：1+ 23+ 33+ 43+∙∙∙∙∙∙+n3= n(n+ 1)
2






2

奇数列的和：1+ 3+ 5+∙∙∙∙∙∙+(2n- 1) =n2

3、倒序相加法求和

Sn= a1+ a2+ a3+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+an−1+ an
+)Sn= an+ an−1+ an−2+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+a2+ a1
2Sn= (a1+ an) + (a1+ an) +⋅⋅⋅⋅⋅⋅+(a1+ an) + (a1+ an)

∴Sn=
n(a1+ an)

2
， ∵ an= a1+ (n− 1)d ∴Sn= a1n+

n(n− 1)
2

d

★ 4、错位相减法求和

(1)适用条件：适用于题目所给数列通项结构为等差×等比的数列求和.

(2)核心步骤：左边乘以公比，右边错开一位相减.

设数列为 an= an+ b qn，则Sn=
an
q− 1
+ b

q− 1
− a

(q− 1)2
 ⋅ qn+1− b

q− 1
− a

(q− 1)2
 ⋅ q

设数列为 an= an+ b qn-1，则Sn=
an
q− 1
+ b

q− 1
− a

(q− 1)2
 ⋅ qn− b

q− 1
− a

(q− 1)2
 

(3)格式步骤如下：以 an= an+ b qn为例

①表示Sn： Sn= a1+ a2+ a3+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+an−1+ an

Sn= (a+ b)q+ (2a+ b)q2+ (3a+ b)q3+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+(an+ b)qn

②表示 qSn：qSn= (a+ b)q2+ (2a+ b)q3+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+(a(n− 1) + b)qn+ (an+ b)qn+1

③相减式：(1− q)Sn= (a+ b)q+ aq2+ aq3+ aq4+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+aqn− (an+ b)qn+1

④套公式：Sn=
an
q− 1
+ b

q− 1
− a

(q− 1)2
 ⋅ qn+1− b

q− 1
− a

(q− 1)2
 ⋅ q

★ 4、裂项相消法法求和

(1)适用条件：适用于题目所给数列通项结构为分式形式的数列求和.

(2)核心步骤：需把题目所给数列通项结构进行列项.其中：k= 1
大分母-小分母


列项公式：
1

小分母×大分母
= k( 1

小分母
− 1

大分母
)

(3)常见放缩方式：

1 形如
1

(n+ 1)2
，常放缩为

1
n(n+ 1)
> 1

(n+ 1)2
≥ 1

(n+ 1) (n+ 2)
；

2 形如
k

a+ qn
，常放缩为

k
qn
，譬如

1
3n
> 1

3n+ 1
≥ 1

4 ∙ 3n-1


3 形如
1
n+ 1
，常放缩为

1
n+ 1
≥ 1

n+ n+ 1

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小 课 堂 几何学

第一部分 平面向量

向量及其运算

★ 1、向量的基本运算

运 算 图形语言 符号语言 坐标语言

加减法
O A

B
C OA


+OB


=OC



OA

-OB


=BA



记OA

= x1,y1 ，OB


= x2,y2 

则 OA

+OB


= x1+ y1,x2+ y2 

OB

-OA


= x2- x1,y2- y1 

设 a = x1,y1 ,b

= x2,y2 ，则：

a + b

= x1+ x2,y1+ y2 

a − b

= x1− x2,y1− y2 O A

B
OA

+AB


=OB



实数与

向量的

乘积

a


b

= λa

AB

= λa λ∈R  记 a = x,y ，则 λa = λx1,λy1 

向量数

量积

a


b
θ

a

⋅ b

= a

 ⋅

b

 cos a


,b


 

记 a

= (x1,y1)，b


= (x2,y2)，则

a ⋅b

= x1x2+ y1y2

向量夹角
cosθ= a ⋅ b



a × b

 

 设 a = x1,y1 ,b

= x2,y2 ，则：

cosθ= x1x2+ y1y2
x21+ y21 ⋅ x22+ y22


向量模长
a

 

|a| = (a)2

a ± b


 

= a ± b


 
2

= a 2± 2a ∙ b

+ b

 2

|a| = x2+ y2

※ 2、极化恒等式

(1)概念：设 a、b

是两个平面向量，则有恒等式：a ∙ b


= 14
 a+ b


 2- a- b


 2 

(2)几何意义：向量的数量积为和对角线与差对角线平方差的
1
4
.

a ∙ b

= 14
 AD 2- BC 2 

(3)空间几何与极化恒等式：在矩形ABCD中，若对角线AC和BD交于点 

O，P为平面内任意一点，有以下两个重要的向量关系：

①PA2+PC 2=PB2+PD2 ；  ② PA

⋅PC

=PB


⋅PD

.

D

A B

C

M

向量数量积中的∙不是乘法

·34·



小 课 堂
向量的位置关系

★ 1、平面向量基本定理

 如果两个向量 a

、b

不共线，那么向量 p


与向量 a


、b

共面的充要条件是：存在唯一实

数对 x、y，使 p
= xa+ yb


。

由此，可得下列结论：对空间任意两个向量 a、b

， a//b


（共线） 存在实数 λ使 a = λb


．

2、共线问题 

（1）P、A、B三点共线 AP||AB AP

= tAB

 OP

= (1- t)OA


+ tOB


.

证明方法：

坐标方法：设A(x1,y1)，B(x2,y2)，P(x,y)三点共线，则：AP

= λPB


，

x= x1+ λx2
1+ λ


y= y1+ λy2
1+ λ


 ⇔OP

= OA


+ λOB



1+ λ
⇔OP


= tOA


+ (1− t)OB


 其中：t= 1

1+ λ
.

(2)定理应用：平面上O，A，B三点不共线，D在直线AB

 上，且AD

= λAB


,令OA


= a，OB


= b

，OD

= x，则有

x = λb

+ (1- λ)a.其表达意思就是从一个顶点O引出三

个向量，且它们共线，每一个向量 a，b

分别乘它对面的比值.

※ 3、等和线

 平面内一组基底OA

, OB


及任一向量OP


,OP

= λOA  OB ,  R  ，

若点 P在直线 AB 上或平行于AB的直线上，则 k (定值 ) ,反之也成立，

把直线 AB 以及与直线 AB 平行的直线称为等和线. k=
OQ


 

OP


 


①当等和线恰为直线 AB 时， k  1 ；

②当等和线在O 点和直线 AB 之间时,k   0,1  ；

③当直线 AB 在O 点和等和线之间时,k   1,  ；

④当等和线过O 点时， k  0；

★ 4、平面向量的平行与垂直

位置关系 平行（共线） 垂  直

图  示
a


b


a


b


符号语言 b

= λa a


∙ b

= 0

坐标语言 x1y2− x2y1= 0 x1x2+ y1y2= 0
记忆口诀 交叉相乘差为零 对应相乘和为零

O

A BD

a


b


x


λ 1- λ

O

P

P

B

AA

B

·35·



小 课 堂

向量法研究三角形性质

1、三角形基础知识：在△ABC中，记角A、B、C所对的边长为：a、b、c

（1）内角和定理：A+B+C = π

(2)大边对大角，大角对大边，即：A>B  a> b,等边对等角，即B=C  b= c

(3)两边之和大于第三边，两边之差小于第三边，即：
a+ b> c
a- b< c


2、三角形三心：设O为ΔABC所在平面上一点，角A、B、C所对边长分别为 a,b,c，则

★ (1)重心：

①概念：三角形三条边中线的交点.

②重心向量表达：O为ΔABC的重心⇔OA

+OB


+OC


= 0

.

③重心的性质：

1)重心到顶点的距离与重心到对边中点的距离之比为 2︰ 1.

2)重心和三角形 3个顶点组成的 3个三角形面积相等.

3)ΔABC中A(x1,y1)、B(x2,y2)、C(x3,y3),重心的坐标是G( x1+ x2+ x33
, y1+ y2+ y33

)

★ (2)内心： 

①概念：三角形内切圆圆心.三内角角平分线交点.

②内心向量表达：O为ΔABC的内心⇔ aOA

+ bOB


+ cOC


= 0

.

③内心的性质：1)内心到三角形边的距离相等

2)三角形面积与内切圆半径关系：SΔ=
1
2
Cr= 1

2
(a+ b+ c)r

★ (3)外心： 

①概念：三角形外接圆圆心.三条边垂直平分线交点.

②外心向量表达：O为ΔABC的外心⇔OA
 2=OB

 2=OC
 2
.

③外心的性质：1)外心到三角形三顶点的距离相等

2)三角形面积与外接圆半径关系：SΔ=
abc
4r


3、特殊三角形

（1）等腰等边三角形

等腰等边三角形三线合一：中线、高线、角平分线合为一条线。

（2）直角三角形

1 在直角三角形中，斜边上的中线等于斜边的一半。

2 在直角三角形中，两条直角边长的平方之和一定等于斜边长的平方。

A

B Ca

bc

A

B Ca

bc
O

A

B Ca

bc
O

A

B Ca

bc
O

α α

A

B C中点

30°

60°
1

2

3
1

1

2

45°

45°
3

4

5
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解三角形

★ 1、正弦定理

a
sinA
= b

sinB
= c

sinC
= 2R. (R为外接圆半径 )

★ 2、余弦定理

a2= b2+ c2- 2bccosA cosA= b
2+ c2− a2
2bc



b2= c2+ a2- 2cacosB cosB= a
2+ c2− b2
2ac



c2= a2+ b2- 2abcosC cosC = a
2+ b2− c2
2ab



★ 3、面积定理

 直接求解式： S= 1
2
×底× h= 1

2
aha=

1
2
bhb=

1
2
chc

 坐标运算式： S= 1
2
×水平宽×铅锤高

 三角运算式： S= 1
2
absinC = 1

2
bcsinA= 1

2
casinB.

 海伦公式：  S= p(p− a) (p− b) (p− c)p= a+ b+ c2


 向量运算式： AB

= a = (x1,y1)，AC


= b

= (x2,y2)

S= 1
2
 a 2 ⋅ b


 2− (a ⋅ b


)2= 1

2
 x1y2− x2y1 

※ 4、三角形内角和定理

在ΔABC中，有A+B+C = π 
C = π- (A+B)
C
2
= π

2
- A+B

2


2C = 2π- 2(A+B)









.

互补关系：sin(A+B) = sin(π-C) = sinC cos(A+B) = cos(π-C) =-cosC

互余关系：sin
A+B
2

= sin( π2
- C2
)= cosC2

 cos
A+B
2

= cos( π2
- C2
)= sinC2



※ 5、两个重要模型

（1）三角形周长的求解：三角形周长等于三边和，但是有的时候需要转化。

周长= a+ b+ c= (a+ b) + c= a+ (b+ c) = (a+ c) + b

 模型：
a2= b2+ c2− 2bccosA
(b+ c)2= b2+ 2bc+ c2
 ⇒(b+ c)2= a2+ 2bc+ 2bccosA

(2)三角形面积最值：均值不等式求面积：均值不等式结合完全平方公式运算

 模型：
a2= b2+ c2- 2bccosA

c2+ b2≥ 2bc
  b2+c2= a2+ 2bccosA

 等量代换：a2+ 2bccosA≥ 2bc  bc≤ a2

2- 2cosA


S= 1
2
bcsinA ∴Smax=

1
2
× a2

2- 2cosA
× sinA

A

B Ca

bc
O

A

B Ca

bc
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第二部分 复  数

复数概念与计算

1、概念

复数：把形如 z= a+ bi（a,b均为实数）的数称为复数，其中 a称为实部，b称为虚部，i

称为虚数单位.当 z的虚部等于零时，常称 z为实数；当 z的虚部不等于零时，实部等于零

时，常称 z为纯虚数.称复数 z= a− bi为Z的共轭复数. 

复平面：记复数 z= a+ bi对应的坐标为（a,b).用水平的实

轴与垂直的虚轴建立起来的坐标系称为复平面.复数 z= a+ bi

可以表示为向量OZ

= (a,b).复平面上的点与复数一一对应.

模运算：将复数的实部与虚部的平方和的正的平方根的值称为该复数的模，记作 z .

即对于复数 z= a+ bi，它的模：z = a2+ b2

★ 2、复数运算

加减法则：a+ bi ± c+ di = a± c + b± d i；

乘法法则：a+ bi  c+ di = ac- bd + bc+ ad i；

除法法则：
a+ bi
c+ di
= a+ bi  c- di 

c+ di  c- di 
= ac+ bd + bc- ad i

c2+ d2


乘方法则：i2=− 1，in= i4k+r= ir

幂运算：zm ⋅ zn= zm+n; (zm)n= zmn; (z1 ⋅ z2)m= z1mz2m(m,n∈N );

3、几个重要的结论：

(1) (1± i)2=± 2i 1+ i
1− i
= i 1− i

1+ i
=− i;

(2) i性质：T = 4；i4n= 1,i4n+1= i,i4n+2=− 1,i4n+3=− i；i4n+ i4n+1+ i4+2+ i4n+3= 0;

复数的三角表示

1、概念：

-般地，任何一个复数 x = a + bi都可以表示成 r(cosθ +

isinθ)的形式.其中，r是复数的模;θ是以 x轴的非负半轴为始边，

向量OZ所在射线 (射线OZ)为终边的角，叫做复数 z= a +bi的

辐角. r(cosθ+ isinθ)叫做复数 z= a+ bi的三角表示式，简称三角

形式.为了与三角形式区分开来，a+ bi叫做复数的代数表示式，简

称代数形式.

共轭复数的性质:

(1) x+ yi = x- yi 

(2) x+ yi x- yi = x2+ y2

z= a+ bi

x

y

a

b

O

Z

Z = r(cosθ+ isinθ) = reiθ

Z = a+ bi

x

y

a

b

θ

r

O
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※ 2、棣莫佛定理

 对于复数Z = r(cosθ+ isinθ)有 z的n次幂：Z = rn cos nθ + isin nθ  （n∈N+）

若：Z1= r1 (cosθ1+ isinθ1) Z2= r2 (cosθ2+ isinθ2)

则Z1 ∙Z2= r1r2 cos θ1+ θ2 + isin θ1+ θ2  
Z1
Z2
= r1r2

 cos θ1- θ2 + isin θ1- θ2  

※ 3、复数的开方运算

(1)若：nz= r(cosθ+ isinθ) 
1
n
,则：ωk= r

1
n
 cos

θ+ 2kπ
n

+ isin θ+ 2kπn






(2)1的n次方根：1的n次方根在复数域内是 e
2kπ
n
i 1的三次方根：1、- 1

2
± 3

2
i
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第三部分 立体几何与空间向量

空间几何体的结构特征

★ 1、空间几何体的结构和计算

结 构 特 征 图 示 表面积体积

柱体

棱柱

两底面相互平

行，其余各面都

是平行四边形；

侧棱平行且相

等.

A
F E

B C
D

A
B C

D
EF

底面

侧棱

侧面

S柱表= 2S底面积+S侧面积

V柱=S底h

圆柱

两底面相互平行；

以矩形一边所在

直线为旋转轴，其

余三边旋转形成

的曲面所围成的

几何体.

母线

侧面

底面

轴

S柱表= 2S底面积+S侧面积

= 2πrl+ 2πr2

= 2πr(r+ l)
V柱=S底h

锥体

棱锥

底面是多边形，

各侧面均是三

角形；

各侧面有一个

公共顶点.

S

A B

CD

顶点

侧面

侧棱

底面

S锥表=S底面积+S侧面积

V锥=
1
3
Sh

圆锥

底面是圆；以直角

三角形的一直角

边所在的直线为

旋转轴，其余两边

旋转形成的曲面

所围成的几何体.

S

A BO

高 h

顶点
母线

S扇形=
1
2
lr= 1

2
 α r2

S锥表= πrl+ πr2

= πr(r+ l)

V锥=
1
3
Sh

台体

棱台

两底面相互平

行；是用一个平

行于棱锥底面的

平面去截棱锥，

底面和截面之间

的部分.
A B

C
D

侧面
侧棱

底面

S台表=S底面积+S侧面积

V= 1
3
(S上+ S上S下+S下)h

圆台

两底面相互平

行；用一平行圆

锥底面的平面截

圆锥，底面和截

面之间的部分.
A BO

高 h
侧面母线

O BA S侧= π(R+ r)l

S台表= πrl+ πr2+ πRl+ πR2

V= 1
3
(S上+ S上S下+S下)h

球

球心到球面上各点的

距离相等；是以半圆的

直径所在直线为旋转

轴，半圆面旋转一周形

成的几何体.

O R
A B

C

D

球心

球半径

球面

轴

S球表= 4πR2

V球体=
4
3
πR3
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★ 2、三视图

（1）三视图：观测者从不同位置观察同一个几何体，画出的空间几何体的图形，包括：

主视图：物体前后方向投影所得投影图，反映物体的高度和长度

左视图：物体左右方向投影所得投影图，反映物体的高度和宽度

俯视图：物体上下方向投影所得投影图，反映物体的长度和宽度

3、直观图

（1）概念：一个物体，从直观看上去的图形，叫做直观图.分为平行投影下画出的直观图和

中心投影画出的直观图，画直观图的方法叫做斜二测画法.

（2）作图规则：

1 在已知图像中取互相垂直的 x轴和 y轴，两轴相交于点O，画直观图时，画出相应的

x′ 轴和 y′ 轴，两轴相交于O′，且使∠x′O′y′ = 45° 或 135° ，它们确定的平面表示水平面.

2 图形中平行于 x轴或 y轴的线段，在直观图中分别画出平行于 x′ 轴和 y′ 轴的线段.

3 原图形中平行于 x轴的线段在直观图中长度不变，平行于 y轴线段变成原来的一半.

※ 5、正四面体的性质 (棱长为 a)

①全面积S= 3a2； ②体积V= 2
12
a3；

③对棱间的距离 d= 2
2
a； ④相邻面所成二面角 α= arccos 1

3


⑤外接球半径R= 6
4
a； ⑥内切球半径 r= 6

12
a；

⑦正四面体内任一点到各面距离之和为定值 h= 6
3
a.
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空间点线面位置关系

★ 1、线面平行

文字语言 图形语言 符号语言

判定

定理

平面外一条直线与此

平面内的一条直线平行，

则直线与此平面平行. α

a

b

a⊄ α
b⊂ α
a//b








 a//α

性质

定理

如果一条直线和一个

平面平行，经过这条直线

的平面和这个平面相交，

则直线就和交线平行.
α

a

b

β

a//α
a⊂ β
α⋂ β= b








 a//b

★ 2、面面平行

文字语言 图形语言 符号语言

判定

定理

一个平面内有两条

相交直线与另一个平面

平行，则这两个平面平

行.

α
a b

β

P a⊂ α
b⊂ α
a⋂ b=P
a//β,b//β













 α//β

性质

定理

如果两个平行平面

时与第三个平面相交，那

么它们的交线平行
α

a

bβ
γ

a//β
α⋂ γ= a
β⋂ γ= b








 a//b

★ 3、线面垂直

文字语言 图形语言 符号语言

判定

定理

一条直线与平面内的

两条相交直线都垂直，则

该直线与此平面垂直. α
a b

l

O

a⋂ b=O
a、 b⊂ α
a⊥ l
b⊥ l













 l⊥ α

推论

如果在两条平行直线

中，有一条垂直于平面，那

么另一条直线也垂直这个

平面.

α

a b a//b
a⊥ α

  b⊥ α

性质

定理

直线垂直于平面，则，

直线与平面内任意一条直

线垂直. α
a
b

l l⊥ α
a⊂ α
b⊂ α
∙∙∙∙∙∙














l⏊ a
l⏊ b
∙∙∙∙∙∙








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★ 4、面面垂直

文字语言 图形语言 符号语言

判定

定理

一个平面过另一个

平面的一条垂线，则这两

个平面互相垂直. α
l
β

l⊥ α
l⊂ β

  α⊥ β

性质

定理

两个平面互相垂直，

则一个平面内垂直于交

线的直线垂直于另一个

平面

α
l
β

a

α⋂ β= a
l⊥ a
α⊥ β
l⊂ β













 l⊥ α

几何法求空间角与距

★ 1、几何法求异面直线夹角：

(1)异面直线所成角的范围 (00,900]
（2）平移法求异面直线夹角：通过平移将问题转化到三角形中，用正余弦定理解三角形

几何方法一般有三种类型：

①利用图中已有的平行线进行平移；

②利用特殊点作平行线进行平移；

③利用异面直线所在几何体的特点，补形平移.

※ 2、空间余弦定理求异面直线夹角：

设直线AB、CD的夹角为 θ，则有：

cosθ= cos AB,CD  =
AD2+BC 2 − AC 2+BD2  

2AB ⋅CD


推导：AB

⋅CD

=AB


⋅ AD


−AC


 =AB


⋅AD

−AB


⋅AC


= AB


 ⋅ AD


 ⋅ cos AB,AD − AB


 ⋅ AC


 ⋅ cos AB,AC 

= AB


 ⋅ AD


 ⋅ AB 2+ AD 2− BD 2

2 AB ⋅ AD 
 − AB


 ⋅ AC


 ⋅ AB 2+ AC 2− BC 2

2 AB ⋅ AC 


= AB 2+ AD 2− BD 2

2
− AB 2+ AC 2− BC 2

2


= ( AD 2+ BC 2) − ( BD 2+ AC 2)
2



∴ cos AB

,CD


 

= AB

⋅CD


AB ⋅ CD 


= AD2+BC 2 − AC 2+BD2 
2AB ⋅CD



记忆：cosθ= 头尾 2+头尾 2 − 头头 2+头头 2  
2AB ⋅CD



※ 3、面积射影法求解二面角

（1）二面角：范围 [00,1800]定义法：作出二面角的平面角，转化为解三角形

在平面 α上取一块区域，面积记为S原，该区域投影至平面 β，投影面积记为S射，

平面 α与平面 β所成二面角记为 θ，则：cosθ= S射

S原



A

B

C

D
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立体几何的空间向量方法

★ 1、空间向量的相关概念与运算

(1)概念：在空间，把具有大小和方向的量叫做空间向量.用有向线段表示.

(2)空间向量的运算：

运 算 图形语言 符号语言 坐标语言

加减法 O
A

B

C

x

y

z

OA

+OB


=OC



OA

-OB


=BA



记OA

= x1,y1,z1 ，OB


= x2,y2,z1 

则 OA

+OB


= x1+ y1,x2+ y2,z1+ z2 

OB

-OA


= x2- x1,y2- y1,z2- z1 

设 a = x1,y1,z1 ,b

= x2,y2,z2 ，

则：

a + b

= x1+ x2,y1+ y2,z1+ z2 

a − b

= x1− x2,y1− y2,z2- z1 

O
A

B

x

y

z

OA

+AB


=OB



AB

=OB


-OA



实数与

向量的

乘积
O

x

y

z

b

= λa

a


b

= λa λ∈R 

记 a = x,y,z 

则 b

= λa = λx1,λy1,λz 

向量数

量积

O x

y

z

a


b

θ

a

⋅ b

= a

 ⋅

b

 cos a


,b


 

记 a

= (x1,y1,z1)，b


= (x2,y2,z2)，

则 a ⋅b

= x1x2+ y1y2+ z1z2

向量夹

角
cosθ= a ⋅ b



a × b

 

 设 a = (x1,y1,z1),b

= (x2,y2,z2)，

则：cosθ=
x1x2+ y1y2+ z1z2

x21+ y21+ z21 ⋅ x22+ y22+ z22


向量模

长 a

 

O x
y

z

a


a ± b


 

= a ± b


 
2

= a 2± 2a ∙ b

+ b

 2

|a| = x2+ y2+ z2

★ 2、平面法向量：

(1)定义：如果表示向量m

的有向线段所在直线垂直于平面 α，则称这个向量垂

直于平面 α，记作m
⊥ α，如果m

⊥ α，那么向量m

叫做平面 α的法向量.

(2)法向量求法：设平面ABC的法向量m
= (x,y,z)

 则：
m
×AC


= 0

m
×AB


= 0

  m
= (x0,y0,z0)

快速解法：把AC

= (a,b,c)、AB


= (d,e,f)坐标写两遍，划掉收尾，十字

相乘求差，结果为法向量.若结果有公因式，可以把公因式约去.

a ab c b c

d e f d e f
法向量n = (bf − ec,cd− af,ae− bd).

x

y

z

m


α
O

A

B

C
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★ 3、向量方法下的位置关系

位置关系 图示 向量关系 向量表达 向量坐标运算

线线平行

(a⎳ b) b

a

b

a


a//b


a = λb


xa= λxb
ya= λyb
za= λzb









线线垂直

(a⏊ b)
b

a

b
a



a ⏊ b


a ∙ b

= 0 xaxb+yayb+zazb= 0

线面平行

(a⎳ α) α
b

m
 a a



a
⏊m a

 ∙m= 0 xaxm+yaym+zazm= 0

线面垂直

(a⏊ α) α

m
a



a

a//m a = λm
xa= λxm
ya= λym
za= λzm









面面平行

(α⎳ β)

α
n


m


β
n
//m n

= λm
xn= λxm
yn= λym
zn= λzm









面面垂直

(α⏊ β) α

β n


m


n
⏊m n

 ∙m= 0 xnxm+ynym+znzm= 0

★ 4、向量方法下的空间角与空间距

空间角 图  示 向量方法

线异面

直线夹

角 α bb

a a

 设θ为异面直线a,b所成角，a、 b

分别表

示异面直线a,b的方向向量

cosθ= cos< a,b

>= a ⋅ b



a ⋅ b

 



线面角

α

m
 l
a

φ

α

m
 l
a

φ

设m

是平面α的法向量，a


是 l的方向向量，l

与平面α所成的角为

sinθ= cos<m,a>= a
 ⋅m 
a

 ⋅ m 


二面角

α

β m


n


设n
,m是面α,β的法向量，二面角 α- l- β

的大小为 θ，二面角大小等于<n,m>或π-
<n,m>

cosθ= cos<n,m>= n
 ⋅m

n

 ⋅ m 


点面距

α

B
m


A

d

若n 是平面 α的法向量，AB是平面 α的一条

斜线段，且B∈ α.

d=
AB

⋅n 
n 


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空间球的表面积与体积

★ 1. 【墙角模型】三条线两两互相垂直，不找球心的位置即可求出球半径

P

A

B

C

P

A

B

C

D

P

A

B

C

方法：找三条两两垂直的线段，利用公式 2R 2= a2+ b2+ c2，即 2R= a2+ b2+ c2求出R

★ 2、 【垂面模型】三棱锥中，一条棱垂直于某个面，球心离底面距离为这条棱长的一半．

（1）如图PA⏊平面ABC，求外接球半径的步骤：

第一步：将△ABC画在小圆面上，A为小圆直径的一个端点， 

 作小圆直径AD，连接PD，则PD必过球心O；

第二步：O1为△ABC的外心，所以OO1⏊平面ABC，算出小圆

 半径 r(可利用正弦定理
a
sinA
= b

sinB
= c

sinC
= 2r

 计算 )，又OO1=
1
2
PA；

第三步：利用勾股定理求三棱锥的外接球半径：① 2R 2=PA2+ (2r)2；

 ②R2= r2+OO12= r2+
PA
2
 

2
．

(2)如图，P的射影是△ABC的外心 三棱锥P-ABC的三条侧棱相等 三棱

锥P-ABC的底面△ABC在圆锥的底上，顶点P也是圆锥的顶点．

求解步骤：

第一步：确定球心O的位置，取△ABC的外心O1，则P、O、O1三点共线；

第二步：先算出小圆O1的半径AO1= r，再算出棱锥的高 h=PO1(也是圆锥的高 )；

第三步：勾股定理：OA2= r2+ (h-R)2，解出R．

方法二：小圆直径参与构造大圆，用正弦定理求大圆直径得球的直径．

※ 3、 【对棱相等模型】

三棱锥ABCD中，AB=CD，AC =BD，AD=BC，可补形为长方体，再求外接球半径．

第一步：画出一个长方体，标出互为异面直线的三组面对角线；

第二步：设出长方体的长宽高分别为 a,b,c，AB=CD= y，

AC =BD= z，AD=BC = x，

列方程组：

a2+ b2= x2

c2+ b2= y2

a2+ c2= z2









 a2+ b2+ c2= x

2+ y2+ z2
2

；

第三步：根据墙角模型，2R= a2+ b2+ c2= x2+ y2+ z2
2

，即R= x2+ y2+ z2
8

．

P

A B
C

O1

O

D

A

B

C
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※ 4、【切瓜模型】两个大小圆面互相垂直且交于小圆直径，利用正弦定理解大圆三角形．

R

A B

C

O

P

r
h
O

R

A B
C

O

P

r

h

O

如图，平面PAC ⏊平面ABC，且AB⏊BC(即AC为小圆的直径 )，则球心O在大圆面

PAC上，利用正弦定理即可求出外接球半径．

※ 5、 【汉堡模型】直棱柱的外接球、圆柱的外接球

R

A
B

C

A

B

C

r

h R

A
B

C

A

B

C

r

h R

A B

C

A B
C

r

h

如图，直三棱柱内接于球 (同时直棱柱也内接与圆柱，棱柱上下底面可以是任意三角形 )．

第一步：确定球心O的位置，O1是△ABC的外心，则OO1⏊面ABC；

第二步：算出小圆O1半径AO1= r，OO1=
1
2
AA1= h(AA1= h也是圆柱的高 )；

第三步：勾股定理：R2=OA2=O1A2+OO12= r2+
h
2
 

2
，即R= r2+ h

2
 

2
．

※ 6、 【折叠模型】两个全等三角形或等腰三角形拼在一起，或菱形折叠

第一步：先画出如图所示的图形，将△ABC画在小圆上，找出

△BCD和△ABD的外心H1和H2；

第二步：过H1和H2分别作平面 BCD和平面ABD的垂线，两垂

 线的交点即为球心O，连接OE，OC；

第三步：解△OEH1，算出OH1，在Rt△OCH1中，勾股定理：

OH1
2+CH12=OC 2．

A

A
B

D

H1

O

C

H2
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第四部分  直线与圆

直线与直线方程

★ 1、倾斜角与斜率

倾斜角：直线向上方向与x轴正方向所成的最小正角，范围 0,π 

斜  率：直倾斜角的正切值记为直线的斜率.

k= tanα= △y△x
= y2- y1x2- x1

(P(x1,y1)、Q(x2,y2)).

x

y

P

Q

△y
△x


α
α

k

ππ
2
o

★ 2、直线方程 

 点斜式 : y- y1= k(x- x1) (直线 l过点P1(x1,y1)，且斜率为 k)．

 斜截式 : y= kx+ b(b为直线 l在 y轴上的截距 ).

 两点式 : y- y1y2- y1
= x- x1

x2- x1
(y1≠ y2) (P1(x1,y1)、P2(x2,y2) (x1≠ x2)).

 截距式 : xa
+ yb

= 1(a、b分别为直线的横、纵截距，a、b≠ 0)

一般式 :Ax+By+C = 0(其中A、B不同时为 0).

※ 3、两直线的平行和垂直 

(1)若 l1 : y= k1x+ b1，l2 : y= k2x+ b2
① l1||l2⇔ k1= k2,b1≠ b2; ② l1⊥ l2⇔ k1k2=-1.

(2)若 l1 :A1x+B1y+C1= 0,l2 :A2x+B2y+C2= 0,且A1、A2、B1、B2都不为零,

① l1||l2⇔
A1
A2
= B1B2
≠ C1C2
； ② l1⊥ l2⇔A1A2+B1B2= 0；

★ 4、直角坐标公式 

 两点间距离：AB = (x1− x2)2+ (y1− y2)2

 点到直线距离： d= |Ax0+By0+C|
A2+B2

(点P(x0,y0),直线 l：Ax+By+C = 0).

 两平行线间的距离公式：l1：Ax+By+C1= 0，l2Ax+By+C2= 0

则 l1与 l2的距离为 d= C1−C2 

A2+B2


 两直线夹角公式：tanα= k2− k1
1+ k2k1
  k1、 k2都存在，1+ k1k2≠ 0

 中点坐标公式：A(x1,y1)、B(x2,y2)的中点坐标为：
x= x1+ x2

2


y= y1+ y2
2


 (λ= 1)
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直线与圆的位置关系

1、圆的定义：平面上一动点P(x,y)到一定点A(a,b)的距离是常数 r的动点轨迹为圆.

★ 2、圆方程

(1)标准方程 : (x- a)2+ (y- b)2= r2.

(2)一般方程 : x2+ y2+Dx+Ey+F = 0(D2+E2- 4F> 0).

圆心 -D2
,- E2

 半径 r= D2+E2- 4F
2



(3)直径式方程 : (x- x1) (x- x2) + (y- y1) (y- y2) = 0

圆的直径的端点是A(x1,y1)、B(x2,y2).

※ 3、点P(x0,y0)与圆 (x− a)2+ (y− b)2= r2的位置关系

(1)代数法：若 d= (a- x0)2+ (b- y0)2，则

d> r⇔点P在圆外;

d= r⇔点P在圆上;

d< r⇔点P在圆内.

(2)向量法：取圆直径端点为A,B平面上一点为P，

则有：AP

×BP


< 0⇒P在圆内

AP

×BP


= 0⇒P在圆上

AP

×BP


> 0⇒P在圆外

★ 4、直线与圆的位置关系

位置关系 相 离 相 切 相 交

图  示 d
r

O

d
r

O

d
rO

几何方法

通过比较圆心O到直线 l的距离来 d判断位置关系的方法。

其中 d= Aa+Bb+C 

A2+B2
.

d> r d= r d< r

代数方法

通过联立圆方程和直线方程得到一元二次方程，用一元二次方程的

判别式判断位置关系的方法。

联立：
y= kx+ b
F(x,y) = 0
  得：ax2+ bx+ c= 0,判别式：Δ= b2− 4ac

Δ< 0 Δ= 0 Δ> 0

5、圆的切线方程 (已知圆 x2+ y2= r2)

（1）过圆上的P0(x0,y0)点的切线方程为 x0x+ y0y= r2;

（2）斜率为 k的圆的切线方程为 y= kx± r 1+ k2.

x

y P(x,y)

A(a,b)

o

r

A B

P

O
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※ 6、阿氏圆：

给定两定点A、B,动点P满足AP= λBP λ> 0,λ≠ 1 

的关系，则P点的轨迹为圆，称为阿氏圆.

证明：

以AB中点为原点，建立如图直角坐标系，记定点A − t,0 、B t,0 ，设P x,y 

则：PA = x+ t 2+ y2、PB = x− t 2+ y2

由 AP = λ BP ，可得：AP 2= λ2 BP 2，即 x+ t 2+ y2= λ2 x− t 2+ y2 

变形可得：x− λ
2+ 1
λ2− 1
t 

2

+ y2= 2λt
λ2− 1
 

2

显然，
2λt
λ2− 1
 

2
> 0，上述方程表示以

λ2+ 1
λ2− 1
t,0 为圆心，

2λt
λ2− 1
 为半径的圆方程.

若AB= a，APPB= λ,AB与圆交于P1、P2，则圆直径P1P2=
2aλ
λ2− 1 
= 2a

λ− 1
λ
 

，r= 2a

λ− 1
λ
 



线性规划与最优解

1相关概念：

（1）线性约束条件：如果两个变量 x、y满足一组一次不等式组，

则称不等式组是变量 x、y的约束条件，这组约束条件都是关于 x、

y的一次不等式，故又称线性约束条件．

 （2）线性目标函数：关于 x、y的一次式 z= f(x,y)是欲达到最

大值或最小值所涉及的变量x、y的解析式，叫线性目标函数．

 （3）线性规划问题：求线性目标函数在线性约束条件下的最值的问题，统称为线性规

划问题．

（4）可行解、可行域和最优解：满足线性约束条件的解 (x,y)叫可行解；由所有可行解

组成的集合叫做可行域；使目标函数取得最大或最小值的可行解叫线性规划问题的最

优解.

※ 2、常见的目标函数的类型：

“截距”型：z=Ax+By+C

“斜率”型：z= y− bx− a


“距离”型：z= (x− a)2+ (y− b)2或 z= (x− a)2+ (y− b)2

在求目标函数的最值时，可结合线性规划与代数式的几何意义求解，从而使问题简单化.

A B

P

O x

y

A

B
C

O
x

y 可行域

线性约束
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第五部分 圆锥曲线

椭圆及其性质

第一定义 平面内一动点P与两定点F1、F2距离之和为常数（大于 F1F2 ）的点轨迹

第二定义 平面内一动点到定点与到准线的距离比是常数的点轨迹
MF1
d1
= MF2d2

= e

焦  点 焦点在x轴上 焦点在 y轴上

图  形

y

xF1 F2

ab
cOA1 A2

B2

B1

y

xF1 F2

ab
c

A1

A2

B2B1

标准方程
x2

a2
+ y

2

b2
= 1 a> b> 0 

y2

a2
+ x

2

b2
= 1 a> b> 0 

范  围 -a≤ x≤ a且-b≤ y≤ b -b≤ x≤ b且-a≤ y≤ a
顶  点 Α1 -a,0 Α2 a,0 Β1 0, - b Β2 0,b  Α1 0, - a Α2 0,a Β1 -b,0 Β2 b,0 

轴  长 短轴长= 2b 长轴长= 2a

焦  点 F1 -c,0 、F2 c,0  F1 0, - c 、F2 0,c 

焦距(焦

半径)

F1F2 = 2c c2= a2- b2 PF1 = a+ ex0, PF2 = a- ex0

左焦点弦 |AB| = 2a+ e(x1+ x2),右焦点弦 |AB| = 2a- e(x1+ x2).

离心率 e= ca
= 1- b

2

a2
 0< e< 1 

准线方程 x=± a
2

c
 y=± a

2

c


切线方程
x0x
a2
+ y0y

b2
= 1 x0x

b2
+ y0y

a2
= 1

通  径 过椭圆焦点且垂直于对称轴的弦长 AB = 2b
2

a
(最短焦点弦 )

焦  点

三角形

(1)由定义可知：|PF1| +|PF2| = 2a,周长为：2a+ 2c

(2)焦点三角形面积：SΔF1PF2= b
2× tan θ2



(3)当P在椭圆短轴上时，张角 θ最大, θ≥ 1- 2e2cos

(4)焦长公式：PF1 = b2

a- c αcos
、MF1 = b2

a+ c αcos


MP = 2ab2

a2- c2 2αcos
= 2ab2

b2+ c2 2αsin


(5)离心率：e= (α+ β)sin
α+ βsinsin



y

xF1 F2

θ
α

P

O
M

β

·51·



小 课 堂 双曲线及其性质

第一定义 平面内一动点P与两定点F1、F2距离之差为常数（大于 F1F2 ）的点轨迹

第二定义 平面内一动点到定点与到准线的距离比是常数的点轨迹
MF1
d1
= MF2d2

= e

焦  点 焦点在x轴上 焦点在 y轴上

图  形

y

xF1 F2

b

c

虚轴

实轴

a

y

x

F1

F2

实轴

虚轴

标准方程
x2

a2
- y

2

b2
= 1 a> 0,b> 0 

y2

a2
- x

2

b2
= 1 a> 0,b> 0 

范  围 x≤-a或x≥ a，y∈R y≤-a或 y≥ a，x∈R
顶  点 Α1 -a,0 、Α2 a,0  Α1 0, - a 、Α2 0,a 

轴  长 虚轴长= 2b 实轴长= 2a

焦  点 F1 -c,0 、F2 c,0  F1 0, - c 、F2 0,c 

焦距(焦

半径)
F1F2 = 2c c2= a2+ b2 |PF1| = a+ ex0,|PF2| =-a+ ex0左支添“-”

离心率 e= ca
= 1+ b

2

a2
 e> 1 

准线方程 x=± a
2

c
 y=± a

2

c


渐近线 y=± ba
x y=± ab

x

切线方程
x0x
a2
- y0y

b2
= 1 x0x

b2
- y0y

a2
= 1

通  径 过双曲线焦点且垂直于对称轴的弦长 AB = 2b
2

a
(最短焦点弦 )

焦  点

三角形

(1)由定义可知：|PF1| -|PF2| = 2a
(2)焦点直角三角形的个数为八个，顶角为直角与底角为直角各四个；

(3)焦点三角形面积：SΔF1PF2= b
2÷ tan θ2

= c ∙ y 

(4)离心率：e= F1F2 
PF1 - PF2  
= sinθ

sinα- sinβ 
= sin(α+ β)

sinα- sinβ 


y

xF1 F2

P
θ

α β
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抛物线及其性质

定  义 平面内与一个定点F和一条定直线 l的距离相等的点的轨迹称为抛物线．

方  程 y2= 2px y2=-2px x2= 2py x2=-2py

图  形

y

xF
x=- p2



y

xF
x= p2


y

x

F

y=- p2


y

x

F

y= p2


顶  点 0,0 

对称轴 x轴 y轴

焦  点 F
p
2
,0  F - p2

,0  F 0, p2
  F 0, - p2

 
准线方程 x=- p2

 x= p2
 y=- p2

 y= p2


离心率 e= 1
范  围 x≥ 0 x≤ 0 y≥ 0 y≤ 0
切线方程 y0y= p(x+ x0) x0x= p(y+ y0)
通  径 过抛物线焦点且垂直于对称轴的弦 AB = 2P(最短焦点弦 )

焦点弦

AB为过 y2= 2px(p> 0)焦点的弦，A(x1,y1)、B(x2,y2)，倾斜角为 α.则：

(1) AF = x1+
p
2
 BF = x2+

p
2
 AB = x1+ x2+ p,

(2)x1x2=
p2

4
 y1y2=-p2;

(3) AF = p
1- αcos
 BF = p

1+ αcos
 1

|FA|
 + 1

|FB|
 = 2

P


(4) AB = 2p
sin2α
 S△A0B=

p2

2 αsin


AB为过 x2= 2py(p> 0)焦点的弦，A(x1,y1)、B(x2,y2)，倾斜角为 α.则：

(1) AF = p
1- αsin
 BF = p

1+ αsin


(2) AB =
2p
2αcos

 S△A0B= p2

2 αcos


(3)
AF 
BF 
= λ,则： α= λ- 1λ+ 1

sin

y

xF

x=- p2


α

A

B

O

y

x

F

α

A

B

O
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点差法与通法

1、圆锥曲线综述：

联立方程设交点，韦达定理求弦长；变量范围判别式，曲线定义不能忘；

弦斜中点点差法，设而不求计算畅；向量参数恰当用，数形结合记心间.

★ 2、直线与圆锥曲线的位置关系

（1）直线的设法：

1 若题目明确涉及斜率，则设直线：y= kx+ b，需考虑直线斜率是否存在，分类讨论；

2 若题目没有涉及斜率或直线过 (a,0)则设直线：x=my+ a,可避免对斜率进行讨论

（2）研究通法：联立
y= kx+ b
F(x,y) = 0
  得：ax2+ bx+ c= 0

 判别式：Δ= b2− 4ac,韦达定理：x1+ x2=−
b
a
，x1x2=

c
a


（3）弦长公式：AB = (x1- x2)2+ (y1- y2)2= 1+ k2|x1- x2|

= (1+ k2) ⋅ [(x1+ x2)2- 4x1x2] = 1+ 1
k2
 (y1+ y2)2− 4y1y2 

3、硬解定理

设直线 y= kx+ φ与曲线
x2

m
+ y

2

n
= 1相交于A(x1,y1)、B(x2,y2)

由：
y= kx+ φ
nx2+my2=mn
 ,可得：(n+mk2)x2+ 2kφmx+m(φ2-n) = 0

判别式：△= 4mn(n+mk2- φ2)韦达定理：x1+ x2=
-2kmφ
n+mk2
,x1x2=

m(φ2-n)
n+mk2


由：|x1- x2| = (x1+ x2)2- 4x1x2,代入韦达定理：|x1- x2| =
△

n+mk2


★ 4、点差法： 

 若直线 l与曲线相交于M、N 两点，点P(x0,y0)是弦MN 中点，MN 的斜率为 kMN，

 则：在椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1(a> b> 0)中,有 kMN ⋅

y0
x0
=− b

2

a2
;

 在双曲线
x2

a2
− y

2

b2
= 1(a> b> 0)中,有 kMN ⋅

y0
x0
= b

2

a2
；

 在抛物线 y2= 2px(p> 0)中,有 kMN ⋅ y0= p.

证明：(椭圆 )

 设M、N 两两点的坐标分别为 (x1,y1)、(x2,y2)，

 则有

x1
2

a2
+ y1

2

b2
= 1,⋯⋯(1)

x2
2

a2
+ y2

2

b2
= 1.⋯⋯(2)









(1) − (2)，得 x1
2− x22
a2

+ y1
2− y22
b2

= 0.

∴ y2− y1x2− x1
 ⋅ y2+ y1x2+ x1

=− b
2

a2
.

 又∵ kMN=
y2− y1
x2− x1
, y1+ y2x1+ x2

= 2y2x
= yx

.∴ kMN ⋅
y
x
=− b

2

a2
.

y

xF1 F2

P

N

O

M
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圆锥曲线的参数方程

1、参数方程的概念

在平面直角坐标系中，曲线上任意一点的坐标 x,y都是某个变数 t的函数
x= f(t)
y= g(t)


并且对于 t的每一个允许值，由这个方程所确定的点M (x,y)都在这条曲线上，该方程

就叫做这条曲线的参数方程，联系变数 x,y的变数 t叫做参变数，简称参数.

相对于参数方程而言，直接给出点的坐标间关系的方程叫做普通方程.

※ 2、直线的参数方程

(1)过定点P(x0,y0)、倾斜角为 α(α≠ π2
)的直线的参数方程

x= x0+ tcosα
y= y0+ tsinα
 (t为参数 )

(2)参数 t的几何意义：

参数 t表示直线 l上以定点M0为起点，任意一点M (x,y)为终点的有向线段的长

度再加上表示方向的正负号，也即 |M0M

|= |t|，

|t|表示直线上任一点M 到定点M0的距离.

当点M 在M0上方时，t> 0；

当点M 在M0下方时，t< 0；

当点M 与M0重合时，t= 0；

(3)直线方程与参数方程互化：y− yo= tanα(x− xo)⇔
x= x0+ tcosα
y= y0+ tsinα
 (t为参数 )

(4)直线参数方程：
x= x0+ at
y= y0+ bt
 (t为参数 )，

当 a2+ b2= 1时，参数方程为标准型参数方程，参数的几何意义才是代表距离.

当 a2+ b2≠ 1时，将参数方程化为

x= x0+ a
a2+ b2
t

y= y0+ b
a2+ b2
t

 然后在进行计算.

★ 3、圆的参数方程

（1）圆心 (a,b)，半径 r的圆 (x- a)2+ (y- b)2= r2参数方程
x= a+ rcosθ
y= b+ rsinθ
 (θ为参数 )；

特别：当圆心在原点时，半径为 r的圆 x2+ y2= r2的参数方程为：
x= rcosθ
y= rsinθ
 (θ是参数 ).

(2)参数 θ的几何意义：θ表示 x轴的正方向到圆心

和圆上任意一点的半径所成的角.

(3)消参的方法：利用 sin2θ+ cos2θ= 1，

可得圆方程：(x- a)2+ (y- b)2= r2

★ 4、椭圆的参数方程

(1)椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1(a> b> 0)的参数方程为

x= acosφ
y= bsinφ
 (φ为参数 )；

椭圆
y2

a2
+ x

2

b2
= 1(a> b> 0)的参数方程为

x= bcosφ
y= asinφ
 (φ为参数 )；

y

xM0
t

α
O

M1 






α

P(x,y)
r

x

y

·55·



小 课 堂

(2)参数 θ的几何意义：参数 θ表示椭圆上某一点的离心角.

如图所示，点P对应的离心角为 θ=∠QOx(过P作

PQ⊥ x轴，交大 圆即以 2a为直径的圆于Q)，

切不可认为是 θ=∠POx.

5、双曲线的参数方程

（1）双曲线
x2

a2
- y

2

b2
= 1(a> b> 0)的参数方程

x= asecφ
y= btanφ
 (φ为参数 )；secφ= 1

cosφ


双曲线
y2

a2
- x

2

b2
= 1(a> b> 0)的参数方程

x= bcotφ
y= acscφ
 (φ为参数 )；cscφ= 1

sinφ


（2）参数 θ的几何意义：参数 θ表示双曲线上某一点的离心角.

※ 6、抛物线的参数方程

（1）抛物线 y2= 2px参数方程
x= 2pt2

y= 2pt
 (t为参数，t= 1

tanα
)；

（2）参数 t的几何意义：抛物线上除顶点外的任意一点与原点连线的斜率的倒数. t= 1
kOP


仿射变换与齐次式

1、仿射变换：

 在几何中，一个向量空间进行一次线性变换并接上一个平移，变换为另一个向量空间.

※ 2、椭圆的变换：

椭  圆 b2x2+ a2y2= a2b2

变换内容
x= x
y= a

b
y

  x= x

y= b
a
y


x= b

a
x

y= y
  x= a

b
x

y= y


圆方程 x2+ y2= a2 x2+ y2= b2

图  示

y

x
A

B
O

C

y

x

A

B

O

C
y

x
A

B
O

C
y

x
A

B

O

C

点坐标 A(x0,y0)→A'(x0,
a
b
y0) A(x0,y0)→A'(

b
a
x0,y0)

斜率变化

k' = ab
k，由于 kA'C ' ⋅ kB'C '=− 1．

kAC ⋅ kBC=
b
a
kA'C ' ⋅

b
a
kB'C '=−

b2

a2


k' = ab
k，由于 kA'C ' ⋅ kB'C '=− 1．

kAC ⋅ kBC=
b
a
kA'C ' ⋅

b
a
kB'C '=−

b2

a2


弦长变化

则AB= 1+ k2 x1- x2 

⇒A'B' = 1+ k'2 x1- x2 

= 1+ ( ab
)2k2 x1- x2 

面积变化
S△ABC=

b
a
S△A'B'C ' (水平宽不变，铅

锤高缩小)

S△ABC=
a
b
S△A'B'C '(水平宽扩大，铅

垂高不变)

y

x
α

P

O

Q

·56·



小 课 堂
3、中点弦问题，kOP ⋅ kAB=−

b2

a2
，中垂线问题

kOP
kMP
= b

2

a2
，且 xM=

c2x0
a2
 yN=-

c2y0
b2
，

拓展 1：椭圆内接△ABC中，若原点O为重心，则仿射后一定得到△OB'C '为 120°的等

腰三角形；△A'B'C '为等边三角形；

拓展 2：椭圆内接平行四边形OAPB(A、P、B)在椭圆上，则仿射后一定得菱形OA'P'B'

4、面积问题：

（1）若以椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1对称中心引出两条直线交椭圆于A、B两点，且 kOA ⋅ kOB=−

b2

a2
,

则经过仿射变换后 kOA' ⋅ kOB'=− 1，所以S△AOB为定值.

（2）若椭圆方程
x2

a2
+ y

2

b2
= 1上三点A，B，M，满足：① kOA ⋅ kOB=−

b2

a2


②S△AOB=
ab
2
③OM


= sinαOA


+ cosαOB


α∈ 0, π2

  ，三者等价

※ 5、平移构造齐次式：（圆锥曲线斜率和与积的问题）

（1）题设：过圆锥曲线上的一个定点 P 作两条直线与圆锥曲线交于 A、B，在直线PA

和PB斜率之和或者斜率之 积为定值的情况下，直线AB过定点或者AB定斜率的问题.

（2）步骤：①将公共点ܲ平移到坐标原点（点平移：左加右减上减下加）找出平移单位长.

②由①中的平移单位长得出平移后的圆锥曲线C，所有直线方程统一写为：mx+ny= 1

③将圆锥曲线C展开，在一次项中乘以mx+ny= 1，构造出齐次式. 

④在齐次式中，同时除以 x2,构建斜率ܲ k的一元二次方程，由韦达定理可得斜率之积（和）.

圆锥曲线考点归类

(一 )条件方法梳理

1、椭圆的角平分线定理

（1）若点A、B是椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1(a> b> 0)上的点，AB与椭圆长轴交点为N，在长轴

上一定存在一个点M，当仅当则 xM ⋅ xN= a2时，∠AMN =∠BMN，即长轴为角平分线；

（2）若点A、B是椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1(a> b> 0)上的点，AB与椭圆短轴交点为N，在短轴

上一定存在一个点M，当仅当则 yM ⋅ yN= b2时，∠AMN =∠BMN，即短轴为角平分线；

※ 2、关于角平分线的结论：

若直线AO的斜率为 k1,直线CO的斜率为 k2,EO平分∠AOC

则有：k1+ k2= tanα+ tan(π- α) = 0

角平分线的一些等价代换条件：作 x轴的对称点、点到两边的距离相等.
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3、四种常用直线系方程

(1)定点直线系方程：经过定点P0(x0,y0)的直线系方程为 y- y0= k(x- x0) (除直线 x

= x0),其中 k是待定的系数; 经过定点P0(x0,y0)的直线系方程为A(x- x0) +B(y- y0) =

0,其中A,B是待定的系数．

(2)共点直线系方程：经过两直线 l1 : A1x+B1y+C1= 0,l2 : A2x+B2y+C2= 0的交点

的直线系方程为 (A1x+B1y+C1) + λ(A2x+B2y+C2) = 0(除 l2)，其中 λ是待定的系数．

(3)平行直线系方程：直线 y= kx+ b中当斜率 k一定而 b变动时，表示平行直线系方

程．与直线Ax+By+C = 0平行的直线系方程是Ax+By+ λ= 0(λ≠ 0)，λ是参变量．

(4)垂直直线系方程：与直线Ax+By+C = 0 (A≠ 0，B≠ 0)垂直的直线系方程是

Bx-Ay+ λ= 0,λ是参变量．

4、圆系方程

(1)过直线 l :Ax+By+C = 0与圆C : x2+ y2+Dx+Ey+ F = 0的交点的圆系方程

是 x2+ y2+Dx+Ey+F + λ(Ax+By+C) = 0,λ是待定的系数．

(2) 过圆C1 : x2+ y2+D1x+E1y+F1= 0与圆C2 : x2+ y2+D2x+E2y+F2= 0的交点

的圆系方程是 x2+ y2+D1x+ E1y+ F1+ λ(x2+ y2+D2x+ E2y+ F2) = 0,λ是待定的系

数．

★ (二 )圆锥曲线过定点问题

1、直线过定点的背景：

（1）直线过定点模型：A,B是圆锥曲线上的两动点，M 是一定点，其中 α,β分别为

MA,MB的倾斜角，则：

①、MA

⋅MB

为定值⇔直线AB恒过定点；

 ②、kMA ⋅ kMB为定值⇔直线AB恒过定点；

③、α+ β= θ(0< θ< π)⇔直线AB恒过定点.

（2）抛物线中直线过定点：A,B是抛物线 y2= 2px(p> 0)上的两动点，α,β分别为

OA,OB的倾斜角，则：

OA⊥OB⇔ kOA ⋅ kOB=-1⇔ α- β = π2
⇔直线AB恒过定点 (2p,0).

（3）椭圆中直线过定点模型：A,B是椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1(a> b> 0)上异于右顶点D的

两动点，其中 α,β分别为DA,DB的倾斜角，则可以得到下面几个充要的结论：

DA⊥DB⇔ kDA ⋅ kDB=-1⇔ α- β = π2
⇔直线AB恒过定点 ( ac

2

a2+ b2
,0).
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2、定点的求解方法：

1 含参形式简单的直线方程，通过将直线化为 y- y0= k(x- x0)可求得定点坐标 (x0,y0)

2 含参形式复杂的通过变换主元法求解定点坐标.

变换主元法：将直线化为 h(x,y) + λf(x,y) = 0,解方程组：
h(x,y) = 0
f(x,y) = 0
 可得定点坐标.

eg :直线方程：（2m+ 1）x+ (m- 5)y+ 6= 0,将m看作主元，按照降幂排列：（2x+ y）m

+x- 5y+ 6= 0,解方程组：
2x+ y= 0
x- 5y+ 6= 0
 ,解得：

x=- 6
11


y= 12
11


 ,求得直线过定点（- 611
, 1211
）.

3、关于以AB为直径的圆过定点问题：

(1)直接法：设出参数后，表示出圆的方程.

圆的直径式方程：（x- x1）(x- x2) + (y- y1) (y- y2) = 0

(2)由特殊到一般：利用赋值法，先求出几个位置的圆方程，联立圆方程解出公共交点，

该交点即为圆所过的定点，再利用向量数量积为 0证明点恒在圆上.

★ (三 )圆锥曲线面积问题

1、面积的求解方法：

（1）S△ABC=
1
2
 MN ∙ d,从公式可以看出，求面积重在求解弦长和点到线的距离.

（2）S△ABC=
1
2
×水平宽×铅锤高，主要以点的坐标运算为主.

2、面积中最值的求解

(1)f(x) = αx
2+ βx+ φ
x+n

型：令 t= x+n⇒ x= t-n进行代换后裂项转化为：y= at+ bt


(2)f(x) = x+n
αx2+ βx+ φ
型：先在分母中配出分子式 f(x) = x+n

α(x+n)2+ λ(x+n) + υ


令 t= x+n，此时：y= t
αt2+ λt+ υ
，分子分母同时除 t，此时 y= 1

αt+ υ
t
+ λ

，再利

用对勾函数或不等式分析最值.

(3)f(x) = αx+ β
x+n
型：令 t= x+n⇒ x= t2-n进行代换后裂项，可转化为：y= at+ bt


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小 课 堂 数理统计与概率

第一部分 统计学

单一数据的统计分析

1、抽样方法

（1）简单随机抽样：一个总体含有N 个个体，如果通过逐个抽取的方法从中抽取一个样

本，且每次抽取时各个个体被抽到的概率相等，这样的抽样方法叫做简单随机抽样.

（2）系统抽样法（等距抽样法、机械抽样法）：依据一定的抽样距离，从总体中抽取样本.从

容量为N 的总体中抽取容量为 n的样本，可将总体分成均衡的若干部分，然后按照预先

规定的规则，从每一部分抽取一个个体，得到所需要的样本的抽样方法.步骤如下：

①编号：先将总体的N 个个体编号，有时可直接利用自身个体所带的号码，如学号等.

②分段：确定分段间隔 k，对编号进行分段，当N /n（n是样本容量）是整数时，取 k=N /n.

③确定第一个个体编号：在第一段用简单随机抽样确定第一个个体编号 l（l≤ k）.

④成样：按照一定的规则抽取样本，通常是将 l加上间隔 k得到第二个个体编号（l+ k），

再加上 k得到第三个个体编号（l+ 2k），依次进行下去，直到获取整个样本.

（3）分层抽样：分层抽样法也叫类型抽样法.是从一个可以分成不同子总体（或称为层）的

总体中，按规定的比例从不同层中随机抽取样品（个体）的方法.

★ 2、用样本估计总体  

众数： 出现次数最多的数据

中位数：按从小到大，处在中间的一个数据 (或中间两个数的平均数 )

平均数：x = 1
n


n

i=1
xi = x1+ x2+ x3+⋯+xnn

平均数反映数据总体水平

方差S2= 1
n


n

i=1
(xi− x

 )样本标准差：s= s2= (x1− x
)2+ (x2− x

)2+⋯+(xn− x
)2

n


极差 = 最大数-最小数

★ 3、频率分布直方图

 （1）概念：在直角坐标系中，横轴表示样本数据，纵轴表示频率

与组距的比值，将频率分布表中的各组频率的大小用相应矩形面

积的大小来表示，由此画成的统计图叫做频率分布直方图。

(2)频率分布直方图的特征

1 图中各个长方形的面积等于相应各组的频率的数值，所有小矩形面积和为 1．

2 从频率分布直方图可以清楚地看出数据分布的总体趋势．

3 从频率分布直方图得不出原始的数据内容，把数据表示成直方图后，原有的具体

数据信息被抹掉．

频率分布直方图中，各小长方

形面积之和为 1

频率

组距


O 1 5 9 13 17 21 25 29
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（3）频率分布直方图求数据

1 众数：频率分布直方图中最高矩形的底边中点的横坐标．

2 平均数：频率分布直方图各个小矩形的面积乘底边中点的横坐标之和．

3 中位数：把频率分布直方图分成两个面积相等部分的平行于 y轴的直线横坐标．

★ 4、茎叶图：

将数组中的数按位数进行比较，将数的大小基本不变或变

化不大的位作为一个主干（茎），将变化大的位的数作为分枝（叶）

列在主干的后面，这样可以清楚地看到每个主干后面的几个数.

成对数据的统计分析

(一 )线性回归分析

★ 1、回归直线方程  

①变量之间的两类关系：函数关系与相关关系；

②制作散点图，判断线性相关关系；

③线性回归方程：y = a+ bx(最小二乘法 )，其中
b=

n

i=1
xi- x


 yi- y


 

n

i=1
xi- x


 2

=

n

i=1
xiyi-nx

y
n

i=1
xi
2-nx2



a= y - bx













.

注意：线性回归直线经过定点 (x,y).

※ 2、相关系数：(判定两个变量线性相关性 )

r=

n

i=1
xi- x


 yi- y


 

n

i=1
xi- x


 2

n

i=1
yi- y


 2
=

n

i=1
xiyi-nx

y
n

i=1
x2i -nx

2 
n

i=1
y2i -ny

2 


注： (1) r> 0时，变量 x,y正相关；r < 0时，变量 x,y负相关；r∈ [− 1,1]

(2)① |r| 越接近于 1，两个变量的线性相关性越强；

② |r| 接近于 0时，两个变量之间几乎不存在线性相关关系.

※ 3、回归分析中回归效果的判定：

(1)残差：ei
∧
= yi− yi

∧
；

(2)总偏差平方和：SST =
n

i=1
(yi- y

)2 残差平方和：SSE=
n

i=1
(yi- yi

 )2 ；

(3)回归平方和：SSR=
n

i=1
(yi
 - y)2 =

n

i=1
(yi− y

)2 -
n

i=1
(yi− yi

∧
 )2；即SST =SSR+SSE

茎 叶叶

8
9
10
11

5 6 94
67 2 6 9
2455
2 2

7 7
9
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(4)相关指数R2= 1−

n

i=1
(yi− yi)2

∧


n

i=1
(yi− yi

)2
 .

注：①R2得知越大，说明残差平方和越小，则模型拟合效果越好；

②R2越接近于 1，，则回归效果越好.

★ (二 )独立性检验

假设有两个分类变量X和Y，它们的值域分别为 (x1,x2)和 (y1,y2)，其样本频数 2× 2

列联表为：　　

y1 y2 总计

x1 a b a+ b

x2 c d c+ d

总计 a+ c b+ d a+ b+ c+ d

若要推断的论述H：“X和Y有关系”，可以利用独立性检验来考察两个变量是否有

关系，并且能较精确地给出这种判断的可靠程度.

具体的做法 :由表中的数据算出随机变量K 2的值.K 2= n(ad- bc)2
(a+ b) (c+ d) (a+ c) (b+ d)
，

其中n= a+ b+ c+ d为样本容量，K 2值越大，说明“X和Y有关系”成立可能性越大

临界值表：

P(K 2≥ k0) 0.25 0.15 0.10 0.05 0.025 0.010 0.005 0.001

ko 1.323 2.072 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828

随机变量K 2越大，说明两个分类变量，关系越强；反之，越弱.

步骤归纳：

第一步：提出假设检验问题 H0：吸烟与患肺癌没有关系↔ H1：吸烟与患肺癌有关系

第二步：选择检验的指标K 2= n(ad- bc)2
(a+ b) (c+ d) (a+ c) (b+ d)
(它越小，原假设“H0：吸

烟与患肺癌没有关系”成立的可能性越大；它越大，备择假设“H1：吸烟与患肺癌有关

系”成立的可能性越大.

·62·



小 课 堂
第二部分 计数原理

排列与组合

1、分类计数原理 (加法原理 )

完成一件事，有n类办法，在第 1类办法中有m1种不同的方法，在第 2类办法中有

m2种不同的方法 ∙∙∙∙∙，在第n类办法中有mn种不同的方法，那么完成这件事共有：

N =m1+m2+⋯+mn种不同的方法.

注意事项：

 （1）每种方式都能实现目标，不依赖于其他条件；

 （2）每种情况内任两种方式都不同时存在；

 （3）不同情况之间没有相同方式存在.

2、分步计数原理 (乘法原理 )

完成一件事，需要n个步骤，在第 1个步骤中有m1种不同的方法，在第 2个步骤中有

m2种不同的方法 ∙∙∙∙∙，在第n个步骤中有mn种不同的方法，那么完成这件事共有：

N =m1×m2×⋯×mn种不同的方法.

注意事项：

（1）步骤可以分出先后顺序，每一步骤对实现目标是必不可少的；

（2）每步的方式具有独立性，不受其他步骤影响；

（3）每步所取的方式不同，不会得出（整体的）相同方式.

★ 3、排列数

 一般地，从 n个不同元素中取出m（1≤m≤n）个不同的元素，按照一定的顺序排成

一列，叫做从 n个元素中取出m个元素的一个排列 (permutation).特别地，当m=n时

这个排列被称作全排列 (all permutation).

Amn =n(n- 1) (n- 2) ∙∙∙∙∙∙ (n-m+ 1) =
n!

(n−m)!
(规定 0! = 1)

★ 4、组合数

一般地，从 n个不同的元素中，任取m（1≤m≤n）个元素为一组，叫作从 n个不同

元素中取出m个元素的一个组合.

Cmn =
Amn
Amm
= n(n− 1)⋯ (n−m+ 1)1× 2×⋯×m

= n!
m! ⋅ (n−m)!
(n∈N *，m∈N，且m≤n).

※ 5、组合数的性质

(1) Cmn =C n−mn ; Cmn +Cm−1n =Cmn+1. 

(2) C 0
n+C 1

n+C 2
n+⋯+C rn+⋯+C nn= 2n.注 :规定C 0

n= 1.
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二项式定理

★ 1、二项式定理

(a+ b)n=C 0
na
n+C 1

na
n−1b+C 2

na
n−2b2+⋯+ C rn an−rbr+⋯+C nnbn

二项展开式 二项式系数

★ 2、二项式定理的说明

 （1）项数：n+ 1项

 （2）第 r+ 1项的二项式系数是C rn

 （3）在二项展开式中，与首末两端等距离的两项的二项式系数相等.

 （4）如果二项式的幂指数是偶数，中间的一项的二项式系数最大.如果二项式的幂指数

是奇数，中间两项的的二项式系数最大，并且相等.

 （5）通项公式：Tr+1=C rnan−rbr(r= 0，1，2⋯，n).，是第 r+ 1项

※ 3、二项式定理性质：

 （1）所有二项式系数和C 0
n+C 1

n+C 2
n+⋯+C rn+⋯+C nn= 2n,并且中间项二项式系数最大

(2)C rr+C rr+1+C rr+2+⋯+C rn=C r+1n+1.

(3)C 1
n+ 2C 2

n+ 3C 3
n+⋯+nC nn=n2n−1.

(4)C rmC 0
n+C r−1m C

1
n+⋯+C 0r

mC
r
n=C rm+n

4、数学归纳法证明二项式定理

二项式定理的证明 (a+ b)n=C 0
na
n+C 1

na
nb+⋯+C rnan-rbr+⋯+C nnbn(n∈N ∗)

证明：(1)当n= 1时，a+ b 1=C 0
1a
1+C 1

1b
1成立；

(2)假设n= k时等式成立，即

a+ b k=C 0
ka
k+C 1

ka
k−1b+C 2

ka
k−2b2+⋅⋅⋅+C k−1k ab

k−1+C kkbk

 当n= k+ 1时

a+ b k+1= a+ b k a+ b 

= C 0
ka
k+C 1

ka
k−1b+C 2

ka
k−2b2+⋅⋅⋅+C k−1k ab

k−1+C kkbk a+ b 

=C 0
ka
k+1+C 1

ka
kb+C 2

ka
k−1b2+⋅⋅⋅+C k−1k a

2bk−1+C kkabk+C 0
ka
kb+C 1

ka
k−1b2+C 2

ka
k−2b3+⋅

⋅⋅+C k−1k ab
k+C kkbk+1

=C 0
k a

k+1 + C 1
k+C 0

k a k b + C 2
k+C 1

k a k−1 b 2 +⋅⋅⋅+ C k−1k +C k−2k a 2 b k−1 +

C kk+C k−1k abk+C kkbk+1 =C 0
ka

k+1+ C 1
k+1a

kb + C 2
k+1a

k−1b2+⋅⋅⋅+C k−1
k+1a

2bk−1+ C k
k+1ab

k+

C kkb
k+1

=C 0
k+1a

k+1+C 1
k+1a

kb+C 2
k+1a

k−1b2+⋅⋅⋅+C k−1k+1a
2bk−1+C kk+1abk+C k+1k+1b

k+1

∴n= k+ 1时等式成立，综合 (1) (2)等式成立
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古典概型与几何概型

★ 1、古典概型（等可能概型）：

(1)定义：试验中所有可能出现的事件数有限并且每个事件发生的可能性相等的概型.

(2)求基本事件个数方法： 列举法、图表法

(3)概率计算方法： P(A) = mn
= A包含的基本事件个数

总的基本事件个数


★ 2、几何概型：

(1)定义：试验中所有可能出现的事件数无限并且每个事件发生的可能性相等的概型.

(2)求基本事件个数方法：计算图形面积，线段长度

(3)概率计算方法： P A = mn
= A的区域长度（面积或体积）

区域总长度（面积或体积）


事件与概率计算

1、互斥事件

(1)定义：事件A和B的交集为空，A与B就是互斥事件，也叫互不相容事件.也可叙

述为：不可能同时发生的事件.如A∩B为不可能事件（A∩B=Φ），那么称事件A与

事件B互斥，其含义是：事件A与事件B在任何一次试验中不会同时发生.

(2)概率计算：A、B为互斥事件，则：P(A+B) =P(A) +P(B)．

(3)n个互斥事件发生的概率的和 P(A1+A2+⋅⋅⋅+An) =P(A1) +⋅⋅⋅+P(An)

★ 2、对立事件

(1)定义：若A交B为不可能事件，A并B为必然事件，那么称A事件与事件B互为对

立事件，其含义是：事件A和事件B必有一个且仅有一个发生.A的对立事件记为A

.

(2)概率计算：事件A的对立事件记作A

:P(A) +P(A


)= 1,P(A


)= 1−P(A)

(3)对立事件一定是互斥事件，互斥事件未必是对立事件.

★ 3、独立事件

(1)定义：事件A是否发生对事件B发生的概率没有影响.则A、B为相互独立事件.

对立事件属于一种特殊的

互斥事件 .
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(2)A、B事件同时发生的概率 ：P(AB) =P(A) ×P(B)

A或B事件发生的概率：P(A∪B) = 1−P(A

) ×P(B


)

(3)n个独立事件同时发生的概率 :P(A1A2 ⋅⋅⋅An) =P(A1) ×P(A2) ×⋅⋅⋅×P(An)

※ 4、条件概率：

(1)定义：对任意事件A、B，在已知事件A发生条件下事件B发生的概率，叫条件概率.

(2)概率计算： P(B A ) = P(AB)
P(A)
,P(A)> 0.

5、频率、频数与概率

(1)频率、频数：在相同条件 S下重复 n次试验，观察某一事件A是否出现，称 n次试验

中事件A出现的次数 nA为事件A出现的频数，称事件A出现的比例 fn(A) =
nA
n
为事件

A出现的频率.

(2)概率事件A的概率：在大量重复进行同一试验时，事件A发生的频率
m
n
总接近于

某个常数，在它附近摆动，这时就把这个常数叫做事件A的概率，记作P(A).

6、随机数

(1)定义：在一定范围内随机产生的数，并且得到这个范围内任何一个数的机会是均等

的.

(2)产生方法：用试验方法，如把数字标在小球上搅拌均匀，用统计中的抽签法等抽样

方法，可产生某个范围内的随机数.在计算机中可用随机函数产生某个范围的伪随机数，

当作随机数来应用.

(3)随机模拟法 (蒙特卡罗法 )：用计算机或计算器模拟试验的方法，具体步骤如下：

①用计算器或计算机产生某个范围内的随机数，并赋予每个随机数一定的意义；

②统计代表某意义的随机数的个数M 和总的随机数个数N；

③计算频率 fn(A) =
M
N
作为所求概率的近似值
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第四部分 离散型随机变量

离散型随机变量

1、离散型随机变量 

(1)随机变量：如果随机试验的结果可以用一个变量来表示，那么这样的变量叫做

随机变量,随机变量常用字母X,Y,ξ,η等表示.

(2)离散型随机变量 :对于随机变量可能取的值，可以按一定次序一一列出，这样

的随机变量叫做离散型随机变量.

(3)连续型随机变量 : 对于随机变量可能取的值，可以取某一区间内的一切值，这

样的变量就叫做连续型随机变量.

(4)离散型随机变量与连续型随机变量的区别与联系 : 离散型随机变量与连续型

随机变量都是用变量表示随机试验的结果；但是离散型随机变量的结果可以按一定次

序一一列出，而连续性随机变量的结果不可以一一列出.

(5)传递性： 若X是随机变量，Y = aX + b(a,b是常数 )则Y也是随机变量并且不

改变其属性 (离散型、连续型 ).

★ 2、离散型随机变量的分布列

(1)概率分布 (分布列 )：设离散型随机变量X可能取的不同值为 x1,x2，…，xi，…，xn，

X的每一个值 xi(i= 1,2,…,n)的概率P(X= xi) = pi，则称表：

X x1 x2 … xi … xn

P p1 p2 … pi … pn

为随机变量X的概率分布，简称X的分布列.

(2)性质：① pi≥ 0,i= 1,2,...n; ②
n

i=1
pi = 1.

(3) ①期望：Eξ= x1P1+ x2P2+⋯+xnPn+⋯

②方差：Dξ= x1-Eξ 2 ⋅ p1+ x2-Eξ 2 ⋅ p2+⋯+ xn-Eξ 2 ⋅ pn+⋯

③方差与期望的关系：Dξ=Eξ2- Eξ 2.
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概率分布

★ 1、两点分布（伯努利分布）

（1）概念：若随机变量X只取 0和 1两个值，则称随机变量X服从参数为 p的伯努利分布

(2)随机变量X的分布列为：

X 0 1

P 1- p p

(3)两点分布记为：B(1,P).期望E(Χ) = p 方差D(Χ) = p(1−P)

★ 2、二项分布

(1)独立重复试验（n重伯努利试验）

①定义 :一般地，在相同条件下重复做的n次随机试验称为n次独立重复试验.

②独立重复试验的概率公式在 1次试验中某事件发生的概率是 p，那么在n次独立

重复试验中这个试验恰好发生 k次的概率：

Pn(k) =C knpk(1- p)n-k k= 0,1,2,⋯n .

(2)二项分布

一般地，在n次独立重复试验中，ξ表示事件A发生的次数.如果事件A发生的概率

是 p，则不发生的概率 q= 1- p，n次独立重复试验中，事件A发生 k次的概率是：P(ξ=

k) =C knpk(1- p)n-k (k= 0,1,2,3…n），那么就说 ξ服从参数 p的二项分布，其中 p称为成

功概率.记作：ξ~B(n,p).期望E(Χ) =np,方差D(Χ) =np(1−P)

于是得到随机变量X的概率分布如下：

ξ 0 1 … k … n

P C 0
np
0qn C 1

np
1qn-1 … C knp

kqn-k … C nnp
nq0

(3)判断一个随机变量是否服从二项分布，关键有三点：

①对立性：即一次试验中事件发生与否二者必居其一；

②重复性：即试验是独立重复地进行了n次;是有放回抽样.

③等概率性：在每次试验中事件发生的概率均相等.
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★ 3、超几何分布

(1)定义：一般地, 在含有M 件次品的N 件产品中，任取n件,其中恰有X件次品数,则事

件 X=k 发生的概率为P X= k = C
k
MC

n-k
N-M

C nN
 k= 0,1,2,3 ∙∙∙m ,此时我们称随机变量

X服从超几何分布，记作：H(N ,M ,n)：E(Χ) =n ⋅ MN
,D(Χ) =n ⋅ MN

(1− MN
) ⋅ N −nN − 1



于是得到随机变量X的概率分布如下：

X 0 1 … m

P
C 0
MC

n-0
N-M

C nN
 C 1

MC
n-1
N-M

C nN
 … CmMC

n-m
N-M

C nN


(2)注 :①超几何分布的模型是不放回抽样；

②超几何分布中的参数是M ,N ,n.其意义分别是：总体中的个体总数、N 中一类

的总数、样本容量.

★ 4、正态分布（高斯分布）

(1)定义：若随机变量X服从一个位置参数为 μ、尺度参数为 σ的概率分布，且其概率

 密度函数为：f(x) = 1
2πσ
e-

(x-μ)2

2σ2

,x∈ (-∞,+∞),则这个随机变量就称为正态随机

 变量，正态随机变量服从的分布就称为正态分布，记作X~N (μ,σ2) .

(2)性质： ①曲线是单峰的，它关于直线 x= μ对称；曲线与 x轴之间的面积为 1；

②曲线在 x= μ时达到峰值
1
2πσ
；

③当 x< μ时，曲线上升；当 x> μ时，曲线下降.并且当曲线向左、右两边

无限延伸时，以 x轴为渐近线，向它无限靠近.

(3)期望、方差： E(Χ) = μ,D(X) = σ2

(4)正态分布在三个特殊区间的概率值：

P(μ- σ<X≤ μ+ σ) = 0. 683；

P(μ- 2σ<X< μ+ 2σ) = 0. 954；

P(μ- 3σ<X≤ μ+ 3σ) = 0. 997.
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很多人在这个阶段都不知道是为什么而学习，我自己也有过这样疑问，在那个时候我给出的答案和现在各位

的答案不谋而合，具体是什么呢，这个答案已经在各位心中.通过多年的学习、工作，慢慢的我似乎对当年为什么

要读书，为什么要那么努力的学习有了新的答案，在这里我和大家分享：读书学习不是希望我们能学到多少书本

上的内容，最终的目的都是希望我们找寻到心的归宿、掌握一门能让你将来自食其力的技术以及对客观物质世界

的形形色色能有自己的思考和认知.而现在的学习就是达到目的的手段和工具.此时的你具备了很多优点：早起

早睡，能静下心来读一本书或者时不时的锻炼身体等等.不要小看这些你平时已经习以为常的事，它们正在帮助

你养成成功必备的关键因素：习惯和毅力.每天学习到的书本知识也在潜移默化的影响着你对世界和环境的思考

和认知.

每个人的一生似乎都是平平淡淡，改变自己命运的机会并非只受单一因素的影响，天时地利人和缺一不可.

大部分人最终都掉进社会大染缸，平平淡淡过完自己的一生，虽然如此，也希望各位的生活中有惊喜、有憧憬、有

未来 ∙∙∙∙∙∙.作为单一的受教育者，接受教育和学习的目的正如曹雪芹在红楼梦里所说：“世事洞明皆学问，人情

练达即文章”.但作为一个中学生想必各位都有自己远大的抱负.学生时代的我听到北宋时期理学家张载说的

四句话：“为天地立心，为生民立命，为往圣继绝学，为万世开太平”振聋发聩，觉得自己的一生就应该做这样

一个人.又或每次看到我们的帅气威武的兵哥哥也曾想过投笔从戎，去体验不一样的生活人生经历.到了大学以

后现实生活中纷乱繁华也很让人迷恋，但是带给自己更多的是迷茫.

教育是人点亮人的工作，我一直都觉得，衡量一个学生好坏的标准并不是只有学习，每个学生身上都有自己

的亮点.从我自己的经历上得到的两个基本理念：第一、人生在世要想做好一件事，需要的是懂得坚持的毅力和个

人的行为习性的助力.第二、人的潜力是无穷的，只要想做成功一件事，并且能为之付出自己的实际行动，那九天

揽月就不仅仅是梦想.

王阳明的核心理念：知行合一，希望各位学子亦能做到知行合一，每个人都知道高中阶段的重要性，也清楚高

考对各位意味着什么，但是我们有些人往往行动上一直都处于落后阶段，你如果在行动上先别人而行，那你一定

会名列前茅，思想和行动能保持一直，那你一定不会屈于人后。

最后，送给各位一句话：知行合一，此心光明，亦复何言。


