UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2020-2021
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre
las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si Jimena perdiera
el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara. Ademas, la mitad de los seguidores
de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule
cuantos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:
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at) (0.5puntos) lm — U~ 2 a2) (0.75puntos) lim 1(3_ 21)
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(Indicacidn: use el cambio de variable ¢ = 1/x donde sea necesario).

b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

1
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A3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

— 2 .
Dado el punto A(1,0,—1),larectar=az—-1=y+1= ZT y el plano 7 =z +y — z = 6, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que pasa por el
punto A.
b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

c) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con la recta r y no corta
al plano .

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola extraida es
blanca, se devuelve a la urna y se anade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve a la urna. A continuacion,
se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1.5 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la segunda ha
sido blanca?




B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (0.75 puntos) Encuentre un Unico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que tenga como
soluciones {z =1,y =2}y {x = 0,y = 0}.

b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z, y y z cuyas soluciones sean,
en funcién del parametro A € R:

X =

y =

z =

> > >

-2
-1

¢) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, = e y, que solo tenga
como solucibnaz =1ey = 2.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funciéon ‘
flo) =a® = o +2.
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en = 0.

b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.

c) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abcisas y = 0, y las rectas
r=-1lyz=1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dadas las rectas
x—2 y+1 =z+4 _Jzt+z2=2

1 1 -3’ S{—2x+y—2z:1

r

a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular cominary a s.

b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun las estadisticas meteorolédgicas, en una ciudad noérdica llueve un promedio del 45 % de los dias. Un
climat6logo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los Ultimos 50 afos.

a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.

b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.




DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucién N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.
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MATEMATICAS II
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION Y ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

En cada pregunta, aunque el procedimiento seguido sea diferente al propuesto en el documento soluciones,
cualquier argumento valido que conduzca a la solucion sera valorado con la puntuacion asignada.

Los estandares de aprendizaje del bloque 1 se evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacion de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos y toma adecuada de decisiones.

AAd.

Por plantear correctamente cada ecuacién: 0.5 puntos. Resolucién correcta del sistema planteado: 1 punto. Se
daran como maximo 0.5 puntos si se resuelve correctamente un sistema que esté mal planteado.

Estandares de aprendizaje evaluados: Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacién
de la vida real, estudia y clasifica el sistema de ecuaciones lineales planteado, lo resuelve en los casos que sea
posible, y lo aplica para resolver problemas.

A.2.

a.1) Por cada aplicacion correcta de LHoépital:0.25 puntos.

a.2) Por el cambio de variable: 0.5 puntos. Aplicacion de LHépital: 0.25 puntos.

b.1) Por resolver correctamente la integral: 0.5 puntos.

b.2) Por cada integracion por partes correcta: 0.25 puntos. Por aplicar correctamente la regla de Barrow:
0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Aplica la regla de UHépital para resolver indeterminaciones en el calculo
de limites. Aplica los métodos basicos para el calculo de primitivas de funciones.

A3.

a) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.25 puntos
b) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucién: 0.25 puntos.
c¢) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.
Expresa la ecuacion de la recta de sus distintas formas, pasando de una a otra correctamente, identificando en
cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo los problemas afines entre rectas. Determina angulos,
distancias, areas y voliumenes utilizando los productos escalar, vectorial y mixto, aplicandolos en cada caso a la
resolucion de problemas geométricos.

A4,

a) Planteamiento: 0.75 puntos. Resolucién: 0.25 puntos.
b) Uso correcto de las férmulas de Bayes y de la probabilidad total: 1 punto. Resolucién: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples y com-
puestos mediante la regla de Laplace, las formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorov y diferentes
técnicas de recuento. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando la férmula de Bayes.




B.1.

En los apartados a) y c), dar el ejemplo 0.5 puntos; justificacion de que cada ejemplo cumple el enunciado,
0.25 puntos. En el apartado b), llegar al sistema 0.75 puntos; justificacion, 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Resuelve problemas susceptibles de ser representados matricialmente
e interpreta los resultados obtenidos.

B.2.

a) Continuidad: 0.25 puntos. Derivabilidad: 0.5 puntos (repartidos en 0.25 por el planteamiento, y 0.25 por los
calculos).

b) Decidir que x = 0 es extremo: 0.25 puntos. Hallar el otro punto critico: 0.5 puntos. Demostrar que es minimo:
0.25 puntos.

c¢) Hallar la primitiva: 0.25 puntos. Aplicar la regla de Barrow: 0.25 puntos. Resultado: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas, y representa la
funcién en un entorno de los puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de limite y de derivada, asi como los
teoremas relacionados, a la resolucién de problemas. Aplica los métodos béasicos para el calculo de primitivas de
funciones. Calcula el area de recintos limitados por rectas y curvas sencillas o por dos curvas.

B.3.

a) Planteamiento: 1 punto. Resolucién: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.75 puntos. Resolucion: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuacién de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a otra correctamente, identificando en cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo los problemas
afines entre rectas. Obtiene la ecuacion del plano en sus distintas formas, pasando de una a otra correctamente.
Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

B.4.

a) Por identificar la binomial 0.5 puntos. Por expresar la probabilidad 0.5 puntos.
b) Calculo de parametros de la normal: 0.5 puntos. Calculo de la probabilidad: 1 punto (planteamiento: 0.5 puntos;
resolucion: 0.5 puntos).

Estandares de aprendizaje evaluados: Utiliza un vocabulario adecuado para describir situaciones relacionadas
con el azar. Conoce las caracteristicas y los parametros de la distribucion Normal y valora su importancia en el
mundo cientifico. Calcula probabilidades de sucesos asociados a fenédmenos que pueden modelizarse mediante
la distribucién normal a partir de la tabla de la distribucién o mediante calculadora.




MATEMATICAS II
SOLUCIONES
(Documento de trabajo orientativo)

A1,

x4+ y+ 2z = 15000

0.75z = 3z
x Yy _ z
2 5 4

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina tiene 5000 seguidores y Jimena tiene 8000 seguidores.

A.2.
x? — 223 20 — 62 2 — 12z 1
a.1) Aplicando L’Hopital dos veces: im ————— =lim ———— =lim ————— =|—=
) Ap P :z:lg%) r — 222 —senx IIE}J 1—4x —cosx :z:lg%) —4 +senx 2
a.2) Haciendo el cambio de variable ¢t = 1/x, de forma que cuando = — co entonces ¢ — 0.
1/3 2 2 3t2sent — 2t 6tsent + 3t? cost — 2
lim —( —— T = lim ¢t 3t — = lim Sen = lim sent + cos =
z—o0 T \ T sen t—0 sent t—0 sent t—0 cost

1
b.1)/ T = 51n|x2—1\+c

b.2) Calculamos primero la integral indefinida, integrando dos veces por partes:
2
2w, u=a* du=2zxdx | _ o _, —x . | u=u=x, du = dx _
/x ¢ dx—{ dv=e"%dr, v=—e " }_ e +2/xe dl_{ dv=e"%dr, v=—e"% [
= —z%e — 2w " +2 / e dr=—(2®+22+2)e " +c

1
Aplicando la regla de Barrow: / e dr=—(1+2+2)e ' +0+0+2=|-5e ' +2
0

A.3.
a) Sea «a el plano perpendicular a r que pasa por A. Su vector normal tiene la direccién de la rectir, @ =(1,1,2).
. Ng-MN
El vector normal al plano 7 es 7, = (1,1, —1). Por tanto, el coseno del angulo entre 7 y a es %’T%H =0y los
Nrl - Na

dos planos son perpendiculares.

b) La recta r y el plano 7 son paralelos y en consecuencia, la distancia entre ellos es igual a la distancia entre un

1-1-2-6 8v3
punto de la recta P.(1,—1,2) y el plano «. Por lo tanto, d(r,7) = d(P,., ) = | | = \[.

V3 3
. —
¢) Se comprueba que A no pertenece al plano . El vector director de la recta s que buscamos es d;.
- = L -1 1
dy = d, x ny = (—3,3,0) || (—1,1,0). Por tanto una ecuacion de la recta es s = x_l =y = Z:)r .
A4,
4 14 4 4 2 22 4
Por tanto, la probabilidad de que las dos bolas sean distintas es
4 4 16
P(B1 N N: P(N1NBy) =—+ — = — ~0.45714.
(1ﬂ 2)+ ( 1N 2) 21+15 35 0.457

P(N1NB 4/15 4/15 28

b) P(N,|B,) = (M0 Ba) / = / = 22 ~ 0.65116.

P(B;)  P(Bs|B1)P(B1) + P(Ba|N1)P(N1) — (3/7)(2/6) + (2/5)(4/6) ~ 43



B.1.

. . 20—y = 0
a) Podria ser el sistema dr—92% = 0 }
b) Por ejemplo si sustituimos A =xeny =X —2yen z = \—1nos queda el siguiente sistema ";i : Z i % }
20—y = 0
c¢) Podria ser el sistema r+y = 3
2c4+2y = 6

B.2.

a) La funcién es continua en toda la recta real, por ser suma de funciones continuas en todo R. Respecto a la
derivabilidad en 0,

_ 3 _ _ 3
fim L@ =0 T @2y =1, tm 2O SO T T w21y =1
z—0t xT z—0t xT z—0t rz—0— T z—0— xT z—0—

y por tanto f no es derivable en 0.

b) £(0) es un maximo relativo. En efecto, para = < 0 se tiene que f(z) = 2> +2+2 = (2®+2)+2 = (3 +2)+ £(0),
yr3+2<0.Siz>0f(z)=23—z+2=(2—2)+ f0)yz® —z=2(2?>-1)=z(xz—1)(z+1) >0siz € (0,1).
f es derivable en todo z # 0. Siz < 0, f'(x 3z + 1> 0, Iuego no puede ser un extremo relativo. Cuando

) =
x>0, f'(z) = 32% — 1 que se anula solo para z ~5» ¥ como f”( =) = 2v/3 > 0 la funcioén alcanza un minimo
local f( 13) =2 V en ese punto.
c) Observamos que siz > 0, f(z) > f(%) > 0. Porotra parte, siz € [-1,0], f(z) = 23+2+2= (2+1)(2*—2+2) >

0. El area pedida es pues

/‘O (a3 +x+2)dx+/1(1’3 —z+2)dr = F(0) — F(—1) + G(1) — G(0) = 3,
-1 0

4

siendo F(z) = %4 + 9”2—2 +20yGx) =% — % + 2x (regla de Barrow).

B.3.

a) La recta r pasa por P(2,—1,—4) y tiene vector director & = (1,1,—3). La recta s pasa por Q(1,5,1) y tiene
vector director 7 = (1,0,1) x (—2,1,—2) = (—1,0,1). La perpendicular comln a r y s es la interseccion del plano
m que pasa por Py tiene vectores directores @y & = @ x ¥ = (1,1,-3) x (-=1,0,1) = (1,2,1) y el plano 7 que
pasa por (Q y tiene vectores directores ¢’y . Las ecuaciones de 7y 7 son

r—2 y+1 z+44 r—1 y—5 z—-1
T = 1 1 -3 |=Te—4y+2—-14=0, 7=| -1 0 1 =-2r—-—y+2+3)=0
1 2 1 1 2 1

Tr—4y+2—-14=0

T—y+2+3=0

b) La distancia entre ambas rectas puede calcularse, por ejemplo como el médulo de la proyeccion de 1@ sobre
la direccién de la perpendicular comin a ambas rectas, w. Dicha proyeccion es PG w Su modulo es:

[

y por tanto la perpendicular comdn es {

1,2,1 16
11,2, V] — ~ 6.532.

(=165 (L2 DS T = 75

B.4.

a) X ~ B(100;0.45) = P(X = 40) = (',7)0.45%00.55%.
b) Con p=np=100-0.45=45,0 = \/n-p- (1 —p) = V100 -0.45 - 0.55 = /24.75, aproximando con la normal:

39.5—45 X —45  40.5—45
Pginom(X = 40) ~ Pnormal(39.5 < X <40.5) =P < )

< <
V2475 T /2475 T V2475
=P(-1.11 < Z < —0.9) = P(1.11) — P(0.9) = 0.8665 — 0.8159 = 0.0506.
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