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TEMA 10 - RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 

10.1.ECUACIONES DE LA RECTA 

Para hallar la ecuación de una recta en el espacio necesito: 
• Dos puntos
• Un punto y su vector director

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un punto A(x0,y0,z0) y un vector 
→
v  = (a,b,c). 

Si me dan dos puntos A(x0,y0,z0), B(x1,y1,z1) ⇒ Tomaremos uno de los mismos A(x0,y0,z0) y como 

vector 
→
v  = 

→
AB = (x1- x0, y1 – y0, z1 – z0) 

Ecuación vectorial: (x,y,z) = (x0,y0,z0) + k.(a,b,c)       ∀ k ∈ R 

Ecuaciones paramétricas: 








+=
+=
+=

kczz

kbyy

kaxx

0

0

0

  ∀ k ∈ R 

Ecuación continua: 
c

zz

b

yy

a

xx 000 −
=

−
=

−

Ecuación implícita (como intersección de dos planos): 




=+++
=+++

0DzCyBxA

0DzCyBxA

2222

1111

Ejemplo 1 : Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos P(1,0,-1) y Q(2,1-3) 







−=−−−=−=

−

)2,1,1()1,0,1()3,1,2(PQPQ:Vector

)1,0,1(P:Punto
:r

Ecuación vectorial: (x,y,z) = (1,0,-1) + λ.(1,1,-2) R∈λ∀

Ecuaciones parámetricas: R 

21z

y

1x

∈λ∀








λ−−=
λ=

λ+=

Ecuación continua: 
2

1z

1

y

1

1x

−
+==−

Ecuación implícita: 




−=−−
=−

→




+=+−
=−

1zx2

1yx

1z2x2

y1x

Ejemplo 2: Hallar dos puntos y un vector de las siguientes rectas: 

a) (x,y,z) = (2,0,-1) + t.(1,2,3) Puntos: 




⇒=
⇒=

 (3,2,2)P1t

(2,0,-1)P0t 

2

1 Vector: (1,2,3) 

b) 








λλλλ−−−−====
λλλλ−−−−====

λλλλ++++====

43z
y

1x
Puntos: 





⇒=λ
⇒=λ

 (2,-1,-1)P1

(1,0,3)P0 

2

1 Vector (1,-1,-4) 

c) 
3

2z
4

1y
2

1x ++++====
−−−−====

++++
Puntos 








⇒=  )
2

1
(0,3,-P0x

(-1,1,-2)P

2

1

Vector (2,4,3) 
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d) 




====++++−−−−
====++++++++

4z3yx2
3zy2x










−−
≈









− 2150

3121

4312

3121





−=+−
=++

≈
2zy5

3zy2x









−α=
α=

α−=
→









α−+α−=
−α=

α=

25z

y

75x

5223x

25z

y









−




−
−

→
)5,1,7(:Vector

)3,1,2(P

)2,0,5(P
:Puntos

2

1

Nota: Otra forma de hallar el vector )5,1,7(

312

121

kji

−−=
−

10.1.1. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO

Coincidentes  Paralelas  Secantes  Se cruzan  

Conocido un punto y un vector director de cada una de las rectas: 




r :
Sea  321A a ,a ,a  un punto de esta recta 
Sea  321u  u ,u ,u

 un vector director 




s :
Sea  321B b ,b ,b  un punto de esta recta 
Sea  321v  v ,v ,v

 un vector director 
para estudiar la posición relativa de las dos rectas r  y s , se estudia la dependencia lineal de los vectores: 

332211 321
AB = b  a ,b  a ,b  a ,  u = u ,u ,u  y  321v  v ,v ,v

que es lo mismo que estudiar el rango de la matriz: 















b 



321

321

332211

vv
u
v

uu
a b a b a

M

Pueden darse los siguientes casos: 

El rango de M es 1 El rango de M es 2. Pueden darse dos casos: El rango de M es 3 

Las coordenadas de los tres 
vectores son proporcionales. 

Las coordenadas de los 
vectores directores son 
proporcionales. 

Rango 
321

321










vv v
uu u

1  

Las coordenadas de los 
vectores directores no son 
proporcionales. 

2Rango 
321

321










vv v
uu u

Los tres vectores son 
independientes y, por lo 
tanto, las rectas no están en 
el mismo plano. 

rectas son Las dos 
coincidentes. 

Las rectas son paralelas (las 
dos rectas no tienen puntos 
comunes pero están 
contenidas en el mismo 
plano). 

Las rectas son secantes (las 
dos rectas se cortan en un 
solo punto). 

Las rectas se cruzan (las 
dos rectas no tienen puntos 
comunes, ni están 
contenidas en el mismo 
plano). 
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Ejemplo : Estudiar la posición relativa de las siguientes rectas:  

a) 








==== 5 −−−− αααα

==== −−−−5αααα

z
y
x

r : ==== 2 ++++ αααα  s: 








==== αααα

==== 2 −−−− 3αααα

z
53y

x
==== −−−− αααα  

Vectores directores no paralelos, se Cruzan o se cortan 

Determinamos el rango de M= 













− − 153
-11-5
-512

Rango M = 3 ⇒ Se cruzan. 

b) 








−−−− αααα
++++ αααα

==== 3 −−−− 5αααα

z ==== 5
y ==== 2
x

r : s: 
2
z

210
x −−−− 1

====
4 −−−− y

====    Vectores directores paralelos: paralelas o coincidentes

Tomamos un punto de r, (3,2,5) y comprobamos si cumple  s: 
2

5

2

24

10
3−1  =    −    = o

No lo cumple cumple, por tanto , paralelas. 

  


AB =   20,3-2,0-5   u = -5 ,1 ,-1 y = v  -3 ,-5 ,1

Si utilizamos el método anterior:  AB =  13,4-2,0-5  


 u = -5 ,1 ,-1  y v  (10 ,-2 ,2)


Determinamos el rango de M= 





 



  2-210

-5 1 -1
-2 2 -5

Rango M = 2 






 



  2-210

-5 1 -1
Y rango de la matriz formada
por los vectores directores es 1

⇒ Son paralelas.

c) 








λλλλ
−−−− λλλλ
++++ λλλλ

z ==== 2
y ==== 3
x ==== 2

r : s:
2

z −−−− 2
1

y −−−− 2
1

x −−−− 3
−−−−

========
−−−−

 Vectores directores paralelos paralelas o coincidentes.

Cogemos un punto de s(3,2,2) y comprobamos si cumple  r:








λ =
λ =
λ =

→








= λ
= − λ
= 2 + λ

1

1

22

32

3

1 

Si la cumple, por tanto coincidentes. 

Si utilizamos el método anterior: AB =   ¾3-2,2-3,2-0 

Determinamos el rango de M=





 

 



1 -1 2  
-1     1 -2

1 -1 2

Rango M = 1 ⇒ Son coincidentes.

u (1 ,-1,2) v (-1,1,-2)
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d) r:








==== 3 ++++
z ==== t
y 5t s: (x,y,z) = (1,0,5) + λ(-1,2,0)     Vectores no paralelos, se cruzan o se cortan. 

Y rango de la matriz formada 
por los vectores directores es 2

⇒ Se cruzan

x=2−3t









→ λ = → 2 −15= 1−14→
→









Resolvemos el sistema + = λ
− 3t = 1− λ

Cierto14t = 5t = 5

25t3

2

Sistema compatible determinado ⇒ Existe una única solución, se cortan en un punto 

Hallar el punto de corte, como t = 5 ⇒ P(-13,28,5) 

Si utilizamos el método anterior: AB =    1-2,0-3,5-0 

v  (-3 ,5,1)

Determinamos el rango de M=





 

 

 15-3

-1 2 0
-1 -3 5

Rango M = 2 

u (-1 ,2,0)






 



  -3 5 1

-1 2 0

¿Y cómo determinamos el punto de corte de ambas rectas?
Método: Escribimos las ecuaciones paramétricas de cada una de ellas (con distinto parámetro), las 
igualamos y resolvemos el sistema: 

10.1.2. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTAS Y UN PUNTO EN EL ESPACIO

Aquí solo tenemos dos posibiliades: el punto pertenece a la recta o el punto no pertenece a la recta.

Lo único que tenemos que hacer para determinar esto, es sustituir las coordenadas del punto en 
alguna de las ecuaciones de la recta y ver si se verifican o no. En caso de que se verifiquen el punto 
pertenecerá a la recta y en caso de que no se verifique el punto no pertenecerá a la recta.
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10.2. PLANOS 

• Tres puntos
• Un punto y dos vectores directores

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un punto A(x0,y0,z0) y dos vectores 
→
v 1 = (a1,b1,c1),

→
 v 2 = (a2,b2,c2) 

Si me dan tres puntos A(x0,y0,z0), B(x1,y1,z1), C(x2,y2,z2) ⇒ Tomaremos uno de los mismos A(x0,y0,z0) 

y como vectores 
→

AB  = (x1- x0, y1 – y0, z1 – z0) 
→
v 1 = 
→

 v 2 = 
→

AC  = (x2- x0, y2 – y0, z2 – z0) 

Ecuación vectorial: (x,y,z) = (x0,y0,z0) + s.(a1,b1,c1) + t. (a1,b1,c1)       ∀ s,t ∈ R 

Ecuaciones paramétricas: 








= y + s.b +
= x + s.a +

210

210

210

z = z + s.c + tc

y tb

x ta

 ∀ s,t ∈ R 

Ecuación implícita o general: Ax + By + Cz + D = 0 ⇒ 

0

c

b

ba

ca

x − x y − y z z

222

111

000

=
−

⇒ Ax + By + Cz + D = 0

Vector normal = 
→
n  = (A,B,C) = 

→
v 1 x 

→
v 2  (Es perpendicular a los dos vectores directores) 

Nota: Si conocemos el vector normal y un punto podemos hallar directamente la ecuación general del 
plano. Del vector normal conocemos A, B y C ; y si sustituimos el punto hallamos D. 

Ejemplo 3 : Hallar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos A(0,1,-1), B(2,3,-5), C(1,4,3) 














= AC =

= AB =

−

π

v (1,3,4)

v (2,2,−4)
Vectores :

Punto : A(0,1, 1)

:

2

1

Ecuación vectorial: (x,y,z) = (0,1,-1) + s.(2,2,-4) + t.(1,3,4)       ∀ s,t ∈ R 

Ecuaciones paramétricas: 








= −1− 4s+
= 1+ 2s+
= 2s+

z 4t

y 3t

x t

 ∀ s,t ∈ R 

Ecuación implícita o general: Ax + By + Cz + D = 0 

431

422

x y −1 z+1

=− 0 ⇒ 20x – 12(y-1)+4(z+1) = 0 ⇒ 5x-3y+z+4=0

10.2.1 ECUACIONES DE UN PLANO EN EL ESPACIO.  

Para determinar la ecuación de un plano en el espacio necesitamos:
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Ejemplo 4: Hallar dos punto, dos vectores y el vector normal 

a) (x,y,z) = (1,2,3) + λλλλ(4,5,6) +µµµµ(1,0,3) Puntos:




→=µ=λ )6,2,2(P10,

(1,2,3)P

2

1

Vectores: 










−−== )5,6,15(vxvn

)3,0,1(v

)6,5,4(v

21

2

1

b) 








λλλλ−−−−====
µµµµ−−−−λλλλ====

µµµµ++++λλλλ++++====

3z
2y

21x
Puntos: 





−→=µ=λ )3,1,2(P10,

(1,0,3)P

2

1 Vectores: 










−−−==

−

−

)4,1,1(vxvn

)0,1,1(v

)1,2,2(v

21

2

1

c) x + 2y – z = 4 z = x + 2y -4  Puntos: P(0,0,-4), Q(1,1,-1), R(1,0,-3)   )1,2,1(n −  

 Vectores: 






==

==

)1,0,1(PRv

)3,1,1(PQv

2

1

Ejemplo 5 : Hallar la ecuación del plano, cuyo vector normal es (1,2,3) y pasa por el punto (2,0,4) 

014z3y2x
14D 0  D  3.4  2.0  2

0  D  3z 2y  x 
=−++⇒





−=⇒=+++
=+++
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10.2.2.1. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS  EN EL ESPACIO 

Dados los planos   :  Ax  By Cz  D  0   y    :  Ax  By Cz  D  0  pueden darse tres casos: 

D
D

C
C

B
B

A
A









 D

D
C
C

B
B

A
A









 B

B
A
A





    o    
C
C

A
A





Los planos son coincidentes Los planos son paralelos 
Los planos son secantes. Se cortan en 
una recta. Las ecuaciones implícitas de una
recta representan la intersección de dos planos.

Coincidentes                        Paralelos                 Secantes 

Método: Escribimos las ecuaciones generales de cada uno de ellos y resolvemos el sistema: 

• Sistema compatible determinado ⇒ No puede ser

• Sistema compatible indeterminado ⇒ Existen infinitas soluciones ⇒ Se cortan en infinitos
puntos ⇒ Se cortan en un plano o en una recta

o Si hay un grado de libertad ⇒ Un vector ⇒ Se cortan en una recta ⇒ Secantes

o Si hay dos grados de libertad ⇒ Dos vectores ⇒ Se cortan en un plano ⇒ Coincidentes

• Sistema incompatible ⇒ No existe solución ⇒ No se cortan ⇒ Paralelos.

OTRA FORMA EQUIVALENTE: 

Esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada es 1 y entonces las soluciones dependen de 2 parámetros 
(nº incógnitas-rango de la ampliada)

Esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada es 2 y entonces las soluciones dependen de 1 parámetro 
(nº incógnitas-rango de la ampliada)

Ejemplo  : Estudiar la posición relativa de los siguientes planos. 

a) 




−−−− 12y ++++ 16z ++++ 40 ====
−−−− 3y ++++ 4z −−−− 11 ====

4x 0
x 0

b) 




2x −−−− 5y ++++ z ++++ 3 ==== 0
x −−−− 3y ++++ 4z −−−− 11 ==== 0

c) 


x −−−− 3y ++++ 4z −−−− 11 ==== 0

2x −−−− 6y ++++ 8z −−−− 22 ==== 0
Comparando sus vectores normales 

a) 
40

11

16

4

12

3

4

1 = = −
−

= −
⇒ La última igualdad no se cumple, paralelos

b) 
3

11

1

4

5

3

2

1 = = −
−

= −
⇒ Vectores normales no paralelos, se cortan en una recta.

Si nos piden la recta, resolvemos el sistema y obtenemos la recta en paramétricas. 

c) 
22

11

8

4

6

3

2

1

−
= = −

−
= −

⇒ Se cumplen todas, coincidentes.

10.2.2. POSICIONES RELATIVAS DE PLANOS EN EL ESPACIO.  



Temas 10  – Rectas y planos en el espacio- Matemáticas II – 2º Bachillerato 8

10.2.2.2. POSICIÓN RELATIVA DE TRES PLANOS EN EL ESPACIO. 

Para determinar la posición relativa de tres planos en el espacio estudiamos el sistema formado por las ecuaciones 
de los tres planos. 

:    Ax   By   Cz    D

 :   Ax  By   Cz   D 

 :  Ax  By Cz  D 























D
  D

D

CBA
CBA
CBA
M *

Rango M =3  Rango *M =3  S.C.D. 
Los tres planos se cortan en un punto.

Rango M =2

Rango *M =3  S.I. 

Ninguno de los planos es paralelo a otro. 
Los tres planos se cortan dos a dos 
formando una superficie prismática. 

Dos planos son paralelos y el otro los 
corta.

Rango *M =2 S.C.I. 

Los tres planos no son coincidentes y se 
cortan en una recta. Pertenecen a un haz 
de planos. 

Dos planos son coincidentes y el otro los 
corta en una recta.

Rango M =1  

Rango *M =2 S.I. 

Los tres planos son paralelos y distintos 
dos a dos.

Dos planos son coincidentes y el otro es 
paralelo a ellos y distinto. 

Rango *M =1  S.C.I. 

Los tres planos son 
coincidentes. 

2 filas de la matriz M son 
proporcionales

2 filas de la matriz M* son 
proporcionales

las 3 filas de la matriz M* 
son proporcionales

las 3 filas de la matriz M 
son proporcionales y 2 
filas de la matriz M* son 
proporcionales

las 3 filas de la matriz M 
son proporcionales.
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Ejemplo : Estudiar la posición relativa de estos tres planos: 

a) 








++++ y ++++ z −−−− 2 ====x 0
3y ++++ 2z −−−− 1 ==== 0
x ++++ 2y −−−− z −−−− 3 ==== 0

a) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale compatible determinado, existe una única solución
⇒ Se cortan en un punto P(7/4,1/2,-1/4)

b) 








−−−− y ++++ z −−−− 2 ====
−−−− y ++++ z −−−− 3 ====

3x −−−− y ++++ z −−−− 4 ==== 0
x 0
2x 0

b) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale un sistema compatible indeterminado con un grado
de libertad, es decir, se cortan en una recta. Como los planos no son paralelos entre se cortan los tres 
en una recta. 

c) 








2x ++++ 2y −−−− 3z ++++ 4 ==== 0
3x ++++ y −−−− 2z ==== 0
x −−−− y ++++ z −−−− 1 ==== 0

c) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale sistema incompatible, no tiene solución. Como
ninguno es paralelo entre si, se cortan dos a dos en una recta (Tienda de campaña) 

d) 








x ++++ ay ++++ z ==== 1
2x ++++ y ++++ az ==== a

d) Como es un sistema con parámetros con el mismo número de ecuaciones que de incógnitas,

hallamos el determinante: ⇒ 20

1a1

a12

111

= ⇒ −a2 + 3a− 2 = 0 a = 1,a=

CASO I: Si a = 1 Sistema
RangoA' 3

RangoA 2

1000

1110

0111

1111

1112

0111

⇒


 =

=
⇒














− −≈













Incompatible 

El primer y el tercer plano paralelos y el otros los corta en una recta. 

Sistema













Nº Incog 3

CASO II: Si a = 2 ≈ ...≈ ⇒ RangoA' 2

    RangoA 2

0000

0010

1111

1121

2212

1111

⇒



=
=
=





 −





 Compatible 

indeterminado con un grado de libertad (ninguno paralelo) se cortan en una recta. 

CASO III: a∈ R − {1,2}⇒ |A| ≠ 0 ⇒ Sistema compatible determinado ⇒ Se cortan en un punto.
Resolviendo (por Cramer o por Gauss) obtenemos el punto de corte en función de “a”. 
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10.2.2.3. POSICIÓN RELATIVA ENTRE RECTA Y PLANO  EN EL ESPACIO

Recta Contenida en el plano Secantes Paralelos 

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y la general del plano y resolvemos el sistema: 
• Sistema compatible determinado ⇒ Existe una única solución ⇒ Se cortan en un punto ⇒

Secantes. 
• Sistema compatible indeterminado ⇒ Existen infinitas soluciones ⇒ Se cortan en infinitos

puntos ⇒ Recta contenida en el plano.
• Sistema incompatible ⇒ No existe solución ⇒ No se cortan ⇒ Paralelos.

Otra forma alternativa es usando en vector normal del plano y un punto y el verctor 
director de la recta.

Supuesto conocido los siguientes datos de la recta r y del plano  : 





r :
Sea  321A a ,a ,a  un punto de esta recta 
Sea  321v  v ,v ,v

 un vector director 





:  Ax  By Cz  D


Sea n  A, B,C  un vector normal 

para estudiar la posición relativa de la recta y el plano, se calcula el producto escalar v n  .

Pueden darse los siguientes casos: 

v n  0 
 v  n ; 

Si el punto A  

v n  0 
 v  n ; 

Si el punto A  

 v n  0  

⇒ La recta eCoincidentesstá contenida en el plano.

⇒ La recParalelosta es paralela al  plano.

⇒ La recta Secantesy el plano son secantes.
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a) ππππ: x – 3y+5z+11=0 r: 








==== 4 ++++z 6t
y ==== 1 −−−− t

a) Sustituimos las ecuaciones de la recta en la ecuación del plano:
-2t + 3 -3(1 – t) + 5.(4 + 6t) + 11 = 0 ⇒ -2t + 3 -3 +3t + 20 + 30t + 11 = 0 ⇒ 31t + 31 = 0 ⇒ t = -1 
Sistema compatible determinado. Existe una solución. Se cortan en un punto. 
Si nos piden el punto de corte, sustituimos en las ecuaciones de la recta: P(5,2,-2) 

b) z
43

x −−−− 2
====

2y ++++ 2
==== -y + 2z - 1 =0 

b) Pasamos la recta a paramétricas y sustituimos en la ecuación del plano
-(2t-1) + 2t -1 = 0 ⇒ 0 = 0 ⇒ Sistema compatible indeterminado, existen infinitas soluciones ⇒ 
Recta contenida en el plano. 

c) 








====z 2t

x ==== 4t ++++ 1
y ==== −−−−t ++++ 2  x + 2y – z = 0 

c) (4t + 1) + 2(-t + 2) – 2t = 0 ⇒ 5 = 0 ⇒ Sistema incompatible, no tiene solución ⇒ Paralelos

x ==== −−−−2t ++++ 3

10.2.2.4. POSICIÓN RELATIVA ENTRE PUNTO Y PLANO  EN EL ESPACIO

Aquí solo tenemos dos posibiliades: el punto pertenece al plano o el punto no pertenece al plano.

Lo único que tenemos que hacer para determinar esto, es sustituir las coordenadas del punto en 
alguna de las ecuaciones del plano y ver si se verifican o no. En caso de que se verifiquen el punto 
pertenecerá al plano y en caso de que no se verifique el punto no pertenecerá al plano.

Ejemplo : Estudiar la posición relativa de estos planos y  rectas: 
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10.2.3. HAZ DE PLANOS. 
Haz de planos paralelos. 

Si nos dan un plano de ecuación general Ax  By Cz  D  0  los planos 

paralelos al mismo son de la forma: Ax  By Cz  k  0 ,  k IR  ya que todos ellos 


tienen el mismo vector normal n  A,B,C .

Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos paralelos a uno dado. 

El haz de planos queda determinado por un plano cualquiera del mismo. 

Su ecuación es: Ax  By Cz  k  0 ,  k IR. 

Haz de planos secantes. 

Si dos planos dados por sus ecuaciones se cortan en una recta r  y un tercer plano 

pasa por esa misma recta, entonces las soluciones comunes de los dos primeros planos lo 

son también del tercero, luego éste es combinación lineal de ellos y se puede escribir que:  

AxByCz D  tAxBy Cz D sAxByCz D 0

(para s  0  se obtiene el primer plano y para t  0 , el segundo) 

Análogamente, la ecuación de cualquier plano que pase por la recta intersección 

tiene las mismas soluciones. 

Se llama haz de planos secantes al conjunto de planos que pasan por una recta 

que se llama arista del haz. 

El haz queda determinado por dos planos distintos del mismo.  

Su ecuación es: tAxBy Cz D sAxByCz D 0 ,  t, s IR.

Dividiendo la ecuación entre t  obtenemos otra expresión de la ecuación: 

AxBy Cz D kAxByCz D 0  siendo
t

s
 k  . 



10.3.1. ÁNGULOS 
ANGULO ENTRE DOS RECTAS    Cos (r1,r2) = cos (

→
v 1, 

→
v 2) = 

2

→

1

→

2

→

1

→

. vv

v .v

ANGULO ENTRE DOS PLANOS  Cos (ΠΠΠΠ1, ΠΠΠΠ2) = cos(
→
n 1, 

→
n 2) =

2

→
1

→

2

→
1

→

n.n

n .n

ÁNGULO ENTRE RECTA Y PLANO Sen (r, Π) = cos (
→
v r,

→
n Π) = 

π

→

r

→

π

→→

. nv

v r .n

Ejemplo : Hallar el ángulo que forman las siguientes rectas: 

r: 
1

z
35

x −−−− 3
−−−−

====
y ++++ 1

==== s:


2x ++++ 3y −−−− 5z ==== 4

x −−−− 2y ++++ 5 ==== 0

cos (r,s) = cos (vr, vs) ⇒










= (−10,−5,−
−

−= 7) || (10,5,7)

021

532

ki j

v

v (5,3,−1)

s

r

⇒ cos(vr,vs) =

0,74
17435.

58

25+ 9 +1. 100+ 25+ 49

71550

| v | . | v |

v .v

sr

r s ==
+ −

= ⇒ α = 41º 59’ 35,79’’

Ejemplo : Hallar el ángulo que forman los siguientes planos: 
ππππ1 : x + 8y – 4z = 0 ππππ2: 2x – y + 3 = 0 

cos (π1,π2) = cos (nπ1, nπ2) = 0,3
581.

6

0416.1

82

| n | . | n |

n .n

21

21 ==
+1++ 64+

−
=

ππ

ππ
⇒  

α = 72º 39’ 14,16’’ 

Ejemplo: Hallar el ángulo que forman la recta y el plano: 
r: (x,y,z) = (3,-1,1) + t.(2,5,-1) ππππ: 2x – 5y +7z – 11 = 0 

0,57
7830.

28

4941.4

7254

| v | . | n |

v .n

r

r ==
+ 25++ 25+

− −
=

π

π
⇒  sen (r,π) = sen (vr, nπ) =

α = 35º 22’ 5,54’’ 

Ejercicio : Halla el valor de m para que r y s formen un ángulo de 90º: 









==== −−−−2 −−−−
====
==== 2 −−−−

z t

x 5t
r: y t s: 









====
====

z mt
y 2t
x ==== 2 ++++ t

vr.vs = 0 ⇒ (-5,1,-1).(1,2,m) = 0 ⇒ -5 + 2 – m = 0 ⇒ m = -3 

10.3. PROBLEMAS MÉTRICOS EN EL ESPACIO. 
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10.3.2.DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS 

10.3.2.1.DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: A(x1,y1,z1) , B(x2,y2,z2) 

d(A,B) = |
→

AB | = ( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
12x − x + y − y + z − z

10.3.2.2.DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA 

d(P,r) = 

r

→

r

→ →

r

v

PP x v

10.3.2.3.DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PLANO: P(x0,y0,z0),  Π: Ax + By + Cz + D = 0 

d(P, Π) = 
222

000

A + B + C

Ax + By + Cz + D

10.3.2.4.DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS 

d(r,s) = 
[ ]

sr

r ssr

v  x v

v , v ,P P

10.3.2.5.DISTANCIA ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO 
d(r, Π) = d(Pr, Π) 

10.3.2.6.DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS 
d(Π1, Π2) = d(P1, Π2) 

Si 
22221

2

1

A + B + C

D − D'
d(π ,π )

: Ax + By + Cz+ D'= 0

: Ax + By + Cz+ D = 0
=⇒



π
π

Ejemplo  : Hallar la distancia entre los puntos P(1,2,0) y Q(2,-3,1) 

d(P,Q) = (2 −1)2 + (−3− 2)2 + (1− 0)2 = 1+ 25+1 = 27 = 3. 3u= 5,2u

Ejemplo  : Halla la distancia del punto P(5,-1,6) y la recta r: 






 ==== 1 −−−−

z ==== 5 ++++ t
y ==== −−−−t
x 2t





r : Pr(1,0,5), vr(-2,-1,1)

PPr = (-4, 1, -1)
⇒ PPr x vr = (0,6,6)

112

114

j ki

=
− −

−−

d(P,r) = 

r

→

r

→→

r

v

PP x v
= 12 = 2. 3u= 3,46u

114

360 =
+ +

+ 36+
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Ejemplo     : Halla la distancia del punto P(1,2,3) al plano π: 2x + 3y – z =-7 

d(P, Π) = 3,21u
14

12

14

733.22.1
==

+ 9+

+ − +

Ejemplo  : Halla la distancia entre las rectas r: 








==== 8 ++++z 2t
y ==== −−−−1
x ==== 5 ++++ t

        s: 








==== 5 ++++

==== 4 ++++

z 4t
y ==== 3 −−−− t
x 3t

[ ] 9

341

413

201

v , v ,P PP P (r r

s : P (4,3,5), v (3,−1,4)

r : P (5,−1,8), v (1,0,2)
r ssrr s

s s

= [(3 + 0 + 24)− (2 +16+ 0)] =
−−

−=−1,4,−3)⇒




Vr x Vs = (2,2,−1)

413

201

i j k

=
−

⇒ d(r,s) =
[ ]

sr

r ssr

v  x v

v , v ,P P
= 3u

14

| 9 | =
+ 4 +

Ejemplo : Halla la distancia entre la recta r: 
1

z ++++ 2
2

y −−−− 1
5

x −−−− 3
−−−−

========   y el plano ππππ: x – 3y –z + 6=0 

d(r, Π) = d(Pr, Π) = 2,41u
11

8

19

62)(3.13
==

1+ +

− − − +

Ejemplo : Halla la distancia entre dos planos: π1: x – 5y + 2z – 19 = 0, π2: 2x – 10y + 4z = 0 

π1: 2x – 10y + 4z – 38 = 0 ⇒ 
22221

A + B + C

D − D'
d(π ,π ) = = 3,47

120

38

161004

038
==

+ +

− −
u 
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Ejercicio 1 : Obtén el valor de a para que las rectas r y s se corten y halla el punto de corte. 

r: x = y = z – a   s: 
0

2z
2
3y

3
1x2 −−−−====

−−−−
++++====

−−−−

Pasamos a paramétricas y resolvemos el sistema: 













=+α
−β−=α

+β=α

2a

32
2

13

⇒ 77
32

132
=β−⇒





−=β+α
=β−α

 ⇒ 

3a,1,1 =−=α−=β ⇒ P(-1.-1.2) 

Ejercicio 2 : Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas: 

r: 








−−−−====
++++====
++++====

tz
t3y
t45x

    s: 
n

3z
3

1y
m
x ++++====

−−−−====

Los vectores directores proporcionales: 




−=
=

⇒
−==

3n

12m

n

1

3

1

m

4

Ejercicio 3 : Calcula m y n para que los planos: αααα: mx + y – 3z -1 = 0    ββββ: 2x + ny – z 
– 3 = 0 sean paralelos. ¿Pueden ser coincidentes?

Los vectores normales proporcionales: 




=
=

−
−==

6m

3/1n

1

3

n

1

2

m

Para que sean coincidentes: 
3

1

1

3

3/1

1

2

6

−
−≠

−
−==  No son coincidentes. 

Ejercicio 4 : Escribe la ecuación del plano que pasa por los puntos (0,0,0), (2,2,0) y (1,1,2) 

Plano: 
















=

=

)2,1,1(AC

)0,2,2(AB
:Vectores

)0,0,0(A:Punto

 0

211

022

0z0y0x

=
−−−

    4x – 4 y = 0 ⇒ x – y = 0 

REPASO DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS 
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Ejercicio 5 : Determina la ecuación del plano que contiene al punto P(2,1,2) y a la recta  

3
4z

1
3y2x

−−−−
−−−−====

−−−−
−−−−====−−−−

P(2,1,2), Pr(2,3,4), vr(1,-1,-3) 

Plano: 
















−−=

=

)3,1,1(v

)2,2,0(PP
:Vectores

)2,1,2(P:Punto

r

r 0

311

220

2z1y2x

=
−−

−−−
    -4(x-2) + 2(y–1) -2(z-2)=0 

-4x + 2y - 2z + 10 = 0 ⇒ -2x + y – z + 5 = 0 

Ejercicio 6 : Comprueba que las rectas r: 2zy
2

1x −−−−========
−−−− s: 





====−−−−
====−−−−

11y2x
5z2x

 son 

paralelas y halla la ecuación del plano que las contiene. 

Vectores directores proporcionales: vr(2,1,1), vs = 

021

201

kji

−
−  = (-4, -2, -2) 

Pr(1,0,2) , vr(2,1,1), Ps (Por ejemplo z = 0, x = 5, y = -3  (5,-3,0)) 

Plano: 












−−= )2,3,4(PP

)1,1,2(v
:Vectores

)2,0,1(P:Punto

sr

r

r

0

234

112

2zy1x

=
−−

−−
   (x – 1) + 8y -10(z – 2) = 0 

  x + 8y – 10z + 19 = 0 

Ejercicio 7 : ¿Son coplanarios los puntos A(1,0,0), B(0,1,0), C(2,1,0), D(-1,2,1)? 

Con tres puntos A, B y C hallamos el plano que los contiene y comprobamos si D ∈ Al plano 

Plano: 












=
−=

)0,1,1(AC

)0,1,1(AB
:Vectores

)0,0,1(A:Punto

 

011

011

zy1x

−
−

= 0   -2z = 0 ⇒ z = 0 ⇒ D no cumple que z = 0, 

por tanto no son coplanarios. 

Ejercicio 8 : Halla la ecuación del plano que pasa por los puntos A(1,3,2) y B(-2,5,0) y es 

paralelo a la recta 








−−−−−−−−====
++++====
−−−−====

t32z
t2y
t3x

Plano: 












−−
−−=

)3,1,1(v

)2,2,3(AB
:Vectores

)2,3,1(A:Punto

r

0

311

223

2z3y1x

=
−−
−−
−−−

⇒ -4(x–1) -7(y–3) – (z–2) = 0

-4x – 7y – z +27 = 0 
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Ejercicio 9 : Halla la ecuación del plano que contiene a la recta r: 








λλλλ====
λλλλ−−−−−−−−====
λλλλ++++====

z
1y

32x
   y es paralelo 

a: s: 
3

z
2

1y
5

3x
−−−−

====
++++====

−−−−

Plano: 












−
−

−

)3,2,5(v

)1,1,3(v
:Vectores

)0,1,2(P:Punto

s

r

r

0

325

113

z1y2x

=
−

−
+−

     (x – 2) +14(y + 1) +11z = 0 

x + 14y + 11z +12 = 0 

Ejercicio 10 : Dado el plano ππππ: 2x – 3y + z = 0 y la recta r: 
2

1z
1
2y

1
1x ++++====

−−−−
−−−−====

−−−− , halla la 

ecuación del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano ππππ. 

Plano: 












−
−

−

π )1,3,2(n

)2,1,1(v
:Vectores

)1,2,1(P:Punto

r

r

0

132

211

1z2y1x

=
−
−

+−−
      5(x – 1) + 3.(y – 2) – (z + 1) = 0 

5x + 3y – z – 12 = 0 

Ejercicio 11 : Sea la recta r: 




====++++−−−−
====++++−−−−

03zx2
0zyx3

 y el plano ax – y + 4z – 2 = 0 

a) Calcula el valor de a para que r sea paralela al plano.
b) ¿Existe algún valor de a para que r sea perpendicular al plano?

a) Vector director de la recta y vector normal del plano perpendiculares (vr.nπ = 0)

vr = 

102

113

kji

−
−  = (1, 5,2) vr.nπ = (1,5,2).(a,-1,4) = a – 5 + 8 = 0 ⇒ a = -3 

b) Vector de la recta y vector normal del plano, paralelos:
4

2

1

5

a

1 =
−

= . No existe. 

Ejercicio 12 : Dados la recta r: 




====−−−−−−−−
====++++−−−−
04zy

03z2x
 y el plano ππππ: x + 2y + 3z – 1 = 0, halla la 

ecuación de una recta s contenida en el plano ππππ que pase por el punto P(2,1,-1) y sea 
perpendicular a r. 

Recta s: 



























−==













=

=
−
−

===

−

π

π

π )3,5,1(

321

112

kji

xnv

)3,2,1(n

)1,1,2(

110

201

kji

vxnvv:Vector

)1,1,2(P:Punto

rrrs

3

1z

5

1y

1

2x +=
−
−=−
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Ejercicio 13 : Halla la ecuación de una recta que cumpla las condiciones siguientes: 

1) Es paralela a la recta de ecuaciones: r:




====++++
====++++

5z3y
5z2x

2) Pasa por el punto de intersección de la recta s con el plano ππππ:

s: 
3

2z
2

3y
4

1x ++++====
++++====

−−−− ππππ: x – y + z = 7 

vr: z = α, x = 5 - 2α, y = 5 - 3α ⇒ vr(-2,-3,1) 

Pr : s: )1,1,5(P1t5t57)2t3()3t2(1t4

2t3z

3t2y

1t4x

r −⇒=⇒=⇒=−+−−+⇒








−=
−=
+=

1

1z

3

1y

2

5x −=
−
+=

−
−

Ejercicio 14 : Escribe la ecuación del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1) y es 

paralelo a la recta r: 




====−−−−++++
====++++−−−−

03z3y2
01y2x3

Plano: 



























−−−−=−=

−−=
−

)2,3,2(||)6,9,6(

320

023

kji

v

)1,4,1(AB

:Vectores

)2,3,1(A:Punto

r

0

232

141

2z3y1x

=
−−

−−
−+−

  

5(x – 1) + 4(y + 3) + 11(z – 2) = 0 ⇒ 5x + 4y + 11z – 15 = 0 

Ejercicio 15 : Dados los planos mx + 2y – 3z – 1 = 0   y   2x – 4y + 6z + 5 = 0, halla m para que 
sean: a) Paralelos b) Perpendiculares

a) Proporcionales:
6

3

4

2

2

m −=
−

= ⇒ m = -1

b) Vectores normales perpendiculares: (m,2,-3).(2,-4,6) = 0 ⇒ 2m – 8 -18 = 0 ⇒ m = 13

Ejercicio 16 : Halla la ecuación de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y es perpendicular al 
plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1,2,1). 

Recta: 













−=+−⇒=π⇒










π= π )1,0,1(v:0zx0

121

111

zyx

:

)1,2,1(OC

)1,1,1(OB
:Vectores

)0,0,0(O:Punto

:nv:Vector

)3,2,1(P:Punto

rr

1

3z

0

2y

1

1x −=−=
−
−
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Ejercicio 17 : Escribe la ecuación del plano que contiene a la recta r: 




====++++−−−−
====−−−−++++

0zyx2
01yx

  y es  

paralelo a s: 
4
2z

3
y

2
x1

−−−−
++++========

−−−−
−−−−

Plano: 












−− )4,3,2(v

v
:Vectores

P:Punto

s

r

r

Pasamos r a paramétricas: y = α, x = 1 - α, z = -2 + 2α + α = 3α - 2




−
−

)3,1,1(v

)2,0,1(P

r

r

Plano: 0

432

311

2zy1x

=
−−

−
+−

-13(x – 1) -10y – (z + 2) = 0 ⇒ -13x – 10y – z +11 = 0 

Ejercicio 18 : Indica qué condiciones deben cumplir a, b, c y d, para que el plano π: ax + by 
+ cz + d = 0 sea: 
a) Paralelo al plano OXY b) Perpendicular al plano OXY
c) Paralelo al eje Z d) Perpendicular al eje X
e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

a) nπ || noxy
1

c

0

b

0

a == ⇒ a = 0, b = 0 

b) nπ.nOXY = 0 (a,b,c).(0,0,1) = 0 ⇒ c = 0 
c) nπ .vZ =0 (a,b,c).(0,0,1) = 0 ⇒ c = 0 

d) nπ || vX
0

c

0

b

1

a == ⇒ b = 0, c = 0 

e) No es paralelo a ninguno de los ejes, a ≠ 0, b ≠ 0, c ≠ 0
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REPASO PROBLEMAS MÉTRICOS EN EL ESPACIO 
EJERCICIO 1 : 













++++ y ++++ 3z −−−− 1====

−−−− 2y −−−− z ====

==== ++++ λλλλ

==== −−−− λλλλ

==== −−−−1 ++++ λλλλ

4x 0

3x 0
, s :

21z

33y

x

Dados las rectas  r : y el plano  ππππ : 4x ++++ y ++++ z −−−− 3 ==== 0;  

calcula el ángulo que forman: 
a) r  y  s b) s  y  ππππ

Solución: 

a) Hallamos el vector director de s:

314

123

i j k

= (−5,−− − 13,11)  

a) 32 30 ' 45 ' '0,843
4 410

56

14 · 315

22395

121169254.1

(1,−3,2).(−5,−13,11)

v·v

v · v
cos o

sr

sr → α =≈− + + =
+++ 9 +

=α =

b) →≈=
− − 13 +

+ 1+++
=

π
α = π

0,292
5 670

22

315 · 18

1120

11612116925

| (−5,−13,11).(4,1,1)

n·v

v · n
sen

s

s
r

r

α = 16o 59 ' 16 ' '

EJERCICIO 2 : Considera los planos  ππππ: 2x + ay + 4z - 1 = 0  y  σσσσ: ax + 2y + 4z - 3 = 0. 
a) Calcula el ángulo que forman  ππππ  y  σσσσ  cuando  a = 1.
b) Halla  a  para que  ππππ  y  σσσσ  sean paralelos.
c) Determina el valor de  a  para que  σσσσ  y  σσσσ  sean perpendiculares.

Solución: 

a)
· n2n1

n1 · n2 cos rr

rr

α = Un vector normal a  π  es  n
r

1(2, 1, 4). Un vector normal a  σ  es  n
r

2(1, 2, 4).

17o 45 ' 10 ' '0,952
21
20

21 · 21

1622

n2·n1

1 · n
r

r
2cos α = r

n → α == + + = ≈
r

b) Sus vectores normales han de ser proporcionales:
4
4

2
a

a
2 →= = a = 2  

c) Sus vectores normales han de ser perpendiculares: (2,a,4)·(a,2,4) = 2a + 2a + 16 = 4a + 16 = 0 ⇒ a = -4

EJERCICIO 3 : y el punto  P ((((1, 0, −−−− 5))));
22z

y ==== −−−−1

x

 y   s :
3x ++++ 2y ++++ 2z ++++ 1 ==== 0

2x 0
Dados las rectas  r :

















==== −−−− ++++ λλλλ

++++ λλλλ

==== 3 −−−− 2λλλλ

−−−−

−−−− 3y ++++ z −−−− 2 ====

calcula el ángulo que forma la recta  r  con el plano,  ππππ,  perpendicular a  s  que pasa por  P. 

Solución: sen ( )
n·d

d · n
rr

rr

α =

- Un vector dirección de  r  es:  dr ( 3, 1) × (− 3, 2, 2) = (− 8, − 7, − 5) // (8, 7, 5) = d
r r

= 2, −

- Un vector normal al plano  π  es: n = ds = (− 2, 1, 2)rr

≈ 0,028 →= − + + =(α) =
1383

1

138 · 9

10716

n·d

d · n
sen rr

rr

α = 1o 37 ' 34 ' '
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EJERCICIO 4 : Calcula la distancia entre las rectas: 








++++ λλλλ

λλλλ

++++ λλλλ

−−−−
====

y ++++ 1
====

z ==== −−−−1

y ==== 2

x ==== 1

s :y
2

z
31

x −−−− 2
r :

Solución: dist(r, s)
v || v

| [v r , vs , PrPs ] |

sr ×
=

Buscamos un punto y un vector dirección de cada recta: 

Vector:
→

Recta r: Punto: Pr (2,-1,0)  v r (1,3,-2) 

Vector:
→

Recta s: Punto: Ps (1,0,-1)  v s (1,2,1) 

PrPs (− 1, 1, − 1)  ⇒ [ ]
111

121

231

v r , vs , PrPs = −
−−

−
= 9  

vr x vs  = 1)

121

231

i j k

= 7i − 3j − k = (7,−3,−−

( )
59

9

1949

| −9 |
v || v

| [v ] |
dist r, s

sr

r , vs , PrPs ≈=
+ +

=
×

= 1,17u  

EJERCICIO 5 : Calcula la distancia entre las rectas: 








==== ++++ λλλλ

−−−− λλλλ

++++ λλλλ

========

43z

y ==== 2

x ==== −−−−5

 y     s :
z ++++ 1

 
04

y −−−− 2
3

x ++++ 1
r :

Solución: dist (r, s)
| vr × vs|

| [PrPs, vr, vs]|=

- En la recta r: Pr (−1, 2, −1); vr (3, 4, 0)
- En la recta s: Ps (− 5, 2, 3); vs (1, −1, 4)

- PrPs (− 4, 0, 4)  ⇒
411

043

404

PrPs, vr, vs = −
−

−
 =


 92  

- vr × vs (3, 4, 0) × (1, −1, 4) = (16, −12, − 7) = 162 + (−12)2 + (− 7)2 = 449=

Por tanto: ( ) 4,34
449

92 ≈dist r, s =

EJERCICIO6: (((( )))) ++++ λλλλ 

22z

y ==== −−−−3

x ==== 2

Dados el punto  P 2, 0, −−−− 3 ,  la recta  r :








==== −−−− λλλλ

++++ λλλλ

 y el plano  ππππ : x ++++ 2y ++++ 2z −−−− 1==== 0 ,  

a) P  y  ππππ b) P  y  rcalcula la distancia entre: 

Solución: 

( ) 1,67
3
5

41

102
,a) = ≈

+ 4 +

+ − 6 −
dist P π =

b) dist (P,r) =
PrPxvr

vr

- Hallamos un punto y un vector dirección de la recta  r :  Pr (2, − 3, 2); vr (1, 1, − 2)
- (0, 3, − 5) × (1, 1, − 2) = (−1, − 5, − 3) = 1+ 25 + 9 = 35PrP × vr =

- vr = (1, 1, − 2) = 1+1+ 4 = 6  ⇒ Por tanto: ( ) 2,42
6

36 ≈dist P, r =
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EJERCICIO 7: Halla el lugar geométrico de los puntos,  P,  tales que la distancia de  P  a  A  sea 
igual al triple de la distancia de  P  a  B,  siendo  A ( 1, 0, 0)  y  B (1, 0, 0).   

Solución: 
Si  P(x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B),  es decir: 

22(x − 1)222(x + 1)2 + y + z = 3 + y + z
⇒ (x + 1)2 + y2 + z2 = 9 [(x  - 1) 2 + y2 + z2]

x2 + 2x + 1 + y2 + z2 = 9 [x2 - 2x + 1 + y2 + z2] ⇒  8x2 + 8y2 + 8z2 - 20x + 8 = 0

EJERCICIO 8 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos 
ππππ: 3x - 2y + 4z - 1 = 0  y  σσσσ: 4x + 2y - 3z + 2 = 0.   

Solución: Si  P (x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, π) � dist (P, →),  es decir: 

29

| 3x − 2y + 4z − 1| = | 4x + 2y − 3z + 2 |

29
⇒ |3x - 2y + 4z - 1| = |4x + 2y - 3z + 2|   ⇒





+ =− y + z − = − x − y + z − →

− y + z − = x + y − z + → x + 4y − z + =
→

01723241423

03723241423

x + zx

x

EJERCICIO 9 : Dados los puntos  A (-1, 0)  y  B (1, 0),  halla el lugar geométrico de los puntos,  P, 
(((( ))))
(((( ))))dist P, B

del plano tales que el cociente de distancias:   
dist P, A

  sea igual a 1. Identifica la figura resultante.  

Solución: Si  P (x, y)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: 

dist (P, A)
( ) dist (P, A) = dist (P, B)1

dist P, B
= → ⇒ (x + 1)2 + y2 = (x − 1)2 + y2 → (x + 1)2 + y2 = (x − 1)2 + y2

x2 + 2x + 1 + y2 = x2 - 2x + 1 + y2 ⇒ 4x = 0   ⇒   x = 0 ⇒
Es la ecuación del eje  Y,  que en este caso es la mediatriz del segmento  AB. 

EJERCICIO 10 : Halla el lugar geométrico de los puntos,  P,  tales que la distancia de  P  a  A  sea 
igual al triple de la distancia de  P  a  B,  siendo  A ( 1, 0, 0)  y  B (1, 0, 0).   

Solución: 
Si  P(x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B),  es decir: 

22(x − 1)222(x + 1)2 + y + z = 3 + y + z
⇒ (x + 1)2 + y2 + z2 = 9 [(x  - 1) 2 + y2 + z2]

x2 + 2x + 1 + y2 + z2 = 9 [x2 - 2x + 1 + y2 + z2] ⇒  8x2 + 8y2 + 8z2 - 20x + 8 = 0

EJERCICIO 11 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos 
ππππ: 3x - 2y + 4z - 1 = 0  y  σσσσ: 4x + 2y - 3z + 2 = 0.   

Solución: Si  P (x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, π) � dist (P, →),  es decir: 

29

| 3x − 2y + 4z − 1| = | 4x + 2y − 3z + 2 |

29
⇒ |3x - 2y + 4z - 1| = |4x + 2y - 3z + 2|   ⇒





+ =− y + z − = − x − y + z − →

− y + z − = x + y − z + → x + 4y − z + =
→

01723241423

03723241423

x + zx

x

EJERCICIO 12 : Dados los puntos  A (-1, 0)  y  B (1, 0),  halla el lugar geométrico de los puntos,  P, 
(((( ))))
(((( ))))dist P, B

del plano tales que el cociente de distancias:   
dist P, A

  sea igual a 1. Identifica la figura resultante.  

Solución: Si  P (x, y)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: 
dist (P, A)

( ) dist (P, A) = dist (P, B)1
dist P, B

= → ⇒ (x + 1)2 + y2 = (x − 1)2 + y2 → (x + 1)2 + y2 = (x − 1)2 + y2

x2 + 2x + 1 + y2 = x2 - 2x + 1 + y2 ⇒ 4x = 0   ⇒   x = 0 ⇒
Es la ecuación del eje  Y,  que en este caso es la mediatriz del segmento  AB. 
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EJERCICIO 13 
a) Calcula el valor de  m  para que los puntos  P(1, 2, -1),  Q(0, -1, 2),  R(3, 1, -1)  y S(m, 2, 1)  sean
coplanarios, y escribe la ecuación del plano que los contiene. 
b) Obtén un punto simétrico de  A(1, -1, 1)  respecto del plano anterior.

Solución: 
a) Escribimos la ecuación del plano, π,  que contiene a los puntos  P(1, 2, -1),  Q(0, -1, 2)  y  R(3, 1, -1):

P(1,2,-1), ( )3,3,1PQ −− , ( )0,1,2PR − ⇒ 0

012

331

1z2y1x

=
−
−−

+−−
⇒ 3(x – 1) + 6(y – 2) + 7(z + 1) = 0

3x + 6y + 7z – 8 = 0 

Hallamos el valor de  m  para que  S(m, 2, 1) ∈ π : 3m + 12 + 7 – 8 = 0 ⇒ 
3
11

m
−=

b) (1) Obtenemos la recta,  r,  que pasa por  A  y es perpendicular a  π: 








λ+=

λ+−=

λ+=

71z

61y

31x

:r

(2) Buscamos el punto,  B,  de intersección de  r  y  π: 
3(1 + 3λ) + 6( -1 + 6λ) + 7(1 + 7λ) - 8 =  0 








 −→==λ→=λ
47
61

,
47
35

,
47
53

B
47
2

94
4

494

(3) Si  A'(x, y, z)  es el simétrico de  A  respecto de  A´,  B  es el punto 

medio de  AA': 






 −=






 +−+
47
61

,
47
35

,
47
53

2
1z

,
2

1y
,

2
1x

 








 −→

















=→=+

−=→−=−

=→=+

47
75

,
47
23

,
47
59

'A

47
75

z
47
61

2
1z

47
23

y
47
35

2
1y

47
59

x
47
53

2
1x

EJERCICIO 14 : Halla la ecuación de la perpendicular común a las rectas: 









λ+=

λ+−=

λ+−=

−
−=−=+

3

2

1

y
1
3

2
2

1
1

z

y

x

s
zyx

r ::

Solución: 
• Un punto genérico de  r  es  R(- 1 + µ, 2 + 2µ,  3 - µ).
• Un punto genérico de  s  es  S( 1 + λ, - 2 + λ,  3 + λ).

Un vector genérico de origen en  r  y extremo en  s  es:  ( )µ+λ−µ−λµ−λ ,42,RS
Este vector debe ser perpendicular a  r  y a  s: 

( )

( )
7
8

7
4

042301,1,1d

086201,2,1d

−=µ

=λ









=−µ−λ→==

=−µ−λ→=−=

··

··

RSRS

RSRS

s

r

r

r








 −−







 −−
7
25

,
7
10

,
7
3

;
7

29
,

7
2

,
7
15

   :Así SR

( )1,2,3//
7
4

,
7
8

,
7

12 −−






 −−
RS
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Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular común son:

















λ−=

λ−−=

λ+−=

7
29

z

2
7
2

y

3
7
15

x

:P

EJERCICIO 15 : Averigua las coordenadas del punto simétrico de  P(3, 4, -1) respecto de la recta 







=+−

=−+
.;: rP

zyx

zyx
r   a    de distancia la calcula y

02

33

Solución: 
(1) Hallamos la ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a r: 

nπ = vr  = )7,4,1(

121

113

kji

−−−=
−

− || (1,4,7) ⇒ x + 4y + 7z + D = 0 ⇒ 3 + 16 – 7 + D = 0 ⇒ D = -12 

π : x + 4y + 7z – 12 = 0 

(2) Resolvemos el sistema entre la recta y el plano (Para ello pasamos la recta a 
paramétricas: 










−
−

≈








−
−

3470

0121

3113

0121
⇒ 















α=

α+=

α+=

⇒















α+=α−α+=

α+=

α=

z
7
43

y

7
6

x

7
6

7
86

x

7
43

y

z

0127
7
1612

7
6 =−α+α++α+

⇒ 6 + α + 12 + 16α + 49α - 84 = 0 ⇒ α = 66/66=1

    Q(1,1,1) 
(3) Si llamamos  P ' (x, y, z)  al simétrico de  P,  entonces  Q  es el punto medio de  PP ': 

( )3,2,1'

31
2

1

21
2

4

11
2

3

−−

















=→=−

−=→=+

−=→=+

P

z
z

y
y

x
x

• La distancia de  P  a  r  es igual a la distancia de  P  a  Q:

( ) ( ) ( ) 12,4174942,3,2,, ≈=++=−−=== PQQPdistrPdist

EJERCICIO 16 : 

es  y
1
z

1
2y

3
1x

:r  recta la a contiene que plano del ecuación la Hallaa) ====
−−−−
++++====

−−−−
perpendicular al plano 

ππππ: 2x + y + z - 2 = 0. 
b) Calcula el ángulo que forman la recta  r  y el plano  ππππ.

Solución: 
a) Necesitamos un punto y dos vectores: Pr(1,-2,0), vr(3,-1,1), nπ(2,1,1)

0

112

113

z2y1x

=−
+−

 ⇒ -2(x – 1) – (y + 2) + 5z = 0 ⇒ -2x – y + 5z = 0
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b) ( ) →=+−
++++

−==α
π

π
66

6

6·11

116

114119

)1,1,2).(1,1,3(

n·v

nv
sen

r

r
r

r
·

''29'3647o=α

EJERCICIO 17 : Determina la posición relativa de las rectas  r  y  s,  y calcula la mínima distancia 

entre ellas:  







++++====

++++====
−−−−

λλλλ++++−−−−====

====

λλλλ++++====

3
1z

0
2y

1
6x

:s

61z

3y

22x

:r

Solución: 
a) Posición relativa: Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:



































−
−

−
⇒

α+−=

−=

α+=

λ+−=

=

λ+=

036

500

412

31z

2y

6x

:s

61z

3y

22x

:r ⇒⇒⇒⇒ Sistema Incompatible (Paralelas o se cruzan)

Hallamos los vectores directores: 
→
v r(2,0,6)  ,  

→
v s(1,0,3) ⇒ Proporcionales ⇒ Son paralelas. 

b) Como son paralelas d(r,s) = d(Pr,s) =
sv

sxvsPrP

Pr(2,3,-1), Ps(6,-2,-1), 
→
v s(1,0,3) ⇒ PrPs = (4,-5,0) 

d(r,s) 28,6
10

394

10

|)5,12,15(|
|)3,0,1(|

|)3,0,1()0,5,4(|

sv

svsPrP
≈=−−=×−=

×
=

EJERCICIO 18 : El plano  ππππ: 2x + y + 4z + 8 = 0  corta a los ejes coordenados en tres puntos;  A,  
B  y C.  Halla el área del triángulo con vértices en esos tres puntos.  

Solución: 
Obtenemos los puntos de corte del plano  π  con los ejes coordenados: 
- Con el eje  X :   y = z = 0   ⇒   x = -4   ⇒   Punto  A (-4, 0, 0) 
- Con el eje  Y :   x = z = 0   ⇒   y = -8   ⇒   Punto  B (0, -8, 0) 
- Con el eje  Z :   x = y = 0   ⇒   z = -2   ⇒   Punto  C (0, 0, -2) 

( ) ( )2,0,4;0,8,4 −− ACAB

( ) 2222 u33,183441
2
1

32816
2
1

32,8,16
2
11

Área ≈=++==×= ACAB
2

EJERCICIO 19 : 
a) Escribe la ecuación del plano, ππππ,  que pasa por los puntos  P (2, 1, -1), Q (1, 0, 3)  y  R (-3, 1, 1).
b) Calcula el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano  ππππ  con los ejes
coordenados.  

Solución: 
a) Necesitamos un punto P(2,1,-1) y dos vectores PQ(-1,-1,4), PR(-5,0,2)

017z5y18x20)1z(5)1y(18)2x(20

205

411

1z1y2x

=+−−−⇒=+−−−−−⇒=
−

−−
+−−

b) Hallamos los puntos de corte de  �  con los ejes coordenados:








→=→==→− 0,0,
2

17
  Punto

2
17

0  eje el Con AxzyX








→=→==→− 0,
18
17

,0  Punto
18
17

0  eje el Con ByzxY








→=→==→−
5

17
,0,0  Punto

5
17

0  eje el Con CzyxZ








−






−
5

17
,0,

2
17

;0,
18
17

,
2

17
ACAB
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2u08,15
36
289

,
10
289

,
90
289

2
11

Área ≈






=×= ACAB
2

EJERCICIO 20 : (((( )))) .
1

1z
2
3y

1
2x

:r  recta la a respecto  5,1,2P  de simétrico punto el Halla
−−−−====

−−−−
++++====

−−−−−−−−

Solución: 

[1] Hallamos la ecuación del plano,  π,  que pasa por  P  y es perpendicular a r : 
x – 2y + z + D = 0  ⇒ -2 -2 + 5 + D = 0 ⇒ D = -1 ⇒ x – 2y + z – 1 = 0 

[2] Hallamos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 

( ) ( ) ( )















−=−=λ→=+λλ+=

=−λ++λ++λ+λ−−=

=−λ++λ−−−λ+λ+=

3
4

6
8

0861z

01146223y

01123222x

:r ⇒ 






 −−
3
1

,
3
1

,
3
2

Q

[3] El punto  Q  es el punto medio de  PP',  siendo  P'  el simétrico de  P  respecto a  r : Si  P' (x, y, z): 








 −−



















−=→−=+

−=→−=+

=→=−

3
17

,
3
5

,
3

10
'

3
17

3
1

2
5

3
5

3
1

2
1

3
10

3
2

2
2

P

z
z

y
y

x
x

EJERCICIO 21 : Determina la posición relativa de las rectas: 

; 
2

1z
1

1y
3

2x
:s       y

1z

23y

2x

:r
−−−−====

−−−−====
++++









λλλλ++++−−−−====

λλλλ++++====

λλλλ−−−−====

 y halla la ecuación de la perpendicular común.  

Solución: 
- Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema: 

















≈
















≈
















⇒








α+=
α+=

α+−=










λ+−=

λ+=

λ−=

3600

10-7-0

4-3-1-

2-5-0

10-7-0

4-3-1-

22-1

2-1-2

4-3-1-

21z

1y

32x

:s   y    

1z

23y

2x

:r

Rango A = 2 ≠ Rango A* = 3 ⇒ Sistema incompatible ⇒ Se cruzan o son paralelas 

Hallamos los vectores directores: 
→
v r (-1,2,1) 

→
v s(3,1,2) ⇒ No son proporcionales ⇒ SE CRUZAN 

- Perpendicular común: 
Un punto genérico de  r  es  Pr(2 - λ, 3 + 2λ,-1 + λ). 
Un punto genérico de  s  es  Ps (-2 + 3α, 1 + α, 1 + 2α) 
El vector PrPs = (-4 + 3α + λ, -2 + α - 2λ, 2 + 2α - λ) es perpendicular a vr y a vs : 

83
62

;
83
38

010140d

0260d
=µ=λ









=−µ+λ−→=

=+µ+λ−→=

s

r

RS

RS

r

r

·

·
















 −
83

207
,

83
145

,
83
20

sP;
83
45

,
83

325
,

83
128

rP  :Así  ⇒ ( )7,5,3//
83
252

,
83
180

,
83
108

sPrP −






 −−
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Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular común son:

















λ−−=

λ+=

λ+=

7
83
45

z

5
83

325
y

3
83

128
x

:p

EJERCICIO 22 : Obtén el punto simétrico de  P (2, -1, 3)  respecto al plano  ππππ: 3x + 2y + z - 5 = 0. 

Solución: 

[1] Hallamos la ecuación de la recta,  r,  que pasa por  P  y es 

perpendicular a  π: 










λ+=

λ+−=

λ+=

3z

21y

32x

:r

[2] Obtenemos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 
3 (2 + 3λ) + 2(-1 + λ) + (3 + λ) – 5 = 0 ⇒  

7
1

0214053429  6 −=λ→=+λ→=−λ++λ+−λ+  ⇒ 








 −
7

20
,

7
9

,
7
11

Q

[3] Si llamamos  P '  al simétrico de  P  respecto de  π,  Q  es el punto medio de  PP':P' (x, y, z) 








 −

















=→=+

−=→−=−

=→=+

7
19

,
7
11

,
7
8

'

7
19

7
20

2
3

7
11

7
9

2
1

7
8

7
11

2
2

P

z
z

y
y

x
x

EJERCICIO 23 : Dados el punto  P (3, 1, -1)  y el plano  ππππ: 3x - y - z = 2,  calcula: 
a) La ecuación de la recta que pasa por  P  y es perpendicular a  ππππ.
b) El punto simétrico de  P  respecto a  ππππ.
c) Ecuación del plano que pasa por  P  y es paralelo a  ππππ.

Solución: 









λ−−=
λ−=

λ+=

1

1

33

:a)

z

y

x

r

b) 
[1] Apartado a) 

[2] Hallamos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 
3 (3 + 3λ) - (1 - λ) -(-1 - λ) = 2 ⇒ 9 + 9λ - 1 + λ + 1 + λ = 2 ⇒ 

11
7

711 −=λ→−=λ ⇒ 






 −
11
4

,
11
18

,
11
12

Q

[3] Si  P' (x, y, z)  es el simétrico de  P  respecto a  �,  Q  es el punto 
medio de  PP': 
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






 −

















=→−=−

=→=+

−=→=+

11
3

,
11
25

,
11

9
'

11
3

11
4

2
1

11
25

11
18

2
1

11
9

11
12

2
3

P

z
z

y
y

x
x

c) Un plano paralelo a  π  es de la forma  3x – y – z + D = 0
Como pasa por P(3, 1, -1)  ⇒ 9 – 1 + 1 + D = 0 ⇒ D = -9 ⇒ 3x – y – z – 9 = 0 





EJERCICIO 24 : Dadas las rectas: r :     y     s : ==== ====
++++−−−−

−−−−====−−−−

====−−−−
,

1
z

b
1y

2
1x

3zy

2azx
 

calcula  a  y  b  para que sean ortogonales y coplanarias.  

Solución: 

Escribimos la recta  r  en paramétricas:
( ) ( )
( ) ( )1,b,2sdv;0,1,1sP

1,1,ardv;0,3,2rP

z

3y

a2x

:r
−

−










λ=

λ+−=

λ+=

- Para que sean ortogonales, ha de ser:  01ba20svrv =++→=·

- Para que sean coplanarias: 03ba2

1b2

11a

021

0sv,rv,sPrP =++−=
−

→=






Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que:
2b

2
1

a

03ba2

01ba2

−=

=





=++−
=++

EJERCICIO 25 : Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta 

2
z

4
1y

2
2x

:ssobre otro y

3z

2y

1x

:r
−−−−

====
−−−−

++++====
−−−−









λλλλ−−−−====
λλλλ−−−−====

λλλλ++++====
Calcula el área del cuadrado.  

Solución: 
( ) ( ) paralelas. son rectas dos las tanto Por  .2,4,2sv//1,2,1rv −−=−−=

El lado del cuadrado es la distancia entre  r  y  s. 

( ) ( ) ( )
cuadrado

del lado
5

24

120

4164

2,4,10

sv

sdvsPrP
s,rPdists,rdist ===

++

−−−
=

×
==

( ) 22
u55   Áreatanto, Por ==

EJERCICIO 26 : Halla la ecuación de la recta  s  que pasa por  P(2, 0, 1)  y corta perpendicularmente a 

la .
2
z

1
1y

2
2x

:r   recta ====
−−−−
−−−−====

−−−−  

Solución: 
[1] Hallamos el plano, π, perpendicular a r que pasa por P: 2x – y + 2z + D = 0 ⇒ 4 + 2 + D = 0 ⇒ D = -6 
2x – y + 2z – 6 = 0 
[2] Hallamos el punto Q de intersección entre r y π: 2(2α + 2) – (-α+1) + 2(2α) – 6 = 0 ⇒ 9α - 3 = 0 ⇒ 

α = 1/3 ⇒ Q ( 






=

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


 +−+
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,
3
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3
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,1
3
1
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3
2
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C
onocid

o un punto A
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3 )  y un ve
ctor d

ire
ctor 

 𝑣
=
(𝑣
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3 ) 
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Ó
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E
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ve
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a

x

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



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



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
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,
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,
,

,
v

v
v

t
a

a
a

z
y
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



E
cuacione
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param
é
tricas 

  












3
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2
2

1
1

c
o

n
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a
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t
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a
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a
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E
cuación 

continua 
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2
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1

1

v

a
z

v

a
y

v

a
x









E
cuacione

s 

im
plícitas 

  

















D
z

C
y

B
x

A

D
C

z
B

y
A

x

D
os puntos d

istintos d
e
 R

3 d
e
te

rm
inan una re

cta y sólo una 

que
 los contie

ne
.  

S
e
 tom

a uno d
e
 los puntos  A

 o B
, y, com

o ve
ctor d

ire
ctor, e

l 

ve
ctor  𝐴

𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗

. 

Pa
so d

e
 una

 e
cua

ción a
 otra

. Para pasar d
e
 una e

cuación a 

otra h
ay que

 h
allar un punto y un ve

ctor d
ire

ctor. S
i nos d

an 

las e
cuaciones im

plícitas, se
 resue

lve
 e

l siste
m

a y se
 h

allan d
os 

soluciones particulares. 

I
ncid

e
ncia

 e
ntre

 punto y
 re

cta. U
n punto está e

n una re
cta 

si ve
rifica su e

cuación. 

E
C
U
A
C
I
O
N
E
S
 D

E
L
 PL

A
N
O
 E

N
 E

L
 E

S
PA

C
I
O
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C
onocid

o 
un 
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

3
2

1
,

,
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a
a

A
y
 

d
os 

ve
ctore

s 

d
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
3

2
1

,
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u
u

u
u



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

3
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1
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,
v

v
v

v

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E
C

U
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C
I
Ó

N
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E
L
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E
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ve
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
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c
o

n
  

   






v

u
a

x




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 IR 











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2
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3
2

1
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2
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,
,

,
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,
,

,
,

v
v

v

u
u

u
a

a
a

z
y
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





E
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s 

param
é
tricas 

  

















3
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2
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;

v
u

a
z

v
u

a
y

v
u

a
x












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E
cuación 

general o 

im
plícita 

0






D

C
z

B
y

A
x

 

C
onocid

os tres puntos no aline
ad

os 


3
2

1
,

,
a

a
a

A
,


3

2
1

,
,

b
b

b
B

 y 


3
2

1
,

,
c

c
c

C

T
res puntos no aline

ad
os d

e
 IR

3 d
e
te

rm
inan un plano y sólo uno 

que
 los contie

ne
 

S
e
 tom

an un punto A
,B

 y C
  y d

os ve
ctore

s d
ire

ctore
s 𝐴

𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 y 𝐴
𝐶

⃗⃗⃗⃗⃗⃗
 

C
onocid

o un punto 


3
2

1
,

,
a

a
a

P
 y

 un ve
ctor norm

a
l a

l

pla
no 




C
B

A
n

,
,




U
n ve

ctor norm
al a un plano es un ve

ctor pe
rpe

nd
icular a d

ich
o 

plano. R
ealizan

d
o

 el p
ro

d
u

cto
 vecto

rial d
e lo

s vecto
res 

d
irecto

res o
b

ten
em

o
s u

n
 vecto

r n
o

rm
al al p

lan
o

 

E
cuación ge

ne
ral:   

0






D

C
z

B
y

A
x

, d
ond

e
 A

,B
 y C

 

son las coord
e
nad

as d
e
l ve

ctor norm
al y D

 se
 calcula 

im
ponie

nd
o que

 pase
 por P. 

T
am

b
ié

n pod
e
m

os h
ace

r lo siguiente
: S

e
 tom

a e
l punto   y se

 

e
lige

n d
os ve

ctore
s pe

rpe
nd

iculare
s al ve

ctor norm
al 

(m
e
d
iante e

l prod
ucto escalar, im

pone
m

os que
 e

se
 prod

ucto 

se
a 0

)  e ind
epe

nd
ie

nte
 e

ntre
 sí, d

e
 e

sta form
a, esos ve

ctores 

se
rán ve

ctore
s d

ire
ctore

s d
e
l plano. 
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S
I
C
I
O
N
E
S
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E
L
A
T
I
V
A
S
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N
 E

L
 E

S
PA

C
I
O
 

Posición re
la
tiva

 d
e
 d

os re
ctas e

n e
l e

spa
cio.

C
onocid

o un punto y un ve
ctor d

ire
ctor d

e
 cad

a una d
e
 las 

re
ctas: 

r: A
(a

1 ,a
2 ,a

3 )  y 𝑢⃗⃗
=
(𝑢

1 ,𝑢
2 ,𝑢

3 )   

s: B
(b

1 ,b
2 ,b

3 )  y 𝑣⃗
=
(𝑣

1 ,𝑣
2 ,𝑣

3 )  

para e
stud

iar la posición re
lativa d

e
 las d

os re
ctas r

 y s
, se

e
stud

ia la d
e
pe

nd
e
ncia line

al d
e
 los ve

ctores: 


3

3
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2
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1
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,
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b
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b
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b
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B

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
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2
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,
,

u
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u
u



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
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2
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v
v

v
v



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


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L
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S
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e
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R
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g
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3
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  
  
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u
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u
 

L
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L
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e
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as d
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ire
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R
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g
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3
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3
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1

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  

v
v

v

u
u

u

L
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ca

ntes 
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L
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ctas se
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a
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Posición re
la
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 d
e
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 re
cta

 y
 un pla

no e
n e

l e
spa

cio 

S
up

ue
sto conocid

o los siguie
ntes d
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e
 la re

cta r
 y d

e
l 

plano 
: 

Punto 


3
2

1
,

,
a

a
a

A
 y


3

2
1

,
,

v
v

v
v



un ve

ctor d
ire

ctor 

d
e
 la re

cta  y 



C

B
A

n
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,



un ve

ctor norm
al d

e
l plano 
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iar la posición re
lativa d

e la re
cta y e

l plano, se 

calcula e
l prod

ucto e
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n
v




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V
A
L
O
R
 D

E
 

n
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I
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Ó
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n
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S
i 

A
 

cum
ple
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e
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d
e
l 

plano: 
L
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re
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e
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conte
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a
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n e
l pla
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S
i 
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e
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d
e
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L
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e
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l pla
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S
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n
v



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e
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e 

corte
 

Posición re
la
tiva

 d
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


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







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
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L
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e
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re
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os planos. 
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 d
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e
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s planos se
 corta
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d
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 d
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D
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nos son pa
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L
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coincid
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az

 d
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D
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e
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ra
le
lo a

 e
llos y

 

d
istinto. 

1
 

S
.C

.I. 

L
os tres pla

nos son coincid
e
nte

s. 

H
A
Z
 D

E
 PL

A
N
O
S
 PA

R
A
L
E
L
O
S
. 

H
a
z
 d

e
 pla

nos pa
ra

le
los. 

S
i 

nos 
d
an 

un 
plano 

d
e
 

e
cuación 

ge
ne

ral 

0






D

C
z

B
y

A
x

 los planos parale
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d
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
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C
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A
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
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S
e
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h
a
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d
e
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p
a
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le
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d
e
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E
l h

az
 d

e
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d
a d

e
te

rm
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e
l 

m
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nte
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S
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a
z 

d
e
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se
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nte
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a arista d

e
l h
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. 

E
l h

az
 que

d
a d
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rm

inad
o por d

os planos d
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e
l m
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n e
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Punto P sob
re

 re
cta

 r 
1.

S
e
 h

alla la e
cuación d

e
l plano p

e
rpe

nd
icular a

r que
 pasa por P. 

2
.
L
a p.o. se

rá Q
: e

l p
unto d

e
 corte

 d
e
 la re

cta

y plano. ( siste
m

a d
e
 3

 e
cuacione

s  co
n 3

 

incógnitas) 

Punto P sob
re

 pla
no 𝛑

 
1.

C
alculam

o
s re

cta p
e
rpe

nd
icular al plano (e

l

ve
ctor d

ire
ctor d

e
 la re

cta se
rá e

l norm
al al 

plano) que
 pasa por P. 

2
.
Q

: Punto d
e
 corte

 d
e
 la re

cta calculad
a con

e
l plano π

. 

R
e
cta

 r sob
re

 pla
no

 𝛑
 

1.
H

allam
os e

l ve
ctor d

ire
ctor d

e
 r, e

l ve
ctor

norm
al al plano y un punto d

e
 la re

cta. 

2
.
C

alculam
os e

l plano 𝝅
′ que

 pasa por P y tie
ne

com
o ve

ctore
s d

ire
ctore

s e
l d

ire
ctor d

e
 la 

re
cta y e

l norm
al al plano. 

3
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Q

:  punto d
e
 corte

 d
e
 los planos π

 y
 π

′
T

am
b
ié

n se
 pue

d
e
 calcular e

scogie
nd

o d
os puntos d

e
 la 

re
cta, calculand

o su proye
cción  ortogonal  sob

re
 e

l plano y, 

poste
riorm

e
nte

, h
alland

o la re
cta que

 pasa por las 

proye
cciones. 
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D
e
 un punto P re

sp
e
cto d

e
 otro 

punto M
 

E
l sim

é
trico d

e
l p

unto  re
spe

cto d
e
l 

punto  e
s e

l punto  tal que
  e

s e
l punto 

m
e
d

io d
e
l se

g
m

e
nto.  

C
alculam

os e
l p

unto m
e
d
io

 d
e
 PP’ e
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pone

m
os que

 se
 a ig

ual a M
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D
e
 un punto P re

sp
e
cto d

e
 una

 

re
cta

 r 

1.
H

allam
os la p.o. d

e
 P sob

re
 r, que

se
rá e

l punto M
. 

2
.
C

alculam
os e

l sim
é
trico d

e
 P

re
spe

cto d
e
 la proye

cción M
. 

D
ad

os d
os puntos, P  y P’ , ex

iste una re
cta   

re
spe

cto d
e la cual son sim

étricos. E
sa re

cta 

pasa por e
l punto m

e
d
io d

e
l se

gm
e
nto PP’ y e

s 

pe
rpe

nd
icular a 𝑃

𝑃
’

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . H
ay infinitas re

ctas 

re
spe

cto d
e las cuales d

os puntos fijad
os son 

sim
é
tricos.

 

D
e
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e
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1.
H

allam
os la p.o., M

, d
e
l punto p

sob
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