Temas /0 — Rectasplanos en eéspacio- Matematicas$ — 2° Bachillerato

TEMA 10 - RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

10.1.ECUACIONES DE LA RECTA

Para hallar l&cuacion de una recta en el espacio necesito:
* Dos puntos
* Un punto y su vector director

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un puntodzo) y un vectorv = (a,b,c).
Si me dan dos puntos %Yo, 2o), B(X1,Y1,21) = Tomaremos uno de los mismos 4{%,2,) y como

vectorv = AB = (Xi- Xo, Y1 — Yo, Z1 — %)

Ecuacion vectorial: (X,y,2) = (%,Y0,20) + K.(a,b,C) kOR

X=X, +ka
Ecuaciones paramétricas: 1y =Y, +kb OkOR
z=12z,+kc
X=X - z-z
Ecuacién continua: 0o =Y Yo _ 0
a b C

A x+By+Cz+D, =0

Ecuacion implicita (como interseccion de dos planos):
A,x+ B,y+C,z+D, =0

Ejemplo 1 : Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos P(1,0,-1) y Q(2,1-3)

Vector:P@ @ B (2% 3- (10- D= (11-2)
Ecuacion vectoria(x,y,z) = (1,0,-1) + X1,1,-2) OAOR
X=1+A
Ecuaciones paréetricas:qy = A OAOR
z=-1-2A

{ Punto: P(L0,-1)
r:

- +
Ecuacion continua:x—:L =% = 2—21

x-1= X—-v=1
Ecuacion impliga: y - y

- 2X+2=1z+1 -2x-z=-1

Ejemplo 2: Hallar dos puntos y un vector de las siguientes rectas:

t 0= R(2,0,-1)
a) (x,y,z) = (2,0,-1) + t.(1,2,3) Puntos: Vector: (1,2,3)
= B B(3,2,2)
=1+A
¥ A= 0= P(1,0,3)
b) {y =-A Puntos: Vector (1,-1,-4)
A= B(2,-1,-1)
z=3—-4\
R(-1,1,-2)
+ - +
c) x+1 =Y L =2 2 Puntos 1 Vector (2,4,3)

2 4 3 x= 0= R(03:)
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HEHH

{x+2y+z=3

2x-y+3z=4

Nota: Otra forma de hallar el vec

10.1.1. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO

Secantes

/

3

Coincidentes

1 2 1‘ 3j~{x+2y+z:3

0 -51|-2 —-5y+z=-2
y=d x=5-7a R (50-2)
Puntos

z=50-2 -y =a - B 213
X=3- 20+ 2-50 z=50-2 Vedor : 7.15)

i K

2 1= (71—11_5)

-1 3

Paralelas

Conocido un punto y un vector director de cada una de las rectas:

!

Sea A(a1 ,a, ,a3) un punto de esta recta

Sea ii = (u,,u,,u;) un vector director

!

Secruzan

Sea B (bl ,b, ,b3) un punto de esta recta

Sea v = (v1 \V, ’Vs) un vector director

para estudiar la posicion relativa de las dos rectas r y s, se estudia la dependencia lineal de los vectores:
AB =( b —a,,b, —a,.b, _a3)’ ”_.z( U Hu 3) y v =( V1>V2>V3)
que es lo mismo que estudiar el rango de la matriz:

b, —a,

Pueden darse los siguientes casos.

b, -a,

b; —aj

El rango de M es 1 El rango de M es 2. Pueden darse dos casos: El rango de M es 3
Las coordenadas de los | Las coordenadas de los
vectores  directores  son | vectores directores no son | Los tres vectores son
Las coordenadas de los tres | proporcionales. proporcionales. independientes y, por lo
vectores son proporcionales. u, o, U u,ou, U tanto, las rectas no estan en
Rango =1 Rango =2 | el mismo plano.
i Voo Vs i o Vs
S
s y ) )
> v
v B_~» T g >
oo AB et /A‘E/ / >'-D\/.,AB /B
o copal — - > A T2
= S il i Pl
Las rectas son paralelas (las Las rectas se cruzan (las
dos rectas no tienen puntos | Las rectas son secantes (las | dos rectas no tienen puntos
Las dos rectas son . . \
. . comunes pero estan | dos rectas se cortan en un | comunes, ni estan
coincidentes. . . . .
contenidas en el mismo | solo punto). contenidas en el mismo
plano). plano).

e

e
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Ejemplo : Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas:

x=-3a Xx=2-3a Vectores directores no paralelos, se Cruzan o se cortan
ayr:qy=2+a s:qy=3-5a0 __. ~ B
L =5-g L =q AB=(2-03-20-5)  u=(-5,1 1)y V=(3.5.])
2 1 -5
Determinamos el rango de M=| -5 1 -1 Rango M =3 = Se cruzan.
-3 -5 1
x=3-5a
x-1_4-y _z . .
b)r:qy=2+a s: 10 = — = > Vectoredirectores paraleloparalela® coincidentes
z=5-a
Tomamosun punto de, (3,2,5)y comprobamosi cumple S: 31_01 :47_2 :g o}

No lo cumple cumple, por tanto , paralelas.

Si utilizamos el método anterior: AB = (1-3,4-2,0-5 ) u=(-5,1,-1)y v =(10,2.2)

2 2 5
Determinamos el rangode M=| -5 | -1| RangoM =
10 -2 2
= Son paralelas.
S0 -1 :
Y rango de la matriz formada
10 -2 2 por los vectores directores es 1

Xx=2+A
) r:qy=3-A 5 _13 =Y I 2 =2 _22 Vectoredirectores paralelgsaralela® coincidentes.
Z=2A
3=2+A A=1
Cogemosin punto des(3,2,2)y comprobamosi cumple r42=3-A - JA =

Si la cumple, por tanto coincidentes.

Si utilizamos el método anterior:  AB = ( 3-2,2-3,2—0) u=(1,1,2) v=(-1,1,-2)

Determinamos el rango deM=| 1 -1 2 Rango M=1 = Son coincidentes.
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x=2-3t
d)r:<y =3+5t s: (xy,2) = (1,0,5) + A(-1,2,0) Vectores no paralelos, seizan o se cortan
z=t

Si utilizamos el método anterior: 4B = (1-2,0-3,5-0) i =(-1,2,0) v =(-3,5,1)

-1 -3 5
Determinamos el rangode M=| -1 2 0 Rango M =22
35 1 = Se cruzan
102 0 Y rango de la matriz formada
35 por los vectores directores es 2

(Y como determinamos el punto de corte de ambas rectas?
Método: Escribimos las ecuaciones paramétricas de cada una de ellas (con distinto parametro), las

igualamos y resolvemos el sistema:

2-3t=1-A
Resolvemos el sistemg3+5t=2\ -

t=5 t=5-A=14- 2-15=1-14 -, Cierto
Sistema compatible determinago Existe una Unica solucidn, se cortan en un punto

Hallar el punto de corte, como t =5 P(-13,28,5)

10.1.2. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTAS Y UN PUNTO EN EL ESPACIO

Aqui solo tenemos dos posibiliades: el punto pertenece a la recta o el punto no pertenece a la recta.

Lo tinico que tenemos que hacer para determinar esto, es sustituir las coordenadas del punto en
alguna de las ecuaciones de la recta y ver si se verifican o no. En caso de que se verifiquen el punto
pertenecera a la recta y en caso de que no se verifique el punto no pertenecera a la recta.
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10.2. PLANOS

10.2.1 ECUACIONES DE UN PLANO EN EL ESPACIO.

Para determinar la ecuacion de un plano en el espacio necesitamos:

* Tres puntos
* Un punto y dos vectores directores

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un puntood6,) y dos vectoregl 1= (a,b,0), :/2 = (a,b,,0,)
Si me dan tres puntos AYo,Z), B(X1,Y1,21), C(%,Y2,22) = Tomaremos uno de los mismos 4x,2o)

y COmo vectores/ 1 = AB = (xa- Xo, Y1 — Yo, 21 — %)
Vo= AC = (X~ Xo, Y2 — Yo, 22 — 2)

Ecuacion vectorial: (X,y,z) = (5,Y0,20) + S.(a,b1,¢1) + t. (&,b1,C1) Os,t OR
X=X,*+S.a +1a,
Ecuaciones paramétricas: 1y =Yy, +S.b, +1tb, OstOR
Z=27,+S.C +1c,
Ecuacion implicita o general: AX+ By +Cz+D=0=
X=Xy Y=Yy Z27%
a b, Cc, |=0 > Ax+By+Cz+D=0
a b, ¢
Vector normal =n = (AB,C) = v 1X (/2 (Es perpendicular a los dos vectores directores)

Nota: Si conocemos el vector normal y un punto podemos hallar directamente la ecuacion general del
plano. Del vector normal conocemos A, By C ; y si sustituimos el punto hallamos D.

Ejemplo 3 : Hallar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos A(0,1,-1), B(2,3,-5), C(1,4,3)
Punto: A0} 1)

N

m v, =AB = (2,2-4)
Vectores

N\ —

v, =AC = (1,3,4)
Ecuacion vectorial(x,y,z) = (0,1,-1) + s.(2,2,-4) + t.(1,3,4) s OR
X =2s+t
Ecuaciones paramétricasy =1+ 2s+ 3t Os,t0OR
z=-1-4s+4t

Ecuacion implicita o genetaAx + By + Cz+ D =0

X y-1 z+
2 2 -4/=0 = 20x—-12(y-1)+4(z+1) = 0 =5x-3y+z+4=0
1 3 4
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Ejemplo 4: Hallar dos punto, dos vectores y el vector normal
) (X,¥,2) = (1,2,3) + A(4,5,6) +u(1,0,3) Puntos R(1.2.3)
a X’ ,Z = 949 b} bAd ) u
y s A= Ou= 1. R (226)
v, (456)
Vectores: 72 103
n= %Xy = (15-6-5)
x =142\ +p v, (22-1)
b) {y =2\ - Puntos: R(1,03) Vectores:{ v, (1-10)
y_ H A= 0= 1- B (2-13) e
z=3-A n= v, XV, = c1-1-4)
o)x+2y—-z=4 zZ=x+2y-4 Puntos: P(0,0,-4), Q(1,1,-1), R(l,O,-é)(lZ,—l)
¥=PQ= (113

—_—

Vectores:{ .
y = PR= (10))

Ejemplo 5 : Hallar la ecuacion del plano, cuyo vector normal es (1,2,3) y pasa por el punto (2,0,4)

¥ 2y+ 3z+ D=0
= X+ 2y+ 3z—-14=0
2 26 3.4 D=0=D=-14
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10.2.2. POSICIONES RELATIVAS DE PLANOS EN EL ESPACIO.

10.2.2.1. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS EN EL ESPACIO

Coincidentes

Paralelos

-

Secantes

Método: Escribimogas ecuaciones generalesadelauno de ellos yesolvemo®l sistema:

« Sistema compatible determinadoNs puede ser

. Sistema compatible indeterminadoExisten infinitas soluciones =Se cortan en infinitos
puntos =Se cortan en un plano o en una recta

0 Sihay un grado déibertad = Uh vector= Se cortan en unaecta= Secantes
Esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada es 2 y entonces las soluciones dependen de 1 parametro

(n° incognitas-rango de la ampliada)

0 Sihay dosgradosdelibertad = svectores= Se cortan en un pfe = Concidentes

Esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada es 1 y entonces las soluciones dependen de 2 pardmetros

(n° incognitas-rango de la ampliada)

¢ Sistema incompatible> No existe solucion =No se cortan =Paralelos.

OTRA FORMA EQUIVALENTE:

Dados los planos 7: Ax+By+Cz+D=0 y 7n': A'x+ B'y+C'z+ D' =0 pueden darse tres casos:

4 B _C D
4 B _C D

A4_B_C_D
4 B C D

A B A C
#* ) #*
A B A C

Los planos son coincidentes

Los planos son paralelos

Los planos son secantes. Se cortan en

una recta. Las ecuaciones implicitas de una
recta representan la interseccion de dos planos.

Ejemplo : Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos.
){x—3y+4z—11=0

x—-3y+4z-11=0
4x—-12y +16z2+40=0

omparando sugectores normales

1 -3 _4_-11

2x-S5y+z+3=0

2x -6y +8z-22=0

{x—3y+4z—11=0

a) -~ =——=-—=——=>La ultima igualdad no se cumple, paralelos
4 -12 16 40
1 -3_4 -11
b) > = - = 1 = T:> Vectores normales no paralelos, se cortan en una recta.

Si nos piden la recta, resolvemos el sistema y obtenemos la recta en paramétricas.

1 -3 4 -11

c) = =— =—=——= Se cumplen todas, coincidentes.

2 -6 8 -22
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10.2.2.2. POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS EN EL ESPACIO.

Para determinar la posicion relativa de tres planos en el espacio estudiamos el sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos.

mw: Ax +By +Cz =D A B C | D

7'. Ax+By +Cz =D’
z": A"x+B"y+C"z=D"

> M=

AN

Rango M =3 | Rango M*=3

SCD.

Los tres planos se cortan en un punto.

Rango M =3

Rango M =2

S.L

Ninguno de los planos es paralelo a otro.
Los tres planos se cortan dos a dos
formando una superficie prismatica.

Dos planos son paralelos y el otro los
corta.

2 filas de 1a matriz M son
proporcionales

Rango M =2

SCL

Los tres planos no son coincidentes y se
cortan en una recta. Pertenecen a un haz
de planos.

Dos planos son coincidentes y el otro los
corta en una recta.

2 filas de la matriz M* son
proporcionales

Rango M =2

Rango M =1

S.L

Los tres planos son paralelos y distintos
dos a dos.

las 3 filas de la matriz M

son proporcionales.

Dos planos son coincidentes y el otro es
paralelo a ellos y distinto.
las 3 filas de la matriz M
son proporcionales y 2
filas de la matriz M* son
proporcionales

Rango M =1

SCL

Los tres planos son
coincidentes.

las 3 filas de la matriz M*
son proporcionales
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Ejemplo : Estudiar la posicion relativa de estos tres planos:
x+2y-z-3=0
a){3y+2z-1=0
x+ty+z-2=0
a) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale compatible determinado, existe una Unica solucion
= Se cortan en un punto P(7/4,1/2,-1/4)
2x-y+z-3=0
b) {x—-y+z-2=0
3x-y+z-4=0
b) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale un sistema compatible indeterminado con un grado

de libertad, es decir, se cortan en una recta. Como los planos no son paralelos entre se cortan los tres
en una recta.

x-y+z-1=0
€){3x+y-2z=0
2x+2y-3z+4=0

c) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale sistema incompatible, no tiene solucién. Como
ninguno es paralelo entre si, se cortan dos a dos en una recta (Tienda de campafa)

d){2x+y+az=a
x+ay+z=1
d) Como es un sistema con parametros con el mismo namero de ecuaciones que de incognitas,
111

hallamos el determinante2 1 =0=> -a’+3a-2=0=a=la=2
1 al

1110 1 1 110
CASOI:Sia=12 1 1|1|=/0 -1 -1|1|=

111|1 0O 0 0|1
El primer y el tercer plano paralelos y el otros los corta en una recta.

RangoA= 2 . .
— Sistemdncompatible
RangoA= 3

1 11|1 1 1 1|1 RangoA= 2
CASOI:Sia=22 1 2({2|=..=]| 0 -1 0|0|=JRangoA:= 2= Sistemaompatible
1 2 1)1 0O 0 0|0 N°Incog= 3

indeterminado con un grado de libertad (ninguno paralelo) se cortan en una recta.

CASO llI: adR —{1,2}:> |A|# 0 = Sistema compatible determinadoSe cortan en un punto.
Resolviendo (por Cramer o por Gauss) obtenemos el punto de corte en funcion de “a”.
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10.2.2.3. POSICION RELATIVA ENTRE RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO

.
A L T AR
n = 2 r n v
it . n \ .
A ;
/ d.P
\
Recta Contenida en el plano Paralelos Secantes

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y la general del plano y resolvemos el sistema:
» Sistema compatible determinadoExiste una Unica solucién Se cortan en un punto =
Secantes.
» Sistema compatible indeterminadoExisten infinitas soluciones =Se cortan en infinitos
puntos =Recta contenida en el plano.
» Sistema incompatible> No existe solucion =No se cortan =Paralelos.

Otra forma alternativa es usando en vector normal del plano y un punto y el verctor
director de la recta.

Supuesto conocido los siguientes datos de la recta 7 y del plano =

{ Sea A(a1 ,a, ,a3) un punto de esta recta
e

Sea vV = (v1 ,V, ,v3) un vector director

7. Ax+By+Cz=D { Sea 71 = (A, B, C) un vector normal

para estudiar la posicion relativa de la recta y el plano, se calcula el producto escalar v -7 .

Pueden darse los siguientes casos:

ven=0=v ln; — Coincidentes
Sielpunto Aex

v-n=0=v 1ln;, = Paralelos
Siel punto A¢ 7w

Vv-n+0 = Secantes
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Ejemplo : Estudiar la posicion relativa de estos planos y rectas:

Xx=-2t+3
a) Tt x — 3y+5z+11=0 r:yy=1-t
Z=4+6t

a) Sustituimos las ecuaciones de la recta en la ecuacion del plano:

2t+3-3(1-t)+5.(4+6t)+11=06-2t+3-3+3t+20+30t+11 =B 31t+31=0=>t=-1

Sistema compatible determinado. Existe una solucion. Se cortan en un punto.

Si nos piden el punto de corte, sustituimos en las ecuaciones de la recta: P(5,2,-2)

X—-2 _2y+2 _ Z
3 4

b) Pasamos la recta a paramétricas y sustituimos en la ecuacion del plano

-(2t-1) + 2t -1 = 0= 0 = 0 = Sistema compatible indeterminado, existen infinitas soluciones =

Recta contenida en el plano.

b) -y+2z-1=0

x=4t+1
c)qy=-t+2 Xx+2y-z=0
z=2t

C) (4t+ 1)+ 2(-t + 2) — 2t = 0 =5 = 0 =>Sistema incompatible, no tiene soluciénParalelos

10.2.2.4. POSICION RELATIVA ENTRE PUNTO Y PLANO EN EL ESPACIO

Aqui solo tenemos dos posibiliades: el punto pertenece a o el punto no pertenece a

Lo tnico que tenemos que hacer para determinar esto, es sustituir las coordenadas del punto en
alguna de las ecuaciones de y ver si se verifican o no. En caso de que se verifiquen el punto
pertenecera a y en caso de que no se verifique el punto no pertenecera a
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10.2.3. HAZ DE PLANOS.

Haz de planos paralelos.

Si nos dan un plano de ecuacion general Ax+By+Cz+D =0 los planos
paralelos al mismo son de la forma: Ax+By+Cz+k=0, ke IR ya que todos ellos
tienen el mismo vector normal i = (A, B,C).

Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos paralelos a uno dado.

El haz de planos queda determinado por un plano cualquiera del mismo.
Su ecuaciones: AX+By+Cz+k =0, ke IR

Haz de planos secantes.

Si dos planos dados por sus ecuaciones se cortan en una recta r y un tercer plano
pasa por esa misma recta, entonces las soluciones comunes de los dos primeros planos lo
son también del tercero, luego éste es combinacién lineal de ellos y se puede escribir que:

A'x+B"y+C"z+D" =t(Ax+By+Cz+D)+s(Ax+BYy+Cz+D')=0
(para s =0 se obtiene el primer plano y para t =0, el segundo)

Anélogamente, la ecuacién de cualquier plano que pase por la recta interseccion

tiene las mismas soluciones.

que se llama arista del haz.

Ax+By+(Z+K=0

Se Illama haz de planos secantes al conjunto de planos que pasan por una recta

El haz queda determinado por dos planos distintos del mismo.
Su ecuacién es: t(Ax+By+Cz+D)+s(Ax+BYy+Cz+D’')=0, t,se R

Dividiendo la ecuacién entre t obtenemos otra expresion de la ecuacion:

(Ax+By +Cz +D)+k(AX+By+C'z+D')=0 siendo Kk = : .
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10.3. PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO.

10.3.1. ANGULOS N
. . Vi.V2
ANGULO ENTRE DOS RECTAS Cos (i,l2) =cos V1, Vo) =
Vi|{V2
e,
ANGULO ENTRE DOS PLANOS Cos (M, My)=cos(Ny, N2)=
Nny{N-
R Y
ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO Sen (rf1)=cos v, Nn) =
VeliN
Ejemplo : Hallar el angulo que forman las siguientes rectas:
x-3 y+1_z 2x+3y-5z=4
r: =—=— s
5 3 -1 x—-2y+5=0
v, (5,31
cos (r,S) = COS (VVs) i J k COS(V,Vs)
,S) = VVg) = = ,Vs) =
¥ 7 lv,=[2 3 -5=(-10-5-7)](10,5,7) s
1 -2 0
v.v| |50+ 15-7| 58

=0,74= a = 41° 59’ 35,79”

IV, .1V, | +25+9+14/100+ 25+ 49 /354174

Ejemplo : Hallar el angulo que forman los siguientes planos:
T:x+8y—-4z=0 Th:2x—-y+3=0

NNyl 2-8 6

08 ) = 008 e ) = T Ine | VI 64+ 1647150 V815
o =72°39 14,16”
Ejemplo: Hallar el Angulo que forman la recta y el plano:
r: (x,y,z) = (3,-1,1) + t.(2,5,-1) Tt 2x—-5y+72—-11=0
_ o fveny |4-25-7 28
sen (r,x=sen (y, Ny = =0,57=

IV, ||, | ~ 4+25+ 14/4+25+49 /30,/78
o = 350 22' 554"

Ejercicio : Halla el valor de m para que r y s formen un angulo de 90°:

x=2-5t X=2+t
r:qy =t sty =2t
z=-2-t z=mt

ViVe=0=(-51,-1).(1,2m)=0=35+2-m=CGE m=-3



Temas 10 — Rectasplanos en ekspacio- Matemaéticas Il — 2° Bachillerato

10.3.2.DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

10.3.2.1.DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: A(X1,Y1,Z1) , B(X2,Y2,22)
d(A,B) = |AB| = \/(Xz _X1)2 + (yz _Y1)2 + (Zz _21)2

10.3.2.2.DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA
PP X v
d(P,r) =—7—
Vi

10.3.2.3.DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PLANO: P(x,Y0,.Z), M: Ax + By + Cz+D =0
_ |Ax,+By, +Cz, +D|

O avpiec

10.3.2.4.DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS
[v.v..RR]

|vr X V|

d(r,s) =
10.3.2.5.DISTANCIA ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO
d(r, M) =d(R, M)

10.3.2.6.DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS
d(My, M) =d(R, My)

(M :AX+By+Cz+D=0 ID - D
Si =d(m,m,) =
M, :AX+By+Cz+D'=0 JA2+B2+C2

Ejemplo : Hallar la distancia entre los puntos P(1,2,0) y Q(2,-3,1)

d(P,Q) ={/(2-1)% +(-3-2)? +(1-0)? =+/1+25+1=+/27 =34/3u=5,2u

x=1-2t
Ejemplo : Halla la distancia del punto P(5,-1,6) y la recta r: y=-
Z=5+t
i ]k
r:Pr(1,0,5), vr(-2,-1,1)
=>PRxv=(-4 1 -1=(0,6,6)
PPr=(-4,1,-1)
-2 -1 1

PP xvr

_VO+36436 _ 15_ 5 /3u=3.46u
CJar1+1

d(P.) =———

Vr

14
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Ejemplo : Halla la distancia del punto P(1,2,3) al plano 1t 2x + 3y —z =-7
| 2.1+ 3.2-3+7 _ 12

= arerr T M
xX=5+t X =4+ 3t
Ejemplo : Halla la distancia entre las rectas r: y=-1 stqy=3-t
z=8+2t Zz=5+4t
r:P (5-18),v, (1,0,2) Loz
“ r }PrPS €1,4-3)=[v, v, PR]=|3 -1 4|=[(3+0+24)-(2+16+0)]=9
s:P (4,35),v (31,4)
—_ 1 4 —_
] kK
VixVs=|1 i) 2 =(2,2-1)=d(r,s) :|[V“Vs’pr 2l = 191 _g,

x=3_y-1_1z+2

Ejemplo : Halla la distancia entre la recta r: y el plano Tt x — 3y —z + 6=0

5 2 -1
|3-3.1-(-2)+¢ _ 8
d(r,M) =d(R, M) = = =2,41u
r V1+9+1 V11
Ejemplo : Halla la distancia entre dos planos: T4: x— 5y +2z2-19=0, 5: 2x — 10y + 4z=0
p-oi _ |39 _ 38
= = =3,47u

Ty 2X — 10y + 4z — 38 = 0 =d(1, TT,) =

JAZ+B2+C2  4+100+16 120
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REPASO DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS

Ejercicio 1 : Obtén el valor de a para que las rectas r y s se corten y halla el punto de corte.
. 2x-1_y+3 _z-2

rrx=y=z-a

3 -2 0
a= Pri
» | 2 D -P=1
Pasamos a parameétricas y resolvemos el sistema:—23 - 3= o+ 2= 3:> -B=7=
a+a=2 B

B=-1u0=-1a=3= P(-1.-1.2)

Ejercicio 2 : Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:
x =5+4t

r:qy=3+t $t —="——=
m 3 n
7z=-—t
. . 4 1 -1 m=12
Los vectores directores proporcionales===—=
m 3 n n=-3

Ejercicio 3 : Calcula m y n para que los planos: aoaa: mx +y—-3z-1=0 BBBR:2x+ny—z
— 3 =0 sean paralelos. ;Pueden ser coincidentes?

. m 1 -3[n=1/3
Los vectores normales proporcionales=—=—
2 -11m=6
— 6 1 -3,-1 o
Para quesean coincidentes: =—— =— # — NoO son coincidentes.
2 1/3 -1 -3

Ejercicio 4 : Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos (0,0,0), (2,2,0) y (1,1,2)

Punto: A(0,0,0) x-0 y-0 z-
‘AB= (220) 2 2  0]=0 4x-4y=0>x-y=0

'AC= (112) 112

Plano:
Vectores
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Ejercicio 5 : Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P(2,1,2) y a la recta

X — 2 - y—_3 - z _4
-1 -3
P(2,1,2), R2,3,4), W(1,-1,-3)
Punto: P(212) x-2 y-1 z-2
Plano: PP= (022) 0 2 2[=0 -4(x-2)+2(y-1)-2(z-2)=0
Vectores§_.
v=0-1-3 |1 -1 -3

“Ax+2y-27z+10=0=-2x+y—-2z+5=0

— -2z =5
Ejercicio 6 : Comprueba que las rectas r: x-1 =y=z-2 s: X son
2 x—-2y =11
paralelas y halla la ecuacion del plano que las contiene.
i ]k
Vectores directores proporcionaleg2yl,1),«=|1 0 -2 =(-4,-2,-2)
1 -2 0
P(1,0,2), v(2,1,1), R(Por ejemploz=0,x =5,y =-3 (5,-3,0))
Punto:P (1,0,2) x-1 'y z-
Plano: v. (21]) 2 1 1|=0 (x-1)+8y-10(z-2)=0
Vectores
PR = (4-3-2) 4 -3 -2

X+8y—-10z2#9=0

Ejercicio 7 : ;Son coplanarios los puntos A(1,0,0), B(0,1,0), C(2,1,0), D(-1,2,1)?

Con tres puntos A, B y C hallamos el plano que los contiene y comprobamosAi fidalno

Punto: A(L0,0) Xx=-1 vy Z
Plano: AB= 110) -1 1 0=0 -2z=0=z=0= D no cunple que z =0,
Vectores
AC= (110) 1 1

por tanto no son coplanarios.

Ejercicio 8 : Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,3,2) y B(-2,5,0) y es
x=3-t

paralelo alarecta {y =2+t
z=-2-3t

Punto: A(1,32) x-1 y-3 z-

AB= (-32-2) -3 2 -2|=0=-4(x-1)-7(y-3)-(z-2) =0

v, €11-3) -1 1 -3

AX -7y —z+27 =0

Plano:
Vectores
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x=2+3A
Ejercicio 9 : Halla la ecuacion del plano que contiene alarectar: <y =-1—A Yy es paralelo
Z=A
a:s: x—3 =_y+1 =z
5 2 -3
Punto:R (2-10) X—-2 y+1 z
Plano: v. (3-11 3 -1 1|=0 (x-2)+14(y+1)+11z=0
Vectores
v, (52-3) 5 2 -
X+1l4y + 1z +12 =0
s arcici x-1_y-2_1z+1
Ejercicio 10 : Dado el plano ot 2x—-3y+z=0yla recta—n&i— = 7 = 5 halla la

ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano Tt

Punto:P (1,2,-1) x-1 y-2 z+
Plano: v, (1-12) 1 -1 2 =0 5x—=1)+3.(y-2)—-(z+1)=0
Vectores
n, (2-31 2 -3 1
5x+3y-z-12 =0
— Ix—y+z=0
Ejercicio 11 : Sea la recta r: yelplanoax—-y+4z-2=0
2x-z+3=0

a) Calcula el valor de a para que r sea paralela al plano.
b) ;Existe algin valor de a para que r sea perpendicular al plano?

a) Vector director de la recta y vector normal del plano perpendicularmgs0)

i j K
vi=(3 -1 1(=(,5,2 v.nr=(1,5,2).(a,-1,4)=a-5+8=>0a=-3
2 0 -

b) Vector dela recta y vector normal del plano, paralel%s S = % No existe.
a

x-2z+3=0
Ejercicio 12 : Dados la recta r: { 4=0 yel plano 1t x + 2y + 3z -1 =0, halla la
y-z-4=
ecuacion de una recta s contenida en el plano TTque pase por el punto P(2,1,-1) y sea
perpendicular ar.

Punto: P(21,-1)
" coe -
I ] k
Recta s: 1 0 -2=(21)
Vector: vy = v, XN =1V, = vxn =2 1 1= (@1-53
01 -1
1 2 3
n, = 1.23)

x-2 _ y-1_ z+1
1 -5 3
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Ejercicio 13 : Halla la ecuacion de una recta que cumpla las condiciones siguientes:
x+2z=5
y+3z=5
2) Pasa por el punto de interseccion de la recta s con el plano T¢
. x-1 _ y+3 _ z+2
4 2 3

1) Es paralela a la recta de ecuaciones: r: {

Ttx-y+z=7

vriz=a,Xx=5-21,y=5-3a = v(-2,-3,1)

X=4t+1
Pisiqy=2t-3= 4 41 (2t 3y 3t 2Fr » 5= = = 1= P(5-1)
z=3t—-2

Xx=-5_y+1 z-1
-2 -3 1

Ejercicio 14 : Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1) y es

3x-2y+1=0
paralelo a la recta r:
2y+3z2-3=0
Punto: A(1-32)
AB= (-14,-1) x-1 y+3 z-
Plano: i ]k -1 4 -1|=0
Vectores
v, =13 -2 0= 16 99)|2-32) |-2 -3 2
0 2 3

5x—-1)+4(y+3)+11(z-2)=5x +4y + 11z-15=0

Ejercicio 15 : Dados los planos mx+2y-3z-1=0 y 2x-4y+ 6z +5=0, halla m para que

sean: a) Paralelos b) Perpendiculares
a) Proporcionales:m -2 ._"3 >m=-1
2 -4 6

b) Vectoresnormales perpendiculares: (m,2,-3).(2,-4,6)=>@m -8 -18 =G> m = 13

Ejercicio 16 : Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y es perpendicular al
plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1,2,1).

Punto: P(1,2,3)
Punto: O(0,00) Xy z
OBl = m:j1l 1 1= 0=-x+ z=0:v 100
0C@1,21) 1 2

Recta:
Vector:v, =n_:TE
Vectores

x-1_ y-2 z-3
-1 0 1
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+y-1=0
Ejercicio 17 : Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta r: {z y N 0 y es
Xx-y+z=
paralelo a s: 1-x =Y = z+2
-2 3 -4
Punto: P,
Plano: Vv,
Vectores
v, £23-4)
- P 10-2)
Pasamos r a parametricas: g =1-a,z=-2+20+a =30 -2
v C113)
x-1 vy z+
Plano:] -1 1 3 |=0 -13(x-1)-10y—(z+2)=0=13x-10y—=z+11=0
-2 3 -4

Ejercicio 18 : Indica qué condiciones deben cumplir a, b, ¢ y d, para que el plano Tt ax + by
+cz+d=0sea:

a) Paralelo al plano OXY b) Perpendicular al plano OXY

¢) Paralelo al eje Z d) Perpendicular al eje X

e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

a —=—=—=a=0,b=0
) N[ My 0" 0" 1™
b) nrnoxy =0 (a,b,c).(0,0,1))=8c¢c=0
C) Ny .vz=0 (a,b,c).(0,0,1)=8c=0
a_b_c
d —=—=—=b=0,c=0
) e || W 1 00>

e) No es paralelo a ninguno de los ejes0ab+ 0, c#0
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REPASO PROBLEMAS METRICOS EN EL ESPACIO

EJERCICIO 1:

X==1+A
3x-2y-z=0
Dadoslasrectas r: 4y =3-3A, s: yelplano m:4x +y+z-3=0;
4x +y +3z-1=0
z=1+2A
calcula el angulo que forman:
arys b)symn
Solucién:
i j k
a) Hallamos el vector director de s: 3 -2 -1 =(-5,-1311)
4 1 3
Vi -V -3,2).(-5,- -
a) cosa = r Vs __ (782).(-571311) S*+39+22 50 _0843 . a=32°30" 45"
|Ve| - |vs| Vi+9+4425+169+121 V14 -4/315 /4410
Vg - N -5 -20-13+11
b) sena = Vs fin| | 1(-5-1310.(41) | .22 ~0292 - a=16°59' 16"

|vs| - [in|  V25+169 +121J16 +1+1 4315 - V18 /5670

EJERCICIO 2 : Considera los planos mmut 2x +ay +4z-1=0 y cooo: ax +2y +4z-3=0.
a) Calcula el angulo que forman my o cuando a=1.

b) Halla a paraque Ty ¢ sean paralelos.

c) Determina el valorde a paraque o0 y o sean perpendiculares.

Solucion:

ng - fig
ERE
n1-np _ 2+2+16 _ 20

a) cosa = Un vector normala 1 es ﬁl(z, 1, 4). Unvector normala o es ﬁz(l 2, 4).

coSO = %= =2220952 - a=17° 45" 10"
[ [rg] 21 1 21
b) Sus vectores normales han de ser proporcionales: 2 :% :% - a=2
a

c) Sus vectores normales han de ser perpendiculares: (2,a,4)-(@,2,4) =2a+2a+16=4a+16=0=a=-4

X=3-2A
2x=-3y+z-2=0
EJERCICIO 3: Dadoslasrectas r: y s:qy=-1+A vyelpunto P (L 0,—5);
-3x+2y+2z+1=0
z==-2+2A

calcula el angulo que formalarecta r con el plano, T perpendiculara s que pasapor P.

d-n

Solucién: sen (a)= ‘ a‘ 7]
|n

- Un vector direccién de r es: dyr =(2, -3,1)x (-3,2,2)=(-8,-7,-5)// (8,7, 5)=d
- Un vector normal al plano Tt es: i=dg=(-2, 1 2)
d-n _-16+7+10 _ 1

a[ 7] i Ao 3

sen(a):‘ =0028 - a=1°37' 34"
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X=1+A
. . -2 +1
EJERCICIO 4 : Calcula la distancia entre las rectas: r: XT = yT =i2 y S:qy=2A
z==1+A
. , Vg, PP
Solucion: dist(r, s) = vy Vs. PrPs] |
| v X vg |
Buscamos un punto y un vector direccién de cada recta:
Recta r: Punto: P, (2,-1,0) Vector: V., (1,3,-2)
Recta s: Punto: Pg (1,0,-1) Vector: V(1,2,1)
1 3 -2
PrPS(_l'l_l) = [Vr,Vs,PrPs]: 1 2 1(=-9
-1 1 -1
i j ok
ViXxVvg = |1 3 -2/=7i-3j-k =(7,-3,-))
12 1
: [ [Vr, Vs, PrPs] | |91 9
dlst(r, s) = = = =117u
[ve x Vs | J49+9+1 459
X==5+A
. . +1 -2 +1
EJERCICIO 5 : Calcula la distancia entre las rectas: r: X 3 =Y 2 =Z 5 S:dy=2-=A
z=3+4\
Solucién: dist (r, s)=M
| vr x vg|
-Enlarectar: P (-1 2, -1); v, (3, 4, 0)
-Enlarectas: Ps (-5, 2 3); vs (L -1, 4)
-4 0 4
- PPs(-4,0 4) = [PrPS, v, vs} =3 4 0[=-92
1 -1 4
- | vy x vg|=| (3, 4, 0) x (1 -1 4)|=| (6, -12, -7)| =162 + (122 + (- 72 = Ja49
Por tanto: dist (1, s)=—2— = 434
449
X=2+A
EJERCICIO6: Dadoselpunto P 2( 0, —3), larecta r: iy ==3+A yelplano m: X +2y +2z-1=0,
z=2-2\
calcula la distancia entre: aPym b)Pyr
Solucion:
) dist (P, ) 240671 5 ¢,
a) dist(P, mM)=———===
N1+4+4 3
PP
b) dist (P,r) = [FrPxve]
[vi

- Hallamos un punto y un vector direccién de larecta r: P (2, -3, 2); v¢(1 1, -2)

- ‘@ x Vr‘=|(0, 3, -5)x (11 -2)|=|(-1 -5, -3)|=V1+25+9 =435
- |ve| =] @ 1 -2)| =v1+1+4 =/6 = Por tanto: dist (P, r):%:ZAZ
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EJERCICIO 7: Halla el lugar geométrico de los puntos, P, tales que la distanciade P a A sea
igual al triple de la distanciade P a B, siendo A (1,0,0) y B (1,0, 0).

Solucién:
Si P(x, Y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B), es decir:

2 2 2 _ _1\2 2 2
Vocraf +y? +22 =3 (-0 wy?42® | o120 2002 010 124424 22
x2+2x+1+y2+22:9[x2-2x+1+y2+22]: 8x2+8y2+822-20x+8:0

EJERCICIO 8 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos
TT3Xx-2y+4z-1=0y 0:4x+2y-32+2=0.

Solucion: Si P (x,y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, ) [ dist (P, ), es decir:
[3x -2y +4z-1| _|4x+2y -3z +2|
V29 V29

{3x—2y +4z-1=4x+2y -3z+2 - Xx+4y-7z+3=0

= |3x-2y+4z-1|=[4x+2y-3z+2| =

3X-2y+4z-1=-4x-2y+32-2 - 7Tx+z+1=0

EJERCICIO 9 : Dados los puntos A (-1,0) vy B(D(l, 0), halla el lugar geométrico de los puntos, P,
dist P, A

_ seaiguala 1. Identifica la figura resultante.
dist P, B

del plano tales que el cociente de distancias:

Solucion: Si P (X, y) es un punto del lugar geométrico, tenemos que:

dist(P, A) _ i - di 2002 = Al —12 42 2 02 (12 42
W—l - dlst(P, A)—dlst(P, B):>\/(x+1) +y _\/(x 1) +y - (x+1) +y -(x 1) +y
x2+2x+1+y2:x2—2x+1+y2:4x20 = x=0=

Es la ecuacion del eje Y, que en este caso es la mediatriz del segmento AB.

EJERCICIO 10 : Halla el lugar geométrico de los puntos, P, tales que la distanciade P a A sea
igual al triple de la distanciade P a B, siendo A (1,0,0) y B (1,0, 0).
Solucion:

Si P(x, Y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B), es decir:
2 2 2 _ _4)2 2 2

Vocraf +y? v22 =3 (-2 wy?e2® Lo uo 0 002 gre 124424 2

x2+2x+1+y2+22:9[x2-2x+1+y2+22]:> 8x2+8y2+822-20x+8:o

EJERCICIO 11 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos
mT3X-2y+4z-1=0y 0:4x+2y-32+2=0.

Solucioén: Si P (x,y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, m) U dist (P, —), es decir:
|8x -2y +4z -1] _|4X*2y “3242] _ |3y oy 4dz-1|=|ax+2y-32+2] =

V29 V29

{3x—2y+4z—1=4x+2y—3z+2 o X+4y-7z+3=0

3X—-2y+4z-1=-4x-2y +3z-2 - 7Tx+z+1=0

EJERCICIO 12 : Dados los puntos A (-1,0) y (E (1, 0), halla el lugar geométrico de los puntos, P,
dist P, A

- seaigualal. ldentifica la figura resultante.
dist E B ’

del plano tales que el cociente de distancias:
Solucion: Si P (x,y) es un punto del lugar geométrico, tenemos que:
dstP.A)_ ) Gistp, A)=dist(p, B) = J(x+ 1P +y2 =(x—1P +y2 - (x+1P+y2=(x-1P +y?

dist(P, B) ~

x2+2x+1+y2:x2-2x+1+y2:4x:0 = x=0=
Es la ecuacion del eje Y, que en este caso es la mediatriz del segmento AB.
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EJERCICIO 13

a) Calcula el valorde m para que los puntos  P(1, 2, -1), Q(0, -1, 2), R(3,1,-1) y S(m, 2, 1) sean
coplanarios, y escribe la ecuacién del plano que los contiene.

b) Obtén un punto simétrico de  A(1, -1, 1) respecto del plano anterior.

Solucion:
a) Escribimos la ecuacion del plano, T, que contiene a los puntos P(1, 2, -1), Q(0, -1,2) y R(3, 1, -1):
x=-1y-2 z+
P(1,2-1), PQ(-1,-3,3), PR(2 -10)= | -1 -3 3 |=0=>3(x—-1)+6(y—-2)+7(z+1)=0
2 -1 0
3xX+6y+7z-8=0
Hallamos el valor de m paraque S(m,2,1)0m:3m+12+7-8=0= m :_Tll

Xx=1+3A
b) (1) Obtenemos la recta, r, que pasa por A y es perpendiculara 1 r:{y =-1+6A

Zz=1+7A

14 (2) Buscamos el punto, B, de interseccionde r y T
; 31+3N)+6(-1+6A)+7(L+7N\)-8=0

_
| oan=4 - r=4-2 | g8 -3 061
; 94 47 47 47 47
$B (3) Si A'(x,y, z) eselsimétricode A respectode A’, B es el punto
n medio de AA; [XF1y-1z+1l) (53 -35 61
2 2 2 47 47 47
; x+1_53 59
oA ——=— 5 X=—
2 47 47
y-1_-35 y_—23 Al 59 -23 75
2 47 47 47' 47 ' 47
z+¢1_61 75
2 47 47

EJERCICIO 14 : Halla la ecuacién de la perpendicular comin a las rectas:

X ==1+A
x+1 _y-2_z-3
r: = = Siqy =-2+A
1 2 -1 y y
z=3+A
Solucién:

e Un punto genérico de r es R~(-1 +H, 2421, 3-1).
* Unpuntogenéricode s es S(1+A,-2+A, 3+A).

Un vector genérico de origen en r y extremoen s es: %(A “LA-2u—-4, A+ p)
Este vector debe ser perpendiculara r ya s:

RS -d, =RS -(1,2,-1)=0 - 2\-6u-8=0 7
RS -d, =RS-(1,11)=0 - 3\-2u-4=0 n="8
7
Asi: R ‘15,‘_212]; g(23 710 25
777 777
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X = __15 —+ 3}\
7
Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular comin son:P:<y =_72 -2\
z= 29 _ A
7
EJERCICIO 15 : Averigua las coordenadas del punto simétrico de P(3, 4, -1) respecto de la recta
3x+y -z=3
r: y calcula la distancia de P ar.
X -2y +z=0
Solucién:
(1) Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular ar:
i ]k
n=v, =83 1 -1=(-1-4-7)|(14,7) =>x+4y+72+D=0=3+16-7+D=0=>D=-12
1 -2 1

Tm:X+4y+7z-12=0

(2) Resolvemos el sistema entre la recta y el plano (Para ello pasamos la recta a
" paramétricas:

6+a
X =
z=q 7
1 -2 110 1 -2 1|0 3+4a 3+4a
= =Y = =y =
3 1 -1|3 0 7 -4|3 7 7
6 + 8a 6+a z=a
X = -0 =
7 7
Y
6;0(+12+160(+70(—12:O:6+or+12+16cx+49cx-84:O:>0(:66/66:1
Q(1,1,1)
(3) Sillamamos P ' (x,y, z) al simétrico de P, entonces Q es el punto medio de PP "
X+3
:1 — X:_l
2
y;4:1 - y=-2 P'(—l—2,3)

Z__lzj_ L 7z=3
2

» Ladistanciade P a r esigual ala distanciade P a Q:

dist (P, r):dist(P,Q):‘P_d‘:H—Z, -3, 2)|:\/4+9+4 =J17 =412

EJERCICIO 16 :
X=-1_y+2

Halla la ecuacion del plano que contiene ala recta r: 1

z .
=I y es perpendicular al plano

m2x+y+z-2=0.
b) Calcula el angulo que formanlarecta r yelplano m

Solucién:
a) Necesitamos un punto y dos vectores: P,(1,-2,0), v,(3,-1,1), n{(2,1,1)
x-1 y+2 z

3 -1 =0=-2(x-1)—-(y+2)+5z2=0=-2x-y+5z=0

2 1
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b) sen (a) Vr - (3-11).(211) 6-1+1 _ 6

vl Tin]  Ve+Leiar1e1v1i 6 V6B

o a=47°36' 29"

EJERCICIO 17 : Determina la posicion relativa de las rectas r y s, ycalculala minima distancia

X =242\
X-6 +2 z+1
entreellas: r:qy=3 : =Y =
1 0 3
z=-1+6A
Solucién:
a) Posicion relativa: Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:
X=2+2A Xx=6+a 2 -1 4
r:dy=3 Siqy=-2 =|0 0 |-5| = Sistema Incompatible (Paralelas o se cruzan)
z=-1+6A z=-1+30 \6 “310

- -

Hallamos los vectores directores: V (2,0,6) , V 4(1,0,3) = Proporcionales = Son paralelas.
|PrPsxvg|

b) Como son paralelas d(r,s) = d(P,,s) = el
S

P«(2,3,-1), P4(6,-2,-1), V (1,0,3) = P,Ps = (4,-5,0)

—_—

PrPs x VS‘ [(4-50)x (10, 3)| _|(-15-12,5)| _ 394

d(r,s) = = =6,28
09Ty 1L 0, 3)] J10 J10
EJERCICIO 18 : El plano mumut 2X +y +4z + 8 = 0 corta a los ejes coordenados en tres puntos; A,

B y C. Halla el area del triangulo con vértices en esos tres puntos.

Solucion:

Obtenemos los puntos de corte del plano 1t con los ejes coordenados:
-Coneleje X: y=z=0 = x=-4 = Punto A(-4,0,0)
-Coneleje Y: x=z=0 = y=-8 = Punto B(0,-8,0)
-Coneleje Z: x=y=0 = z=-2 = Punto C(0,0,-2)
AB(4,-8,0); AC(4,0,-2)

Area:%‘ﬁ xﬁ‘:%me, 8, 32)|:%\/162 +87 +32? :% 1344 =~1833 U’

EJERCICIO 19:
a) Escribe la ecuacion del plano, T que pasa por los puntos P (2,1,-1),Q(1,0,3) y R(-3,1,1).
b) Calcula el area del triAngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano Tt con los ejes
coordenados.
Solucioén:
a) Necesitamos un punto P(2,1,-1) y dos vectores PQ(-1,-1,4), PR(-5,0,2)
Xx-2 y-1 z+
-1 -1 4 |=0=>-2(x-2)-18(y-1)-5(z+1)=0= -2x-18y-5z+17=0
-5 0 2
b) Hallamos los puntos de corte de [ con los ejes coordenados:

-Coneleje X - y=z=0 - x:% - Punto A(%,0,0]
y =1
18

-Coneleje Z - x=y=0 - z:% -~ Punto C(0,0,%j

AB(-12 17 o) ac[-LL o 17
218 2’5

—-Coneleje Y - x=z=0 - - Punto B(O,%,Oj
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— —‘ 1‘[289 289 289
2

Areazl‘ B x AC 289 ~15,08 U>

2 90 ' 10 ' 36

x=-2_y+3_z-1
-2 1

EJERCICIO 26lalla el punto simétrico de P (2, 15 )respecto alarecta r:

Solucién:

[1] Hallamos la ecuacion del plano, 1, que pasa por P y es perpendicularar :
X—2y+z+D=0 =-2-2+5+D=0=>D=-1=2x-2y+z-1=0

[2] Hallamos el punto, Q, de intersecciébnde r y Tt

X=2+A (2+2)-2(-3-2A)+(1+2)-1=0
2 -1 -1
r:iy=-3-2\ 2+A+6+40+1+A-1=0 = Q|- - =
33" 3
z=1+A\ 6A+8=0 - A=—S="%
6 3

[3] El punto Q es el punto medio de PP', siendo P' el simétrico de P respectoa r:Si P'(x,Y, 2):

x-2_2 10

- —_=— ., X==

2 3 3

yrt_-1 .75 [pf10 -5 717
2 3 3 3'3" 3
z+5 _-1 Lo 17

2 3 3

EJERCICIO 21 : Determina la posicion relativa de las rectas:

X=2-A
X+2 -1 _z-1 L . ,
r:qy=3+2\A y s: 3 =y1 = ; 'y halla la ecuacién de la perpendicular comun.
z==1+A
Solucién:
- Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:
X=2-A x=-2+3a (-1 -3|-4) (-1 -3|-4) (-1 -3]| -4
r:iy=3+2\ y s:jy=l+a =|2 -1(-2|=|0 -7|-10|=|0 -7|-10
=14 z=1+20 1 -212) (0 -5/-2) (0 036

Rango A = 2 # Rango A" =3 = Sistema incompatible = Se cruzan o son paralelas

- -

Hallamos los vectores directores: V,(-1,2,1)  V ¢(3,1,2) = No son proporcionales = SE CRUZAN
- Perpendicular comun:

Un punto genéricode r es P(2-A, 3+ 2\,-1 + Q).

Un punto genéricode s es Ps (-2 +3a,1+a, 1+ 2aq)

El vector P,Ps= (-4 +3a + A, -2+ a - 2\, 2 + 20 - A) es perpendiculara v,y a v :

RS-d =0 - -6A+u+2=0

38 _62
83 83

RS-d, =0 - -A+14u-10=0

Asi: P &’ 325’ -45 . Ps 2, 145’ 207 N ?PS» —108, —180’ 252 I (3’ 5, _7)
83 83 83 83 83 83 83 83 83
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Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular comin son:p:{y

EJERCICIO 22 : Obtén el punto simétrico de

Solucién:

*P

e

i P

[3] Sillamamos P ' al simétrico de P respecto de 1, Q es el punto medio de PP':P'(x,VY, z)

Xx+2 11 8
- L X=—
2 7
y-1__9 —
2 7 y 7
z2+3_20 19
2 7 7

EJERCICIO 23 : Dados el punto
a) La ecuacion de la recta que pasa por

b) El punto simétrico de

c¢) Ecuacion del plano que pasa por

Solucion:
X =3+3\
a) r:qy =1-A
z=-1-A
b)

P
io

o P

[1] Hallamos la ecuacion de la recta, r, que pasa por P yes

X

X=2

_128 + 3\
83

+3A

perpendicular a Tt r:Jy =-1+2A

z=3

+A

[2] Obtenemos el punto, Q, de intersecciénde r y 1T
3(2+3N)+2(-1+AN)+@B+AN)-5=0=>

6+9N-2+4\+3+A-5=0

11 9 20
oF-3%)

- 14A+2=0

—

A

P(3,1,-1) yelplano muuut 3x -y -z =2, calcula:

P respectoa T

[1] Apartado a)

P yesparaleloa m

P yes perpendiculara Tt

[2] Hallamos el punto, Q, de interseccibnde r y 1T

3B+3N)-(1-AN)-(1-1)=2=9+0\-1+A+1+A=2>
:>Q(

[3]1Si P'(x,y, z) eselsimétricode P respectoa 1, Q es el punto

IM=-7 - A=

medio de PP"

-
11

12 18 -4
117117 11

1
-= =
2

28

P (2, -1, 3) respecto al plano Tommt 3Xx +2y +z-5=0.
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y+1 18 25 P,[—g 25 3)

2 11 11 11' 1111
z-1_-4 —
2 11 11

¢) Un plano paraleloa 1 es delaforma 3x—-y—-z+D=0
ComopasaporP(3,1,-1) =9-1+1+D=0=D=-9=3x-y-2z-9=0

X=—az=2 -
EJERCICIO 24 : Dadas las rectas: r: y s: x-1_yti E=,==:
y-z=-3 2 b 1

calcula a y b para que sean ortogonales y coplanarias.

Solucion:
x=2+ak P (2, -3, 0); dv(a 1 1)

Escribimos la recta r en paramétricas:r:qy =-3+A
Ps (L -1 0); dvs(2 b, 1)

zZ=A
- Para que sean ortogonales, hade ser: vy -vg=0 - 2a+b+1=0
-1 20
- Para que sean coplanarias: [?Pé, vr, Vs} =0 - |a 1 1|=-2a+b+3=0
2 b1
_1
Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que: 2a+b+1=0 } | 2
-2a+b+3=0 b=-2
EJERCICIO 25 : Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta
X=1+A
r:<y= -2\ 1y otro sobre s :X—_2 =y_+1 =z Calcula el area del cuadrado.
S =3 2 -4 =2
Solucion:

Vi :(l -2 —1) II'vs :(2, -4, —2). Por tanto las dos rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre r y s.
. ‘ PPs x dvs‘ _|(-10,-4,-2)| 120 _ = _ladodel

| v Ja+16+4 24 cuadrado

Por tanto, Area = (\/g)z =5y?

dist (r, s): dist (Pr, s)

29

EJERCICIO 26 : Halla la ecuacion de larecta s que pasa por P(2, 0, 1) y corta perpendicularmente a

X—
larecta r:——=2——-==,
2

Solucién:

[1] Hallamos el plano, Tt perpendicular ar que pasapor P:2x—-y+2z2+D=0=4+2+D=0=D=-6

2Xx—-y+2z-6=0

[2] Hallamos el punto Q de interseccién entre ry 1t 2(2a + 2) — (-a+1) + 2(20) -6=0=>90-3=0=>

- 2,,.1,,2)_(822
a_1/3:>Q([3+2‘ 3”‘3] [3’3’3]






ECUACIONES DE LA RECTA EN EL ESPACIO

Conocido un punto A(a,az2,a3) y un vector director

V= (vy,0,,v3)

ECUACION DE LA RECTA

Ecuacidén X=8+tV con ter
NvHAm%mN_mmv+R<t<N_<wv

vectorial A

x_ V\_
X=a +H<H
Ecuaciones y=a,+tv,; conte wr
parametricas
Z

=a, +tv,

Ecuacidn X—8 _ y-a, _ Z—8,
continua A Vv, v,
Ecuaciones Ax+By+Cz=D
implicitas A'x+B'y+C'z=D'

Dos puntos distintos de R® determinan una rectay sélo una
que los contiene.

Se toma uno de los puntos A o B,y, como vector director, el
vector 4B.

Paso de una ecuacién a otra. Para pasar de una ecuacién a
otra hay que hallar un punto y un vector director. Si nos dan
las ecuaciones implicitas, se resuelve el sistemay se hallan dos
soluciones particulares.

Incidencia entre punto y recta. Un punto estd en una recta
si verifica su ecuacién.

ECUACIONES DEL PLANO EN EL ESPACIO.
Conocido un punto >Amp_m.m.mwv y dos vectores

directores U HACH_CM_CwV Y QHA<H_<N_<wv

ECUACION DEL PLANO

X=a+AU+ N con A, uemr

Ecuacién Ax_ <_NVHAmp_mw_mwv+\~€fcw_cwv+
vectorial EAS W,V v

X=a, + AU, + v,
Ecuaciones

y=a,+Au, +V,; A, HER

paramétricas
Z=2a,+ AUy + v,

Ecuacidn
general o Ax+By+Cz+D=0

implicita

Conocidos tres puntos no alineados >Am. y&y,8, v
weut_om__uwv 4 OAOH_ON_OQV

Tres puntos no alineados de IR* determinan un plano y sélo uno
que los contiene

Se toman un punto A,B'y C y dos vectores directores AB y AC

Conocido un punto _UAmA_ d,, mwv y un vector normal al
plano i =(A,B,C)

Un vector normal a un plano es un vector perpendicular a dicho
plano. Realizando el producto vectorial de los vectores
directores obtenemos un vector normal al plano

Ecuacién general: AX+ By +Cz+ D =0,donde ABYyC

son las coordenadas del vector normal y D se calcula
imponiendo que pase por P.

También podemos hacer lo siguiente: Se toma el punto y se
eligen dos vectores perpendiculares al vector normal
(mediante el producto escalar, imponemos que ese producto
sea 0) e independiente entre si, de esta forma, esos vectores
serdn vectores directores del plano.

POSICIONES RELATIVAS EN EL ESPACIO

Posicion relativa de dos rectas en el espacio.

Conocido un punto y un vector director de cada una de las
rectas:

r: A(as,az,a3) Y U = (Ug, Uy, uz)

s: B(biba,bs) y U = (vy,v,,v3)

para estudiar la posicién relativa de las dos rectas I' y S, se

estudia la dependencia lineal de los vectores:
AB=(b,—a,,b, —a,,b,—a,), G=(u,u,,u,) y
V= A<H_<N.<wv
que es lo mismo que estudiar el rango de la matriz:

UHIP Umlmm lemm
M= u u, Uy
Vi Vv, Vs

RANGO POSICION

1 Las dos rectas son coincidentes

Si Las coordenadas de los vectores directores
son proporcionales.

u u u
Rango| =~ * °|=1

<”_. <N <w

Las rectas son paralelas

2 Las coordenadas de los vectores directores no
son proporcionales.

u U, U

I
N

Rango
<“_. <N <w

Las rectas son secantes

3 Las rectas se cruzan




Posicién relativa de una recta y un plano en el espacio
Supuesto conocido los siguientes datos de la recta I' y del
plano 77 :

Punto >Am. &y, m.mv y V= A<T<N _<wv un vector director

de larecta y n= A>_ B, Ov un vector normal del plano

para estudiar la posicidn relativa de la recta y el plano, se

calcula el producto escalar V-1N.

Posicién relativa de tres planos en el espacio.

Para determinar la posicién relativa de tres planos en el

espacio estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de

los tres planos

VALOR DE V-1i. POSICION

Si A cumple las ecuaciones
del plano: La recta estd
contenida en el plano.

oO®Z>»»m
oO®Z>»wm
O vHAH

z
=

POSICION

i V-N=0 Si A cumple las ecuaciones
del plano: La recta es
paralela al plano.

La recta y el plano son
si V-Nz0 secantes. Hallamos punto de

corte

3 3| SCD.

Los tres planos se cortan en un
punto.

HAZ DE PLANOS PARALELOS.
Haz de planos paralelos.
Si nos dan un plano de ecuacién general

AX+ By +Cz+ D =0 los planos paralelos al mismo son

de la forma: AX + W<+ON+_AHO\ _AmH_u«Sacm.En_Om

ellos tienen el mismo vector normal N = A>_ w. Ov.

Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos
paralelos a uno dado.

El haz de planos queda determinado por un plano cualquiera del
mismo.

Suecuaciénes: AX+By+Cz+k =0, ker

Posicion relativa de dos planos en el espacio.

7. AX+By+Cz+D=0 vy
7" A'’X+B'Y+C’z+ D’ =0 pueden darse tres casos:

Dados los planos

Ninguno de los planos es paralelo a
otro. Los tres planos se cortan
dos a dos formando una superficie
prismdtica.

Dos planos son paralelos y el
otro los corta.

2| SCI

Los tres planos no son
coincidentes y se cortan en una
recta. Pertenecen a un haz de
planos.

Haz de planos secantes

Se llama haz de planos secantes al conjunto de planos que
pasan por una recta que se llama arista del haz.

El haz queda determinado por dos planos distintos del mismo.
Su ecuacion es:

Dos planos son coincidentes y el
otro los corta en una recta.

t(Ax+By +Cz+D)+s(Ax+BYy+C'z+D')=0,
{,ser

CONDICION POSICION

A B C D

H = M = m = q Los planos son coincidentes

A B C D

H = m = m # q Los planos son paralelos

A B Los planos son secantes. Se

H * m O | cortan en una recta. Las
ecuaciones implicitas de una

b + m recta representan la

A C' interseccion de dos planos.

Los tres planos son paralelos y
distintos dos a dos.
Pertenecen a un haz de planos.

Dos planos son coincidentes y el
otro es paralelo a ellos y
distinto.

1| SCI

Los tres planos son coincidentes.

Resumen Unidad 10.
Ecuaciones de rectas y planos en el espacio.
MATEMATICAS IT 2 BTO A

ILE.S. EL Susr




RESUMEN UNIDAD 11. ESPACIO METRICO. MATEMATICAS IT

L ILE.S. EL Sur

PROYECCIONES
ORTOGONALES

PASOS A SEGUIR

Punto P sobre recta r

Pa

1. Se halla la ecuacion del plano perpendicular a
r que pasa por P.

2. La p.o. serd Q: el punto de corte de la recta
y plano. ( sistema de 3 ecuaciones con 3
incégnitas)

Punto P sobre plano m
Nu
*

Q

1. Calculamos recta perpendicular al plano (el
vector director de la recta serd el normal al
plano) que pasa por P.

2. Q: Punto de corte de la recta calculada con
el plano .

De un punto P respecto de una 1. Hallamos la p.o. de P sobre r, que
recta r serd el punto M.
2. Calculamos el simétrico de P

.7\ respecto de la proyeccion M.
— Dados dos puntos, P y P', existe una recta
, respecto de la cual son simétricos. Esa recta
W pasa por el punto medio del segmento PP'y es
e g perpendicular a PP’ . Hay infinitas rectas
7 respecto de las cuales dos puntos fijados son
B simétricos.

Recta r sobre plano
;

1. Hallamos el vector director de r, el vector
normal al plano y un punto de la recta.

2. Calculamos el plano m' que pasa por Py tiene
como vectores directores el director de la

rectay el normal al plano.

3. Q! punto de corte de los planos my 1’
También se puede calcular escogiendo dos puntos de la
recta, calculando su proyeccién ortogonal sobre el planoy,
posteriormente, hallando la recta que pasa por las
proyecciones.

De un punto respecto de un plano | 1. Hallamos la p.o., M, del punto p
5 sobre el plano .

2. Calculamos el simétrico de P

respecto de la proyeccion M.

[ TR S

P’ Dados dos puntos, Py P', existe un dnico
plano 7 respecto del cual son simétricos.
Ese plano contiene al punto medio del
segmento PP'y es perpendicular al vector
PP’

DISTANCIAS PASOS A SEGUIR

Entre los dos puntos Ay B | A(a,,a,,a,)y B(b,,b,,b,) es el médulo del vector
AB HAUHIP_UN —a,,b; Im.mv

QA>_ wvn_b,w_H/\AFIPVN +AUN Imva +AUw Immvm

PUNTOS SIMETRICOS

PASOS A SEGUIR

De un punto P respecto de otro El simétrico del punto respecto del

punto M
f

"\

.4>

&

punto es el punto tal que es el punto
medio del segmento.

Calculamos el punto medio de PP' e
imponemos que se a igual a M.

De punto P a una recta r La distancia de un punto P auna rectar es igual ala
1 distancia entre el punto Py su p.o. P
d(Pr) 1. Hallamos p.o. de P sobre r.
p g 2. Calculamos la distancia entre Py su p.o.
Utilizando las aplicaciones del producto vectorial:
7% X i

QAFJ-#

Siendo A un punto cualquiera der,y v el vector
director de r.




Distancia entre dos rectas
rys.

(Primero se calcula la posicion
relativa de las dos rectas)

Coincidentes

= d(r,s)=0

=
Lt

g Se halla un punto P enla1? recta

y se calcula: QA—._ mvH QA_U. mv

‘wo_\.o_m_om

WN oolm: QA_., mvn 0

W d— :Hw,_ma:
¢ Lo d(r.s)= 1 x V]
Se cruzan

Distancia de un punto P a

un plano w.
Pe

1

|
[d(P.r)

°p

La distancia de un punto P a un plano m es la
distancia de p a su p.o. sobre .
La distancia del punto _UAP. P,, cwv al plano

7 AX+By+Cz+ D =0 viene dada por:

_ |Ap, +Bp, +Cp; +D|

QAU_\NVI

NA? +B%+C?

Distancia entre dos planos

Coincidentes

d(z,7')=0

Paralelos QA\N_ \w\vn QA_U_\N‘V
\\\\: A Q n _D _ D\_
o= = e
Pl e cbrpt
Se cortan d(z,7')=0

/\

AREAS

FORMULAS

Distancia entre una recta r

y un plano .
Se calcula la posicidn relativa,
teniendo en cuenta que:
e Sifi.? # 0 se cortan.
e  Si7.¥ =0 son paralelos o
la recta estd contenida en
el plano

Sir contenidaen

F

7 —— —

QQ_\NVHO

Paralelogramo
4 AB x >W

AREA =|AB x AC

Sir paralelaa @

r

d(r,z)=d(P,7)
siendo P un punto
cualquiera de r

d(r,z)=0

Tridngulo
& D < l—= —
& ; >xm>umi>m x AC
L
VOLUMENES FORMULAS
Paralelepipedo
VOLUMEN -| [AB, Ac, @:
”_. _— — —
VOLUMEN um:>m_ AC, >U:




	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco



