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*Der zugrundeliegende Korper ist R bzw. C, d.h. es geht um die als Gaussche Zahlenebene bekannte Mébiusebene.

auch fir komplex differenzierbare Kurven, also fiir analytische Funktionen.
Mit Hilfe der Berlhrg oren kbnnen i der Mébi 1e beschrieben werden.

« Die Geradenvekioren g € G mit g ¢ R kénnen als Kreisbischel gedeutet werden; zu ¢’ - g gehdren die
Loxodrome des Kreisblschels zum Winkel ¢ , s.u..

« Die Vektoren g € G kénnen als infinitesir der Eir untergruppen expt - adg der
Mébiusgruppe aufgefasst werden, mit adg(g) = [g.d], hierbei kann der Parameter reell oder komplex sein.
Die Bahnkurven auf der Mobiusquadrik sind die zu g gehorenden Kreisbiischel bzw. Loxodrome.
Beispiel: durch g-h = 1 mit g € G beliebig und h € G, §? = 0 wird ein lineares Vektorfeld definiert, die Integralkurven
sind die zur infinitesi 1 Er, den g 0 Bahnkurven.

2 Hermitesche Abbildungen I: Kreisspiegelungen und Untergeometrien

Hermitesche Abbildungen sind von zentraler Bedeutung in der Mobiusebene: es sind dies die reell-linearen Abbil-
dungen H ¢ $ mit Heg = ¢Hg, cc Cund Hg- g =g Hg.

Kreisspiegelungen (Inversionen) sind die hermiteschen Abbildungen K ¢ $ mit K2 = id. Eine Spiegelung K
zerlegt den Geradenraum in G = K & iK mit Kg = g und Kig = —ig fiir g € K. K besteht aus den Geraden, die
im V in der Ebene des Kreises liegen, und ist eine Unteralgebra von (so(3.C). [,]). Die Geraden aus iK gehen im
Vi durch den den Kreis représentierenden Punkt. Je nach Lage des Kreises erhélt man eine hyperbolische oder
elliptische Ebene. Die Vektoren aus p € iK konnen als Punkte, die Vektoren g € K als Geraden gedeutet werden,
p liegt auf g, wenn p - g = 0 gilt, p = ig ist der Pol von g; g; und g sind orthogonal, wenn g, - g2 = 0 gilt; [p;. po] ist
die Verbindungsgerade der Punkte p; und p,.

Die Kreisgleichung erhalt man, allerdings doppelt gezahit, durch K'h - h = 0 fr Berlihrgeradenvektoren h € G.

Die euklidische, bzw. die Ahnlichkeitsebene ergibt sich durch Auszeichnung eines Beriihrgeradenvektors b.:
L£={g€G | b g =0} ist die Lie-Algebra der Ahnlichkeitsgruppe, Le, = {g € G | hx - g =0, g* > 0} ist die der
euklidischen Ebene.

3 Ubertragungsprinzip, euklidisches Koordinatensystem

3 Vektoren h... go. bo € G mit det(heo, go. ko) = 1 heiBen euklidisches Koordinatensystem, wenn folgende Bezie-
hungen gelten:
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Die Beriihrgeradenvektoren kdnnen nun komplex parametrisiert werden:
h(z) = "?Z-hw +2-go+homitzeC.
Wegen b - h(z) = 1 ist hiermit zugleich ein lineares Vektorfeld = + T erklart.
Die Gerade g(z) := z - ho -+ go ist die Projektionsgerade der stereographischen Projektion durch oo = .

1 Grundlagen: der Geradenraum als Modell der M6biusebene

Ausgangspunkt war das von W. BLASCHKE 1938 gestellte Problem, alle 6-Ecknetze aus Kreisscharen zu finden.

In meiner Diss. von 1982 habe ich die Antwort fiir Kreisbiischel gegeben.
Unten: 6-Ecknetze aus Kreisen, die eine bizirkulare Quartik doppelt beriihren

Die Fragestellung lasst sich meines Erachtens besonders zuganglich im Geradenraum G =AV; Uber dem
reellen, mit der Mobiusform - der Signatur (+,+,+,-) versehenen Vektorraum V; behandeln.

In G sind 2 quadratische Formen gegeben: die induzierte Mabiusform ma(a A b.c A d) = und die

Pliickerform p(a A b, ¢ A d) = det(a.b, ¢, d).

Mit der zwischen den Formen vermittelnden, durch m.(g1. g2) = p(g1, Ig2) erklérten selbstadjungierten Abbildung
I wird G zu einem 1 3-di ionalen mit nicht ausgearteter quadratischer Form:
(a+if)-g=ag+fIgund gi - go = ma(g1,82) + i p(g1,82)-

Fiir Geraden représentierende Vektoren g € G gilt g° € R und zwar ist g eine die Mdbiusgadrik vom Typ der
Kugel schneidende (beriihrende, auBerhalb liegende) Gerade, wenn g> < 0 (g> = 0, g* > 0) gilt. Die Ebenen durch
g schneiden die Mdbiusquadrik dann in einem hyperbolischen (parabolischen, elliptischen) Kreisbiischel. Die kom-
plexe Version des Kreuzprodukts, hier mit den Lie-Klammern bezeichnet: [g;. go] macht G zur Lie-Algebra so(3, C)
der Gruppe der ebenen Mdbius-Abbildungen, die sich in dieser Realisierung als komplexe SO(3,C) erweist.

Wir meinen, dass sich der Geradenraum wegen der vielfaltigen Deutungsmoglichkeiten seiner Objekte sehr
qut fiir die D. der ebenen i ie eignet:
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« Die Beriihrgeradenvektoren § € ¢ mit h2 = 0 sind Reprasentanten der Mébiuspunkte.

« Als reelle Vektoren kdnnen Berl oren als aufgefasst werden: eine differen-
zierbare Kurve h(t) ist tangential an eine Kurve auf der Mébiusquadrik im Vi, wenn h'(¢) < 0 gilt, dies gilt
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4 Die Lage von vier Mébiuspunkten

Vier verschiedene Punkte py, ps. ps, ps, reprasentiert durch 4 Berlihrgeradenvektoren ;. hs. bs. by kdnnen auf 3
wesentlich verschiedene Weisen verbunden werden: g;» — % und g3y = % , bzw. g3 = “)_ <l und
924 = Bl bzw. g2 = B2l und gy =

N
4 verschiedene Punkte sind in Abhéngigkeit‘ von der Reihenfolge mobi isch durch ihr Doppelverhé
d = Do(py, p2, pa, ps) Charakterisiert.

Nun gilt @15 - 934 = 4=+, 925 - 914 = 2d — 1 und gy3 - 924 = <% . Die absolute Invariante J = J(p1, ps, ps. ps) =

2

*=- (gﬂ-) -(452)*.(2d — 1)* kennzeichnet mobiusgeometrisch die Lage der 4 Punkte. Ist J > 0, so sind die Punkte
konzyklisch, ist J < 0, so liegen die Punkte bei geeigneter Paarbildung spiegelbildlich auf 2 orthogonalen Kreisen,
es ist dann Gbrigens |d| = 1. Fiir J = 0 trifft beides zu, die Punkte trennen sich harmonisch. Im Sonderfall J = —1
bilden die 4 Punkte auf der Mbil ik ein diese i ion besitzt die hochste Symmetrie!

Die Geraden go = [g12. g34), 91 = [913. 824) UNd g; = [g23, g14) bilden eine ON-Basis von g, die Pole von g, trennen
die von g;2 und g3, harmonisch, entsprechendes gilt fiir g; und g;. In einer euklidischen Basis mit gy = [h~. ho]
sind {oo,0}, {—1,+1} und {—i, +i} die Pole der ON-Basis, in diesem KOS besitzen die 4 Punkte bei geeigneter
Orientierung die komplexen Koordinaten: {+f, ~f,+4, —-}} f € C (s. Bild oben)."

5 Hermitesche Abbildungen II: Beriihrorte, Cassini-Quartiken

Wo beriihren sich die Kreise zweier Kreisblschel? Allgemeiner: wo schneiden sich die Kreise zweier Biischel
unter einem festen Winkel?
Die Integralkurven von zwei linearen Vektorfelder g, - h = 1 und g, - b = 1 beriihren sich, wenn g, A ga(h, ) =

im ((g] “b)- (g2 lﬂ = 0 gilt. Besitzen die beiden Infinitesimalen g, und g, vier verschiedene Pole, so kann man
das KOS wie in Abschnitt 4 wéhlen. Man erhalt als Beriihrort eine bizirkulare Quartik des Typs:

0 A 000, 1) =im (01 -6) To BED) =a- (22w~ ?) =0, a0c R meC

Dies ist, von speziellen Lagen abgesehen, eine Cassini-Lemniskate mit den Brennpunkten +m, die sich aus
der Lage der Pole der Infinitesimalen g; und g- berechnen lassen. Eine solche Cassini-Quartik ist das Bild eines
Kreises unter der Wurzelabbildung: je nach der Lage dieses Kreise zu {0, co}ist die Cassini-Lemniskate ein- oder
2zweiteilig, wenn der Kreis durch 0 bzw. durch oc geht, erhélt man eine Bernoulli-Lemniskate, bzw. eine gleichseit-
ige Hyperbel.

TWir sprechen von der symmetrisierenden Wirkung des Lie-Produkis. Die Bezeichnung f wurde gewanlt, weil die Punkte spater als
Brennpunkte erscheinen.



