1 | INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA
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/Se ha preguntado alguna vez...
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'é dewdl es el origen del estudio de los
Nyammr
do
iHagamos un poco de Historial
En sus origenes pricticos los babilonios y los egipcios utilizaban los dngulosy los tridngulos
para efectuar medidasen la agricultura y en la construccion de edificios; con el estudio de
ellos, también se predecian las rutasy posiciones de los cuerpos celestes, la exactituden la
navegacion y el cdlculo del tiempo y los calendarios. Todas estas relaciones entre los lados
y los angulos de tridngulos para medir distancias y extensiones de terreno por triangulacion
son estudiadas por la trigonometria la cual, etimoldgicamente, significa Tri (Tp1) tres, gono
(yvwvo) dngulo, metria (uerp'wa) medida, es decir, "medida de tres angulos”.

“Los babilonios determinaron aproximaciones de medidas de
angulos o de longitudes de los lados de los tridngul os rect Gngulos.
Varias tablas grabadas sobre arcllla lo testimaonlan. Por ejemplo,
una tabllla babllonia escrita en cuneiforme, denominada
Plimpton 322 (en tomo ol 1900 a. C) muestra quince ternas
PITGGOricas y una columna de nimeros que puede ser interpretada
como una tabla de funciones trigonométricas (Figural); sin
embargo, existen varios deba tes sobre si, en realidad, se trata de : . =u
una tabla mgonométnca Figura 1. Tab W babionia
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Los eglpclos dividieron a los 360 grados de la ecliptica en 36
secclones de 10 grados cada uno. (Figura 2). Esta division era
. 2300 afios a. C cada seccion de diez grados (llamado decano
AT ..-" ---',- de o palobra griega diez) contenia una constelacion de
L‘fﬁ’%’m estrellas, alineadas a ko largo de la ecliptica.

f s W. Dado que la Teerro realiza una rotacion completa en 24 horas,
las estrellas en un nuevo decanato se levantardn sobre el
horizonte mas o menos cada 40 minutos. El sistema de decanos
se ublizé para determinar las horos de la noche y los
estaciones”.t

Figura 2. Divisién de 360" de 1a
ecliptica en 36 secciones de 10°
cadauna.
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TEMA 1. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

» Tdentidad
Se llama identidad al enunciado de igualdad que es valido para todos los valores de la
variable para los cuales las funciones inwolucradas en el enunciado estan definidas.
Por ejemplo; la ecuacion (x+2) (x-2) =x*— 4 es vilida para todo valor de x, por tanto es una
identidad.

+ Tdentidad Trigonométrica
Una expresion trigonométrica es una identidad trigonométrica, Las identidades
trigonométricas se clasifican, de acuerdo a la forma en que han sido deducidas, en tres
grupos que son: funcdones reciprocos, por cociente y relaciones pitagdricos, estas se
deducen de las sels funciones trigpnométricas para desamrollar ocho relaciones
fundamentales.

» Fumciones Reclprocas

Dos funciones son reciprocas cuando su producto es igual ala unidad, es decir.
(1) send. cscl =1

(2) cos@.sec@ =1
(3) tan®. cot@ = 1

Demostracion:
Tomando como referencia un triangulo rectangulo en

el plano cartesiano, como muestra la Figura 3, con
catetos de lado Xy e hipotenusa F.

Consideremos la primera funcion reciproca v la
definicidn de las funciones trigonométricas. Para
demaostraria debemos recordar que:

"H

Figwra 3. fngulo en o primes cuadrante

cend = ¥ _ fﬂ.-l.'jtﬂ opuesto . cosd = r_ hipotenusa
" hipatenusa ¥y lado opuesto




Sireemplazamos el senf. cscf tenemos que:

senfl. cscl =

= =
|

Simplificanda,

senl.eseh =

A
=

+ |+

Por lo tanto guedo demostrodo gue:
senfl.cscd =1

Ahora, le exhortamos a que haga sus demostraciones de |as otras dos

funciones reciprocas. hﬁv‘nﬁl Guiese del procedimiento anterior,

.Demestr:m:m-sﬂ.ﬂcﬂ=l Mﬂv Demuestre que tan®. cot® = 1 Mﬂv




Despejando cada una de las relaciones obtenemos:

_ : 1 ot ot

De sen@. csc@® =1 seobliene th'nll'——rwﬂ . sl —
De cos®. sec® = §  seobliene eoso=—1_ |, eo=—1_
s ld aarsdd

De @, cot@ =F  se obliene  rami= .u:'.!-l . cord =—1
-

« Relaciones por Cociente

Estas se deducen directamente de las definiciones de las razones trigonométricas:
sen i} cox il

(4) tand = — (5) cotd = —

Demaostracion: Usando la figura 3 v la definicion de las funciones trigonométricas, tenemaos:

Reemplazandao,
send v ox
casd r
Simplificando,
= 2.z
= ¥
ko
N _ ¥ _ _ladoopuesto
Por definicidn, segun la figura 3 ey ——

Ahora, le exhortamos a que haga la siguiente demaostracion, W I

oos it Pl
! Demuestre que cof ff = — S B
sentl I 1
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» Relaciones Pitagbricas

Recordando el Teorema de Pitdgoras x¥ + 3 = ¥ (segin la figum 3) v la definicidn
de las funciones trigonométricas se tiene:

S se dividen en ambos miembros de la igualdad por ¥, obtenemaos:
2 Wi i
G+ =06
Y w2
() + () = 1 (simplificanda)
sen’ @ + cos’@® =1 (definicidn de send ycos@)

En forma similar se obtienen las otras dosidentidades pitagdricas,

[6) sen’® + cos’@ =1
7)1 + tan’@ = sec’@
8) 1 + cof' @ = 8@

Las ocho relaciones fundamentales son identidades v se pueden usar para deducir otras
menos fundamentales.

A continuacion, se presenta el hexdgono de las identidades, el cual te avudard para récordar
las B identidades trigonométricas,

HEXAGOND DE LAS IDENTIDADES




1. Las dos funciones en la diagonal son reciprocas:

m.ﬂ:L —" senfl , esed =1

e

oos il = ! = ool , wecll = 1
sec it

taAll = —— = tanf , cotll = |

2, Cualguierfuncian es igual al producto de las funciones que se encuentran en los vétices
adyacentes:

mﬂ=m—“} = srnil = tan . coxi

ol

Fi
e == cosl = cort & . sen

a samn ¥

3. En cada tridngulo sombreado, el cuadrado de la funcidén superior izquierda mas el
cuadrado de la funcion superior derecha es igual al cuadrado de la funcidn inferior:

wen’d + s’ =1 = as’d =1 — sen’d . s’ =1 — cox’
I+ mn'd = sac’f = @ = see’® -1 . 1 = seac’® - pam’@
I+ cot’@ = @'l = o '@ =@ -1 . T = @me'f - e’

Para demostrar que una ecuacion es una identidad, consiste en convertir uno de los
miembros de la ecuacion en la forma que tiene elotro miembra. No hay unmétodo general
para demostrar estos ejercicios, pero existen algunas indicaciones que te pueden ayudar.

# Es conveniente trabajar con el miembro mas complicado de la identidad
reduciéndolo a la forma del miembro mds sencillo.

* De ser posible se debe factorizar, a veces es necesario multiplicar el numerador v
denominador por un mismo factor, es equivalente a multiplicar por la unidad.

« De no ser posible aplicar ninguna de las indicaciones anteriores, las funciones del
miembro mas complicado se convierten en senos v cosenos y se simplifica,



Ejemplos:
A- Demuestre que las siguientes expresiones son identidades.

sentA
cos A

1. cos+ =secd
Solucion: Partimaos del primer miembro para llegar al segundo que es el mas simple, asi:

sen*A  cos*A+ sen’A

s A+ = aplicando suma de fracciones
cos A s A @p )
=ﬁ [aplicando identidad pitagdrica; sens A+ oox A= 1}
=sec A (aplicando identidad reciproca: cos A. sec A = 1)
1 1

— 2
1+4:4:|sﬂ+ 1-—msA 4eset A

Solucidn: Partimos del primer miembro, asi:

1 1 d=gosdelenosd

ThomA T 1A (LhoosANI-cosA) [suma de fracciones)

2
T {14cms AN 1—cos A)

{redhuci endo términds semejantes y cancelando o puestos)

z

= [multiplicando en el denominador)

j-z-ms".-',
= (aplicando sen?A + cos? A =1)
: 1
=2 csct A [aplicanda —— = cscA)
casf
.@anf + ——— = secd

Solucidn: Partiendo del primer miembro tenemaos;

o8 gend g @ _ gEn d
1+sen dl cosd 1+5em 4 [I"E"E'I'I'Iplﬁtﬂl'ﬂﬂ'l:ltﬂl'lﬂ— oosil b

and +

_ Send {1+ send o s{co 4
- oos i 14+ 50 87

[suma de fracciones)



_ Eend+ sent 8+ post8
cos 8{ 1 +5en 8)

(multiplicando término a término en el numeradaor)

2 2
S Eenftisen 8+ @5 8) {agrupanda los dos ultimos términos en el numeradaor)

oo 1+sen 85

sendl4 1
cans#{1# 50 8)

(sen@ + cos8 =1)

1 b :
T cos 1 +sig 83 ismplificando)
1
=
s 8
= &g (usando cos @ . sec @ = 1)

4, sen'd -co8' @ =sen' O -cos*

Solucidn: en este caso partimos del Segundo miembro, pues los términas Henen los
exponentes mayores que en el primero.

sen' @ - cos' @ =(sen’ @ +cos’ @) sen’ & - cos’ B) (factorizanda)
= (1) [sen'@ -cos’@) [sen’8® +cos?d = 1)

=sen’ @ -cos? @ (multiplicando por 1)



