Apéndice B

Calculo de derivadas

Version: 9 de septiembre de 2016

B.1 Derivadas de las funciones elementales

La derivada de las funciones elementales se calcula recurriendo directamente a la definicién, como en los si-
guientes ejemplos, aunque en algunos casos los limites indeterminados que aparecen pueden ser complicados de
calcular.

Ejemplo B.1
Derivada de una funcién constante f(z) =k
oy e SR —fl@) . k—k . 0 _
Fle) = lim h = S
Ejemplo B.2
Derivada de f(z) = 22
h)% — 22 2 1 22h + h? — o2 2xh + h?
fla) = tm EXP" 0" o @A 2R ma” G RN 9nth) =2
h—0 h—0 h h—0 h h—0
Ejemplo B.3
Derivada de f(z) = &
, ) t+h—vz . (Vz+h—vz)(Vz+h+vz) (x+h)—x
fi(z) =1lim ——— = lim =lm ——— 2 " =
h—0 h h—0 h(Vz+h+x) h=0 h (Vz +h+ \/T)

h 1 1

1
=1 1f = —
hlﬂ%h(«/aﬂ-h—i—ﬁ) B0 Vr+h+yvr JVz+vz 2z

B.2 Algebra de derivadas

Conocidas las derivadas de las funciones elementales, un conjunto de propiedades conocidas como algebra
de derivadas, permiten calcular la derivada de otras funciones construidas combinando aquellas mediante
operaciones aritméticas y composicion de funciones.
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ALGEBRA DE DERIVADAS

f(z) = g(z) + h(z)

9(x) W) G hy 20,

1'(@) = g'(@) + W ()

7'(@) = g'(a) - hla) + gla) - W (2)
oy 9@) hlw) -

f( )_ h(fl))Q

£'(z) = ¢'(h(z)) - W(z) (Regla de la CADENA)

TABLA DE DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Funciones elementales

‘ Funciones compuestas (usando la Regla de la Cadena)

f(@)=a fl(x)=0
flz)== flx)y=1
fl@)=ax f'(@)=a f(z) =ag(z) f'(@) =ag'(z)
f@)=ax+b f'(@)=a f(x) =ag(z)+b f'(x) =ag'(z)
flx) = a? f'(x) =2z f(z) = g(x)? f'(x) =2¢g(x) g'(2)

! T ]' ! T
flz) = V= f(@) = V f(z) = /g(z) f(z) = \/m g'(z)
f(z) =a" (n#0) f'(@)=na""! f(z) = g(z)" f'@) =ng(z)"'g'(z)
fa)= e f(a) = e fla) = e f(z) = 9 g (2)
f(z)=a" (a>0) f(z) = a® In(a) f(z) = a%® f'(x) = a?® In(a)g' ()
f(z) =In(z) fi@) =~ f(z) =In(g(z)) f(@) = (x) g (x)
() = log (x) @)= Th fa) = Torslola)) | @) = s (o)

f'(z) = cos(x)

f(x) = sen(g(z))

f'(x) = cos(g(x)) g' ()

f(z) = cos(z) f(x) = —Sen(ﬂﬂ) f(z) = cos(g(x)) f'(z) = —sen(g(z))g'(z)
() = tan(a) 10 = e f@) = tnlg(@) | P @) = s o @)
’x:# x) = arcsen(g(x 'x:;'x
)= L x) = arccos(g(w "(z) = _ =t T
f) = acos) | [0 = o o) = reaostoe) | £'0) = = o0
7() = arctan(z) fa) =g Fo) = aretan(o(@)) | F6) = 1 )
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B.3 Ejemplos de calculo de derivadas

Ejemplo B.4
Derivada de f(z) = (5z® +2)*
Aplicando la formula de derivaciéon de la potencia de una funcion, g(z)™, se tiene

fl(z) =4(523 +2)%(5-3-22) = 60 (52 + 2)° 2

Ejemplo B.5
Derivada de f(x) = /7 — 23

Aplicando la formula de derivacion de la raiz cuadrada de una funcion, /g(x), se tiene

o 1 ey —3z2
F@ == ) = s

Ejemplo B.6 )
Derivada de f(x) = 3*
Hay que aplicar la derivada de la exponencial de una funcién, e9(*),

Fllz)=e¥ (3-2.2)=6ze>™

Ejemplo B.7

3 _ 1
Derivada de f(z) = ‘

x2+2

Aplicando la férmula de derivaciéon de un cociente:

32222 +2)— (2 —1)2z _ (3z* +622) — (22 —22) z*+62%+2z
- (22 +2)2 - (22 + 2)2 T (224 2)2

f'(x)

Ejemplo B.8 L4 d
Derivada de f(z) = sen (

Hay que aplicar en primer lugar la férmula de derivacion del seno de una funcion, sen(g(x)), y después la de
la derivada de un cociente:

[ == B

Ejemplo B.9
Derivada de f(z) = zvz? —3

Hay que aplicar la derivada de un producto y la derivada de la raiz cuadrada de una funcion:

: 1 2223 2
f(m)=¢ﬂ+mm(2x): x2_3+%:m<1+x;—3>
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Ejemplo B.10
Derivada de f(z) = {/In(z? + 1)

Hay que escribir la raiz como una potencia de exponente fraccionario, f(z) = (ln(ac2 + 1))1/3, y aplicar la
formula de derivacion de g(z)™ y luego la del logaritmo:

1 —2/3 1 2z
fI(I) = — (ln(.rz —+ ].)) ) (2:E) =
E & ar 3(22 + 1) {/In?(z2 + 1)
Ejemplo B.11 o

Derivada de f(z) = W

Hay que aplicar la regla de derivaciéon de un cociente de dos funciones:

1 JE 1 I 1 1 ! 2—Inx
~Vt——=Iher ——-——he ———
() = 0 2\/x VT 2yx 2z 2—-Inz
N x N 0 oz 2z
Ejemplo B.12
Derivada de f(z) = arctg(v/a2 + 1)
1 1 x
fl(z) = S 1)V s ———
& 1+ (Va2 +1)° ( ) 22 +2 Va2 + 1

Ejemplo B.13
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = 2% + 3z — 1 en el punto = = 2.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por

y = fla)+ f'(a)(z - a)
En este caso, f(z)=22+3r—1 ysuderivadaes f'(z)=27r+3
Sus valoresen x =2son  f(2)=44+6-1=9 y [f(2)=4+3=7

Luego la ecuacion de la tangente es:
y =94+ 7(z— 2)
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Ejemplo B.14
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = In(z2 + 3) en el punto z = 1.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por

y=fla)+ f'(a)(x—a)

2z
En est , =In(z2 +3 derivad "(x) =
n este caso, f(x) =In(z*+3) ysuderivadaes f/(z) 213
Sus valores en z = 1son  f(1) =In(1 + 3) = In(4) @)= 2 21
- - - Y T1+3 4 2

Luego la ecuacion de la tangente es:

y=In(d) + 5(z 1)

Ejemplo B.15 1
Hallar la ecuaciéon de la recta tangente a la curva de ecuacién y = arctg — en el punto = = 1.
x

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto z = a viene dada por
y=f(a)+ f'(a)(z — a)

1
En este caso, f(x)=arctg — y su derivada es
0

1 -1 —1 -1
/ = - — . —_— = =
=) = 1\?2 <x2> 1y , 22+1
z 0
Sus valores en z = 1 son  f(1) = arct 1=" ~0.7854 f’(l)———l——1
- A S Y Tie1 2
Luego la ecuacion de la tangente es:
m 1( 1
= — — =38 —
Y742

B.4 Derivada de la funcién inversa

Para calcular la derivada de la funcion inversa, se usa la regla de la cadena: Observamos que f y su inversa f~*
(caso de existir), vienen relacionadas por

f(fYz)) =2, Va € Dominio(f™')

Derivando en los dos miembros de esta igualdad y utilizando la Regla de la Cadena para derivar el primer
miembro se tiene

f(f =) - (f_l)/(ac) =1, V€ Dominio(f™")

y por lo tanto
1

(f_)(l’):m

Y € Dominio(f™1)
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Ejemplo B.16
Calcular la derivada de la funciéon f(z) = In(z) utilizando la derivada de la funcién inversa.

Derivando en la identidad ~ e™®) =z se tiene

1 1

d d
In(z) = = = R
e dx(ln(w)) =1 < T (In(z)) = @ =

como es bien sabido.

Ejemplo B.17
Calcular la derivada de la funcién f(z) = arcsen(x) utilizando la derivada de la funcién inversa.

d
Derivando en la identidad  sen(arcsen(z)) = x  se tiene cos(arcsen(x)) - d—(arc sen(z)) = 1 de donde,
x

despejando,
1 1 1

cos(arcsen(z)) N /1 — sen?(arcsen(z)) - V1—a?

a (arcsen(z)) =

dx

B.5 Derivada logaritmica

En ocasiones, resulta comodo derivar el logaritmo de una funcién para calcular su derivada. Segin la regla de
la cadena, si f es derivable en z y f(z) > 0,

f'(=z
fx)

~

d
n(f(@) =

y de aqui se puede despejar f/(z).

Ejemplo B.18
Utilizar la derivacién logaritmica para calcular la derivada de la funcién f(z) = a”.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene

In (f(z)) =In(a”) = z In(a)

y derivando ahora:

~

I(I)—na "(z) = In(a) f(z) = In(a) a”
P8 @) = @) =) 1) =)

Ejemplo B.19
Utilizando la derivacion logaritmica, deducir la formula de la derivada de un producto de dos
funciones.

Sea h(z) = f(z) - g(x). Tomando logaritmos se tiene In h(z) = In f(z) + In g(z).
Derivando en ambos miembros: , , ,
W(z) _ f(x)  ¢'(=)

Mo~ f@) @)

de donde, depejando ahora h'(x):

oy (L@ g@Y o (F@) G@Y o (F@) F@Y e
W@ = (G50 ) M0 = (G +50) 1@ = (G + o) @9 = £ @(@) +F @) (@)
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Ejemplo B.20

Calcular la derivada de la funcién f(z) = (sen(x))cos(m>.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene

In(f(z)) =In (( sen(x))cos(z)) = cos(z) Insen(x)

y derivando ahora:

J;/((Iw)) = —sen(z) Insen(z) + cos(z) :ZZZ; = —sen(z) Insen(x) + ‘:Zj(%)
de donde 2
f’(IE) = ( — Sen(x) In (sen(m)) + Csoei((;))) (Sen(x))cos(z)
Ejemplo B.21

Calcular la derivada de la funcién f(z) = (2% + 1)2‘7073.

Tomando logaritmos en ambos miembros se tiene In f(z) = (2 — 3) In(2? + 1) y derivando ahora:

@) _ e o 1) (2 32
floy 2+ D+ Qo= 5y
de donde
7'@) = (2 + 1)+ 2= pg) = (21m(a2 4 1) + R (g2 4 4)2e

B.6 Derivacién implicita

En ocasiones la relacion entre dos variables no viene expresada explicitamente, es decir, con una de ellas
“despejada”, como en y = x In(2% + 1), sino que viene dada mediante una relacién entre ambas (una ecuacion),
como en 2y + 32 = 1. Se dice en estos casos que y viene implicitamente definida por dicha ecuacién.

Sin embargo, es posible, utilizando la Regla de la Cadena, derivar con respecto de x directamente en la ecuacion.
Para ello se deriva con respecto de x en ambos miembros de la ecuacién, teniendo en cuenta que y es una funciéon
de z: y = y(z).

Por ejemplo, en la ecuacion anterior 2y + y> = 1 se tendria

2 3 _ i 2 B_i _
Ty +y 71:>dx(:r y+y)7d:c<1)70

i 2 i 3\ _ 2,/ 2,1\ _
& dx(xy)—i-dx(y)—(2xy+xy)+(3yy)—0

Agrupando los términos que contienen y’ y despejando se tiene:

—2xy
2,/ 2,1 2 2\ ./ _ /o

Es decir: en un punto (x,y) que verifique la ecuacién 2%y + y3 = 1, la derivada de y con respecto de x es
—2zxy

2 4 3y2’

/

y:
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Ejemplo B.22

Derivar implicitamente en el ecuacién zIn(y? + 1) +y = 1 y despejar la derivada de y con

respecto de z.

zln(?+1)+y=1= %(zln(gf—i—l)—i—y) = %(mln(yz—l—l)) + %(y) =0

2yy’
y>+1

d d
2 2 2 {—
& In(y*+1)+=x —x(ln(y +1))+—xy_ln(y +1)+ac( )+y =0

2xy 2xy—|—y2—|—1) '~
v+l y*+1
o = —ln(y22+1) _ P+ +1)
2xy +y* + 1 2oy +y2 + 1
y?+1

(i)ln(y2+1)—|—( +1)y’:1n(y2+1)+(
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Ejemplo B.23

Los puntos del plano que verifican la ecuacién z?y + zy?> = 3 forman una curva con varias
ramas. El punto (1,1.3028) pertenece a una de ellas. Calcular la ecuacion de la recta tangente a
la curva en dicho punto.

N\ N\ ”
N\, N\
N\
N :
N N\
\, AN
AN N
\ \
N \
AV "IN
\\ 1,1.3028)
J AN
—— ~——
5 -2l5 o 75 10 g
N\
T \\
/[ N N
[ N
| AN
\\
. NN
N\
NAY

Calculamos, implitamente, la derivada de y con respecto de x:

2 2 _ 2,0, 2 r_ 2 2 r_ ,_ —Qzy+9?)
Yty =3=>2zy+2°y +y+x-2yy =0 & Lay+y’)+ (27 +2zy)y’ =0 & |y T

Sustituyendo ahora (x,y) = (1, 1.3028) obtendremos la derivada de y con respecto a x en dicho punto, es decir,
la pendiente de la recta tangente en dicho punto:

, —(2zy+y?) _ —(2x1.3028 4 (1.3028)%) gy
T 2zy+a? le=1y=1.3028 2 x1.3028 + 1 T
Escribimos ahora la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,1.3028) con pendiente p = —1.1934:

y = 1.3028 — 1.1934(x — 1) = —1.1934x + 2.4962

B.7 Ejercicios

Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
1. f(z) =+v3—a?
2. f(z)=In(z?2 —z+1)

f(z) = cos (g) sen(z)

@

1—=x

4 f(2) =

x

5 f(z)=e @+
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7. f(z) =sen(l — z) cos3(z)
8. f(x) = /cos(z?)

9. f(z) = /1 — cos(z?)
10. f(z) = {/sen?(5z)
11. f(z) = esen(=®)

12. f(z) = 1561

13. f(z) =ei=s

14. f(z) = et

15. f(z) =eV172"

16. f(x) = 2% 3"

17. f(x) =52

18. f(z) = 2% (22 + x)
19. f(z) =3vi=®

20. f(z) = cos (2711)
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Soluciones de los ejercicios

—x
1. f(z) =
I ==
2z -1
2 fi2) = 5
") = — = sen - z
3. fl(z) = 5 SeIL 5 Sen T +cos o COST
-1
4. /() = .

202\ 1=

5. f/(x) = —2we @ T3

N 2 x+2 z+2
6. /') = (x+1)2 sen (x—l—l)cos <x+1)

7. f'(x) = —cos(1l —x)
8. f'(x) = —3xcosc(::()xsge)n(x2)
,« 3x?sen(x?)
% fil=) = 24/1 — cos(x?)
o ra- B

11. f'(x) = 22 cos(a?)esen(=”)

x

12. f'(z) = (1767@)2
2 1t
13. f/(.’I/') = m el-w=
14, f'(x) = 2 cosQl(acQ) i5(a?)
! -z 1—x2
15. f'(z) = me

16. f'(z) = In(2) (322 — 6z) 2°° 3
17. f'(z) = 5% 2*(xIn(5) + 5)
18. f(z) =27 ((#* 4+ z)In(2) 4+ 2z + 1)
—1In(3)3vVi—=
21—z
20. f'(z) = —In(2) 2**! sen (2*11)

19. f'(z) =
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