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1. Area bajo una curva positiva.

Aunque en la geometria elemental se deducen férmulas para las areas de muchas figuras
planas, no define el concepto general de area de una figura plana.
Si f es una funcion continua
f:la,b]cR-R:f(x)=0Vx€[a,b] .
Como la region determinado por la graficade [ yeleje X es el conjunto:

C=((x, y)€ER*:x€[a,b],0<y< f(x)]

v

a b X

Una primera aproximacion, para calcular dicha 4rea mediante las féormulas de la geometria
clasica, seria calcular la union de areas, mediante la aproximacion de dareas de recintos
rectangulares. Estas aproximaciones pueden efectuarse por exceso o por defecto. Ademas, con el fin
de conseguir una buena aproximacion, lo conveniente seria utilizar rectangulos lo mas pequefios
posibles, y con el fin de que su calculo sea més sencillo, seria conveniente utilizar rectangulos
igualmente espaciados en el eje X.

# Ejemplo.- Si denominamos:

R(A,B,C,D) =Rectangulo de vérticesA, B,C,D( 4,B.C,D€R? )

Si a=0 ,y consideramos la funcion:

f:10,a]—R

x— f(x)=x"
Si dividimos el segmento [0,a] en n segmentos de igual longitud % , y trazamos los

rectangulos Rs, y RS, , k=12,..,n .Donde:

e e (R | e |
ool (v} oot ofeg] oo )

|

Rs;,=R

S
SR

| =

RS,=R
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Es decir:

Rskz{(x,y)EIRzzk—ISxSk,OSySf((k—l)_%)]

RSk:[(x,y)ele:k—Istk,OSysf((k).%)}

Y el &rea aproximada al conjunto
HZ{(x,y)E[O,a]:OSnyz}

sera:

254

0.54

Por defecto

n n _ n 2. _ 2 3 n
Sn:ZA’FeCZ(RSk):Zﬂ.f(M): E.MZ%.Z(/(—I)Z
k=1 k=1 1 n k=11 n n k=1
:a_3 'sz_a_3 (n—l).n(2n—1)
3 - 3 6
nok=1 n
Por exceso
< S a a SNa a'k a N~ s
Snzz Area(Rsk)zz—.f — =Z—. —==.2 k=
k=1 k=11 n =1 " n n k=1 0
:i n.(n+1).(2n+1)
n 6
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Es decir
snSA'rea (H)<S,
Tomando limites, obtenemos:

(n—l).n.(2.n—l)_a_3

1. —00 n=1' n—o0o - S
m, _, S 1Tn 6 3
<Area(H)<
3 3
Sa—thn_)anzllmnqw%n(n+1)(2n+1)
3 n 6
Luego:
a3
limnﬂwsnzlimnaw‘sn:?

2. Integral definida.
Teniendo en cuenta el ejemplo de area bajo una curva positiva en un intervalo acotado
[a,b] del apartado anterior, podemos generalizar, y mediante el proceso de limite de
aproximaciones de areas de rectangulos, el concepto de integral definida o integral de Riemann
de la funcion fen [a,b] ,cuando exista.
Para definir la integral definida de [ en [a,b] ,tenemos que introducir previamente
varias definiciones:
* Particion de [a,b] en n partes iguales :
P =P ([a,b])=|x,€la,b]:i=0,1,2,3,...,n:a=x,<x,<x,<Xx;<..<x,=b|
« P,la,b]) esmasfinaque P,la.b]) si P,(la,b])=P,([a,b])
e Dadas dos particiones P,([a,b]) y P,([a,b]) , siempre podemos encontrar una
particion més fina que ambas, basta que tomemos P, ([a,b])UP,([a, b])
# Ejemplos:

1 1 1
—,11 ) P’”={0,3—,2—,1] son tres particiones

«  Los conjuntos P=[0,1} | P’Z[O,3

de [0,1] .Donde P'' esmasfinaque P' ,y P' esmdsfinaque P .

«  Dado un intervalo [a,b] | los numeros dados por la formula:

xi=a+i.(b_a);i=1,2,3, o, n
n

Constituyen una particion de [a,b] que divide en n partes iguales a este intervalo.
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Si f:la,b]>R es una funcién acotadaen [a,b] vy P={x,,X,,X,,...,X,} esuna

particion de [a,b] . Entonces, para cada intervalo [ .=lx,_,,x,] existiran los valores:

mi:Ian,f(x) Mizsupl,f(x)

Y definimos sumas inferiores y sumas superiores de Riemman de la funcion f (x)

respecto de la particion P , a los nimeros

:z mi‘(xi_xi—l)
i=1
:; Mi-(xi*xi—l)

# Ejemplos:
Si f(x)=C (constante real) en [a,b] , como para cada i=1,2,3,...,n es
m=M,=C | y para cualquier particion P={xo.x,,X,,....x,} de [a,b] ,
obtenemos:

=C. 3 (x-x, )=C.(b=a)=C. 2 (v-5, )=S(7.P)

Si f(x)z[l SiXEQ] en la,b] , como para cada i=1,2,3,..,n es

0 six¢€Q
m=0,M,=1 | y para cualquier particion P={xy,x,x,,...x,} de [a,b]
obtenemos:
S(f’P):O'Z(xi_xi—l):O'(b a)#(b—a)=1 Z S(f,P)
i=1 =

Teniendo en cuenta que:
Todo subconjunto no vacio de nimeros reales acotado superiormente tiene supremo (Sup).
Todo subconjunto no vacio de nimeros reales acotado inferiormente tiene infimo (Inf).

Si f:la,b]—R esunafunciéon acotadaen [a,b] ,y P,=(X,.X%,X,,...X,} esuna

particion de [a,b] , denominamos:

Integral definida inferior de [ (x) en [a,b] a:

Sup,_..[s(f.P,))=] f(x)dx

Integral definida superior de [ (x) en |a,b] a:

Inf,_ [s(f.P,)l=] f(x)dx
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Ademas, hay que tener en cuenta que

Sup, . [s(f. P)=] f(x)dx < Inf,_. [s(f.P)=] f(x)dx

Cuando dichos valores coinciden, denominamos su valor como integral' definida de

b

f(x) en [a,b] ,y representamos por ff(x)dx

a

Cuando exista la integral definida de una funcién f en un intervalo [a,b] , el area
determinada por la funcion f y el eje x coincidira, cuando f no sea negativa, en otro caso

coincidira con la integral de la funcién | f| en [a,b]

3. Propiedades de la Integral definida.

« Si f(x) esintegrableen [a,b] y c€(a,b) ,secumple:

}f(x)dxzjf(x)dx+ff(x)dx

. ff(x)dxzo

« Si f(x) es integrable en [a,b] | se cumple:
b a
ff(x)dxz—f f(x)dx
a b

« Si f(x)yg(x) son integrables en [a,b] |, se cumple:

Q>

£ (x)+g(x)lde=] f(x)de+ [ glx)dx
« Si f(x) esintegrableen [a,b] y k€R ,secumple:
f[k.f(x)]dx=k.ff(x)dx

e Si f (x) yg(x) son funciones positivas e integrables en [a,b] , tales que

g(x)=f(x)Vx€la,b] ,secumple:

| Teorema: f(x) esintegrableen [a,b] & Ve>03P,(la,b]) talque

S(f,P,)-s(f,P,)<€

De este teorema, se deduce que si | (x) es continuaen [a,b] f (x) es integrable en  [a, D]
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que

# Ejemplos:
3 3

(4x+3)dx=4 [ xdx+3 [ dx=4.(3-1)+3.(3-1)=22
1 1

xdx=%(3—0)2=%

O oy ) )

. Teorema del valor medio.

Si f(x) esuna funcion continua en [a,b] , entonces existe un punto c€(a,b) tal

b
[ rx)ax=r(c).(b~a)
# Ejemplo.- El valor medio de la funcién continua  f(x)=x+2 en [0,2] es

f(c)zz. (x+2).dx=3=c+2=3=c=1

© S o

. Funcion integral.

Si f(x) esuna funcion integrable en [a,b] |, entonces la funcion
t
F(t):ff(x)dx ,con f(€la,b] ,

se denomina funcion integral de [ (x) en [a,b]

Teorema fundamental del calculo integral.

Si f(x) es continua en [a,b], entonces la funcidn integral es derivable y cumple
F'(t)=f(t)Vt€[,b]
# Ejemplos:

. F(x)zft.lnt.dtc> F'(x)=x.Inx
1

e G(x)=]) (3+1).dt=G'(x)=(3+x7).(2.x)

S =,

. Regla de Barrow.

Si f(x) esuna funcion continua en [a,b] , y F(x) esla primitiva de f(x) en

[a,b] ,entonces:
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# Ejemplos:

4 4
(3+2x)dx=3. [ dx+[ 2.xdx:3.[x]‘2‘+[x2]‘2‘=3.(4—2)+(16—4)=18
2 2

.
B Sy

n
2 1!
. I(Z.cosx+sen x)dx=[2.sen x—cos x| 5 =(2.1-0)—(2.0—1)=2+1=3
0
0

7. Calculo de area de una region plana.

Si f (x) es una funciéon continua en [a,b] , el area delimitada por la grafica de

f(x) ,lasrectas x=a , x=b yelejede abscisas, viene dada por la expresion:
b
A= 1 (x)ldx
# Ejemplos:

El drea delimitada por  f (x)=—x"+4 , lasrectas x=0 , x=2 yelejeX, serd

2

2 3
A=[|(=x*+4).dv=[ (~x+4).dv=| —Z+4.x [2=[ -8 +8|~(0+0)=1C
) ) 3 0 3 3
El drea delimitada por f(x):—xz—l ,lasrectas x=—1 , x=1 yelejelX, sera
0
2 I 0

1 1 3
1 (—1) 8
A —)|edx=[ —(=x*=1).dx=| T4 x|l = o41]-|2H-1]=2
R I ot LI Fogl B LRt .
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El drea delimitada por  f (x)=x’—1 , las rectas x=0 , x=2 yelejeX, serd

2 1 2 3
A=[](x*=1)|.dx= f—(xz—l).dx+f(xz—l).dx=l—x?+
0 0 1

3
by 1y X _x 2=2
013 1

Si f(x) y g(x) son dos funciones integrables en [a,b] , el drea delimitada por las

dos curvas y lasrectas x=a , x=b ,viene dada por la expresion:

A= f | (x)—g(x)|dx

# Ejemplo.- El drea delimitada por  f (x)=senx y g(x)=cosx ,ylasrectas x=0 |,

L serd
xX=—,
2

A= ||(senx—cos x)|.dx=| —(senx—cosx).dx+ | (senx—cosx).dx=2.(+/(2)-1)

o“—,wm
of—;-hl;(
[ S— 10 2

8. Volumen de un cuerpo de revolucion con eje de revolucion el eje X.

Si  f(x) es una funcion continua en [a,b] , el volumen generado al girar f (x)

alrededor del eje X, viene dada por la expresion:

V=n f [/ (x)] dx

# Ejemplo.- El volumen del cuerpo engendrado por  f (x)=vx alrededor del eje X, entre

x=0 y x=2 | serd:
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2

2 2
v=n.[(Vx).dx=m. x—lézz.n
0

9. Longitud de arco y superficie de revolucion de una curva plana.

Si f (x) es una funcion continua en [a,b] , La longitud de la curva entre x=a y

x=b , viene dada por la expresion:
b
sz VI /(%)) dx

# Ejemplo.- La longitud de arco de la curva  y=2xVJx ente x=0 y x=2 es

1

2 —
L= H1+ P dx= f¢1+9xdx—§%.f%.9.(1+9x)2dx=
0

[(1 9 x >%]§=i.<19“’”—1>

27 27

Si f(x) esunafuncion continuaen [a,b] ,lasuperficie del s6lido engendrado al girar

elarcode f(x) entre x=a y x=b ,alrededor del eje X, viene dada por la expresion:
b T —
s=2.m.[ f(x) N 1+[f'(x)Pdx

# Ejemplo.- Vamos a calcular la superficie de una esfera de radio R, considerando la

semicircunferencia de radio R y centro el origen de coordenadas; dada por la funcion

y=VR'—x’;x€[—R,R] que gira en torno al eje X. Dicha superficie serd:

R —
S:2.n.f\/R2—x2.\/
—R

1+

e

2 R R
. ))de.r[. [ R.dx=2.7%.R [ dx=4.7.R
X —-R —-R
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