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Vorbemerkungen

Auf das Thema Parabeln war ich gestofen, als ich im Internet -,just for fun“ - Kegelschnitte
recherchierte , zu denen die Parabel ja gehort — und schon war ich, dank

https://en.wikipedia.org/wiki/Parabola#As the affine image of the unit parabola |,

mitten drin. Es heifft da lapidar ,,Any parabola is the affine image of the unit parapola with

equation y=x>".

Meine Absicht ist, ,Die Parabel im R? als affines Bild der Einheitsparabel” genauer herauszu-
arbeiten, als dies in einem iibersichtsartigen wiki-Artikel moglich und sinnvoll ist. So lassen sich
z.B. aus der allgemeinen Vektorfunktion einer Parabel alle wichtigen Eigenschaften fiir alle Parabel-
Sonderformen leicht gewinnen, wie z.B. fiir die Parabelelemente Fokus, Brennweite, Leitgerade,
und zwar egal, ob die Parabelachse nun parallel zu einer der Koordinatenachsen ist oder nicht.

Im Kontext dieser Arbeit habe ich das Mathematikprogramm ,,GeoGebra“ benutzt (Version
Geogebra Classic 5.0.606.0-d ) . Alle im Text integrierten Bilder sind mit GeoGebra entstanden
und tragen in der Beschriftung - bis auf wenige Ausnahmen — i.d.R. auch dessen Formelsyntax.
Leider kennt Geogebra keine Pfeilsymbole beim Arbeiten mit Vektoren, was natiirlich beim fast
ausschlieflichen Arbeiten mit Vektoren und Vektorfunktionen ldstig ist und schon einen
,Wermutstropfen® darstellt. (Bei dem Bild auf der Titelseite und einigen weiteren Bildern wurde
die Vektorschreibweise mit Hilfe eines in GeoGebra integrierten Latex-Editors eingefiigt) . Hat man
sich aber erst einmal in Werkzeuge und Formelsyntax des Programms eingearbeitet und an sie
gewohnt, geht alles recht flott von der Hand. Vor allem die Méglichkeit, sich mit Hilfe von
Schiebereglern einen raschen Uberblick iiber funktionale Zusammenhénge zu verschaffen, ist sehr
hilfreich.

Der Text ist geschrieben mit dem Programm ,,Libre Office“ und, von einer Ausnahme abgesehen,
unter Verwendung des darin integrierten Formeleditors ,,Math®.

Die kursiv gesetzten ,,Hinweise®“ haben Bezug zum jeweiligen Kontext. Die ebenfalls kursiv
gesetzten ,,Anmerkungen “ sind i.d.R. weiterfiihrend gemeint.

Bei den notwendigen Beweisen und Erorterungen wird der Sachverhalt i.d.R. mit Abbildungen
veranschaulicht, die alle mit GeoGebra entstanden sind und so die Starken dieses Matheprogramms
bei der Visualisierung funktionaler Zusammenhénge widerspiegeln.

Nach diesen kurzen Vorbemerkungen werden im Teil 1 wichtige Begriffe bei einer Parabel kurz
angesprochen und fiir die weitere Arbeit mit Symbolen belegt. Teil 2 stellt fiir lineare und affine
Abbildungen im R? das zusammen, was im Hauptteil Teil 3 zum besseren Verstidndnis gebraucht
wird. Im Hinblick auf den wesentlichen Teil 3 ist vor allem Teil 2 knapp gehalten. In den
Schlussbemerkungen habe ich neben einigen Beispielen zu affinen Parabeln auch die
Ubertragbarkeit auf den R® kurz angesprochen.

Fragen und Riickmeldungen kénnen mir gerne iiber die auf dem Titelblatt angegebene Email-
Adresse zugeschickt werden. Falls gewiinscht, konnen auch GeoGebra-Dateien zu einzelnen
Bildern zur Verfiigung gestellt werden.


https://en.wikipedia.org/wiki/Parabola#As_the_affine_image_of_the_unit_parabola
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Teil 1 - Die Definition der Parabel als Ortskurve

Bevor wir uns genauer mit der Parabel als Vektorkurve befassen, wollen wir in diesem Teil 1
anhand der Definition der Parabel als Ortskurve einige fiir Parabeln wesentliche Begriffe und
Bezeichnungen festhalten, die wir benutzen werden. Wir setzen ein kartesisches Koordinaten-
system im R? voraus, d. h., die beiden Koordinatenachsen sind orthogonal. Wie iiblich bezeichnen
wir die Abszisse als x-Achse und die Ordinate als y-Achse.

Definition 1.1

Gegeben seien im R® eine beliebige Gerade I , genannt Leitgerade, und ein Punkt F¢&l
genannt Fokus . Die durch | und F definierte Parabel p ist die Menge (Ortskurve) aller Punkte P
mit der Eigenschaft, dass die Distanz des Punktes P zum Punkt F gleich ist der Distanz von P
zum FuBlpunkt P* des Lotes von P auf I :

PF=PP, (s. Bild 1.1)

Bild 1.1

Parabel p

Leitgerade |

Mit der Leitgeraden 1 und dem Fokus F ist die Parabel als Ortskurve eindeutig bestimmt.

Hinweis 1: Wir haben bei Bild 1.1 bewusst auf die Hinterlegung eines Koordinatensystems verzichtet, obwohl Punkte,
Distanzen (Ldngen, Abstinde) und Geraden, wenn es um Funktionsgleichungen geht, natiirlich Koordinaten
voraussetzen. In der Tat ldsst sich auf einem weifien Blatt Papier durch die Vorgabe von Fokus F und Leitgerade | die
zugehorige Ortskurve der Parabel mit der sog. ,,Fadenkonstruktion einer Parabel“ zeichnen. Siehe dazu:

https://de.wikipedia.org/wiki/Parabel_(Mathematik)#Fadenkonstruktion_einer_Parabel
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Wir wollen nun einige wichtige Begriffe bei einer Parabel und die dafiir in dieser Arbeit benutzten
Symbole kennen lernen:

1. Die Parabelachse ap (s. Bild 1.2)
ist die Senkrechte auf der Leitgeraden 1 durch den Fokus F. Die Parabelachse teilt die Parabel in
zwei zu ap spiegelsymmetrische Parabeléste.

2. Der Scheitel Sp (s. Bild 1.2)
ist der Schnittpunkt der Parabelachse ap mit der Parabel.

3. Die Brennweite b (s. Bild 1.2)
ist die Distanz b=SF

Bild 1.2 1

dap

1

Farabel p

Faokus F

b= S F

-___.--"' Leitgerade |

4. Der Halbparameter b,
Die Parabelachse schneidet die Leitgerade im Punkt F,€[l (s. Bild 1.2). Da der Scheitel S ein

Punkt der Parabel ist, folgt aus der Parabeldefinition fiir die Brennweite b sofort b=S,F=S F,
und damit FF,=2b . Dieser Abstand heilt Halbparameter. Bezeichnen wir ihn mit b, ist

b,=2b

Hinweis 2: Gewoéhnlich wird der Halbparameter mit dem Buchstaben p bezeichnet. Im Kontext dieser Arbeit steht p
aber als allgemeines Funktionssymbol fiir Parabel, was wir auch bei Geogebra ddfiir verwenden. Um daher
Missverstéindnisse zu vermeiden, verwenden wir fiir den Halbparameter das Symbol b .

Sei nun 1, die Parallele zu | durch den Fokus F (s. Bild 1.3); sie schneidet die Parabel in den beiden
zur Parabelachse spiegelsymmetrisch liegenden Punkten P und P‘ . Man erkennt, dass auch gilt:
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b=FF=F,P=P,P=PF=

PP’

N | =

Hinweis 3: In Bild 1.3 ist das Viereck PFF,P, ein Quadrat mit der Seitenldnge b;, zusammen mit seinem Pendant auf
dem anderen Parabelast bei jeder Parabel das Einzige seiner Art. Denn fiir jeden anderen Punkt Q der Parabel mit

Q¢«l 1/\Q?’fS » ist das Viereck QFFQ, kein Quadrat (s. Bild 1.3). Dieses , Fokusquadrat®“ PFF P, ist bei der
Parabel auch deswegen etwas Besonderes, weil es liber seine Seitenldnge b;=2b zur Bestimmung der Brennweite
dienen kann .

Bild 1.3

-2

o]

Leitgerade | }

Das folgende Bild 1.4 zeigt exemplarisch noch einmal alle relevanten Begriffe bei einer Parabel.

) 0.8
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Teil 2 - Lineare und affine Abbildungen

Zum besseren Verstdndnis des folgenden Teil 3 stellen wir hier nur das Notwendigste zu linearen
und affinen Abbildungen zusammen

Bezeichnen wir die euklidische Ebene mit ihrem rechtwinkligen x — y Koordinatensystem mit R? ,
dann konnen wir jedem Punkt dieser Ebene Koordinaten zuweisen, z.B.

A:(ax;ay)eRz,axeR,ayeR . Wir koénnen der euklidischen Ebene eine Vektorraumstruktur
- aX . .
aufprigen, indem wir jedem Punkt A=(a,;a y)€R2 einen Vektor a_(a ) zuweisen und fiir
y

die Menge aller dieser Vektoren die bekannten Gesetze der Vektoraddition und der skalaren
Multiplikation voraussetzen. Dieser Vektorraum wird dann von den beiden linear unabhdngigen

Basisvektoren €,= ((1) ) und € = ((1)) aufgespannt.

X

Interpretieren wir den Vektor 9d= als Ortsvektor, also als den Vektor ~OA vom

y
Koordinatenursprung O=(0;0) hin zum Punkt A:(ax;ay) , besteht zwischen den Punkten
~_|[a
A:(ax;ay) der euklidischen Ebene und den Ortsvektoren C’:(ax) eine eineindeutige
y

Zuordnung, bei der die Vektorraumstruktur erhalten bleibt. Die euklidische Ebene mit dieser
aufgeprigten Vektorraumstruktur bezeichen wir fortan mit R?.

Hinweis 1:

Wie iiblich bezeichnen wir mit R die Menge der reellen Zahlen. Mit dem fett gedruckten R? bezeichnen wir die
euklidische Ebene mit aufgeprdgter Vektorraumstruktur.

Machen wir uns das einmal (im Vorgriff auf Teil 3) am Beispiel der Vektorfunktion der
Einheitsparabel

Eﬁ(t)=t(§;+t2€y=(:2) , tER

t
klar, bei der dem Ortsvektor (tz)e R’ der Punkt (t;t’)eR® zugeordnet wird. Damit ist die

t - o :
Menge der Vektoren (tz)ERz , also die Wertemenge von Ep(t) , bijektiv auf die
Punktmenge (t;t°)€R’ abgebildet.
Ganz allgemein konnen wir so den Wertebereich einer Vektorfunktion im R* bijektiv auf eine
Punktmenge im R abbilden. Da diese Punktmenge von Vektoren erzeugt wird, sprechen wir von

einer Vektorkurve .

Das Bild 2.1 zeigt die Vektorkurve der Einheitsparabel.
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Bild 2.1

5
Ep=tex+t"Zey

Erlduterung zu Bild 2.1:
Ep(2)=(24)
Bei Geogebra ist es so, dass es die Eingabe
einer Vektorfunktion gleich als Vektorkurve
interpretiert und auch so darstellt, also als

eine Kurve in der euklidischen Ebene, d.h. der
Vektor z.B. Eﬁ(2):2€x+4%:(i) wird
gleich als Punkt  Ep(2)=(2;4)eR’
interpretiert und auch so dargestellt.

. . ) Ep(1)=(1:1)
Wie schon in den Vorbemerkungen erwdhnt,
kennt GeoGebra (noch?) keine Vektorpfeile.

for fu
fyi 1

Regularitit bedeutet, dass det (A ): forfy2—Fxafy1#0 ist. O.B. sei angefiihrt, dass A genau dann

Sei nun AZ( ) eine reguldre 2x2 Matrix mit Elementen aus R. Die fiir A geforderte

reguldr ist, wenn deren Spaltenvektoren f 1:(f“) und f 2:(fxz) linear unabhéngig sind.

fyr fy

Wir betrachten zunichst lineare Abbildungen ¢ : R?*5 R? mit
[1] a(X;A)ZAX=X,

Anmerkung 1:
Fiir (reguldre) lineare Abbildungen [1] gilt
A(X+y)=AX+AYy und A(AX)=AAX
Sie haben folgende Eigenschaften:
1. Sie sind geradentreu — das lineare Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade;
2. sie sind parallelentreu — die linearen Bilder paralleler Geraden sind wieder parallel;
3. sie sind teilverhéltnistreu — Teilverhéltnisse kollinearer Punkte bleiben bei einer lin. Abb. invariant.
Lineare Abbildungen sind i.d.R. nicht winkeltreu und nicht ldngentreu!

- ~ (b
Nehmen wir als allgemeines Beispiel den Vektor b=b, ex+by e,= bx €R’ , dann ist
Yy

Fa fxz)(b"):(f"lbx+fxzby):(bl")ERz das lineare Bild von b
fyl fyZ by fylbx+fy2by bly

-

b=a(b;A)=Ab=

Sind A und B regulire Matrizen und «(X;A)=AX und «(X;B)=BX lineare Abbildungen,
konnen sie hintereinander ausgefiihrt werden:

a(X;B)oa(X;A)2a(AX;B)=B-AX
Da - von Spezialfdllen abgesehen - die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, ist i.d.R.

a(X;B)ea(X;A)=a(AX;B)=B-AX # a(X;A)ca(X;B)=a(BX;A)=A-BX
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Das folgende Bild 2.2 veranschaulicht an einem Geogebra Beispiel, dass beim Hintereinander-
ausfiihren linearer Abildungen das Kommutativgesetz nicht gilt.

Bild 2.2 -
A
.. . ! 1 -1 ‘( i
Erlduterung zu Bild 2.2: A={1.9 | RS
A und B sind @ die reguldren PRARD ¥
. (-9 B ( 2 2 ) LY
Abbildungsmatrizen, der Vektor [ :( 1 ) s+ \s
o . P =2 F=(-21) £, =A
Mit Af=f, wird der Vektor [ auf den / ( 1 ) : ﬂ'\ b
Vektor fA abgebildet und mit Bf:f; fa=Af= _53 Fpzl-35) ":"‘F N
> 1
auf den  Vektor s . Bei der f,-Bf- :g Fe=l-2:5) (N
Hintereinanéerauffuhrung von #B(Af):fBA N ) ESCS 2 s T
und A(Bf)=fns ist [p#fas und damit AR S AR RS ;"A.FAE
auch bei den Punkten Fp,#F,; . L L 3 fﬁ F fag=hTE)
fap = A(Bf) = ( el ) Fap=(3-1) / T
- { 2 5
Im Ubrigen sind hier auf der linken Bildseite | .- . 4N £ oo b i ~
—. H =(4-4) ¢ f.=B Tttt
Beschriftungen mit dem Formeleditor LATEX foa = BUAS) ( —4> il AR 2 3 T \f\B»ﬂ‘B ()
eingefiigt, was bei Geogebra iiber das Text- {oo S
Einfiige-Werkzeug durchaus maglich ist, wenn 7 4 e —
es auch umstdndlich bleibt. i/ JH ERRER S paerat
: ot s

Sei nun f o—(;XO)ERZ ein beliebiger Vektor.  Addieren wir zur linearen Abbildung
y0

X,=a(X;A)=AX den Vektor [, ,erhalten wir mit

- - -

a(§;A)+fo=A§+f0: -»1"' 0

[

[2] ao(k';A,f:,)
eine sog. affine Abbildung oder Affinitat.

Ganz allgemein kénnen wir also (etwas salopp) sagen:

affine Abbildung = lineare Abbildung + Verschiebungsvektor

Wenden wir [2] auf eine Vektorfunktion p(t) an, erhalten wir die affine Abbildung
ao(B(t); Aufo)=a(B0); A+, =AB (04,

Da der Verschiebungsvektor f , jeden Vektor der linearen Abbildung Ap(t) um f 0

verschiebt, sind die zu a,(p(t);A,f,) und a(p(t);A) gehorenden  Vektorkurven
kongruent .

Diesen fiir den nachfolgenden 3. Teil wichtigen Zusammenhang wollen wir festhalten als
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Satz 2.1

Es sei p(t) eine Vektorfunktion im R? Dann sind die zur affinen Abbildung
a,(p(t); A,f,)=ADB(t)+f, und zur linearen Abbildung a(p(t); A)=AD(t) gehérenden
Vektorkurven kongruent.

Anmerkung 2:
Da eine Verschiebung an den Eigenschaften einer linearen Abbildung nichts dndert, gilt auch fiir affine Abbildungen:

1. Sie sind geradentreu;

2. sie sind parallelentreu;

3. sie sind fiir kollineare Punkte teilverhdltnistreu.

Da lineare Abbildungen i.d.R. weder lidngen- noch winkeltreu sind, gilt dies auch fiir affine Abbildungen.

Natiirlich lassen sich auch affine Abbildungen hintereinander ausfiihren gemaR

a,(%;B,§,)oa,(%;A,f)2a,(A%+f,; B,§,)=B(A%+f,)+§,=B-A%+Bf,+g,

Vertauschen wir die Reihenfolge, haben wir entsprechend
ao(i; A,fo)oao(_)z,‘B,§0)=a0(B§+§0;A,f0)=A(B3(>+§0)+f0:A-B_)E+A§0+f0

Auch hier gilt es also die Reihenfolge der Hintereinanderausfiihrung zu beachten! Ein Beispiel dazu
findet sich in den Schlussbemerkungen.

Da wir die Matrix A als reguldr vorausgesetzt haben, existiert die (ebenfalls reguldre) inverse

Matrix A mit AlAZAAlZ(l 0

0 1) und damit auch die inverse lineare Abbildung

a'(x;A)%a(x;A7)=A7'X mit
a'(X;A)ca(XA)=a(%; A oa(X;A)=a(AX; AT )=ATAX=X .
Auch zur affinen Abbildung «,(X; A, f ,) gibt es mit
a; (%A, f,)2a(X; A7, -A7'F,)

eine inverse Abbildung mit

- - -

aal(};A:fo)oao(};A> o):ao(};A_1>_A_1f0)°ao(};A:fo):ao(A}"'FO;A_I’_A_IFO) =
AT AR+AT f— AT = AT AR=R

Bei den linearen, und damit auch bei den affinen Abbildungen, gibt es eine ganze Palette von
besonderen Abbildungen (z.B. Drehungen, Spiegelungen, Skalierungen, ...) mit jeweils besonderen
Abbildungsmatrizen. Wir werden in den Schlussbemerkungen anhand einiger Beispiele zu Parabeln
noch etwas ndher darauf eingehen.
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Teil 3 - Die Parabel als Vektorkurve im R?

Was den Titel dieser Arbeit betrifft sind wir nun soweit, die Parabel im R? als affines Bild der
Einheitsparabel ndher zu untersuchen und deren Eigenschaften herauszuarbeiten.

Schon im vorangegangenen Teil 2 hatten wir die Einheitsparabel als Vektorfunktion eingefiihrt. Mit

-

[11 Ep(t;e,,e,

)=té+t’e, , teR

haben wir jetzt mit Ep(t;€,,€,) eine etwas prizisere Funktionsbezeichnung fiir den
Funktionsterm té, +t’ e, gewdhlt, indem wir nach dem laufenden Parameter t - mit einem
Semikolon abgesetzt - auch die die Form der Einheitsparabel bestimmenden Formvektoren €,
und €, mit in die Funktionsbezeichnung integriert haben. Bild 3.1 zeigt noch einmal die
Vektorkurve der Einheitsparabel

4

Ep(t)=t"ex+t"2"ey

Bild 3.1

Ep(1)=(1,1)
| exrey

=,

Hinweis 1: Der tiefere Sinn bei der Funktionsbezeichnung Ep (t;ex, ey) ist, dass es gerade die linearen Bilder

fl und fz der Formvektoren €, und €, sind, welche die jeweilige Form des linearen Bildes der
Einheitsparabel bestimmen. Nur wenn aus dem Zusamenhang heraus klar erkennbar ist, welche Vektorfunktion
gemeint ist, schreiben wir vereinfachend auch nur zzB. EP(t) anstatt EDp(t;e,,e,)

Anmerkung 1: Bei der Einheitsparabel [1] durchlduft mit monoton steigendem t der Punkt P=Ep(t) die Parabel
mathematisch positiv (entgegen dem Uhrzeigersinn). Die Funktion E [)'1(t;—*ex,e*y):t—*exﬂ2 e, , teR erzeugt
eine zu [1] identische Parabel mit dem einzigen Unterschied, dass jetzt die Durchlaufrichtung mathematisch negativ
(im Uhrzeigersinn) ist. Dieses Verhalten iibertrdgt sich auch aufzu  Ep,(t) affine Parabeln und héngt ab vom
Vorzeichen der Determinante der Abbildungsmatrix A (bei det(A)>0 Durchlaufrichtung positiv, bei det(A)<0 negativ) .
Wir haben hier einerseits ein Ep,(t)=Ep(t) mit Ep,(t)#EpP(t) ,andererseits aber wegen der
Achsensymmetrie  Ep,(—t)=Ep(t)

Anmerkung 2: Die Wahl der Einheitsparabel [1] ist Konvention. Wichtig ist, dass der Parabelscheitel im Ursprung
liegt und die beiden die Parabel erzeugenden Formvektoren senkrecht aufeinander stehen und den Betrag 1 haben.

Genauso gut kénnte also auch z.B. eine Parabel, die von den Vektoren (_01), (_01) aufgespannt wird oder von den

1 1
Vektoren e (}), 72 (_11) eine Einheitsparabel genannt werden. Alle diese per definitionem méglichen

Einheitsparabeln hdtten identische und damit auch kongruente Vektorkurven und die im Nachfolgenden hergeleiteten
Eigenschaften lieBen sich analog iibertragen.
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Bleiben wir bei EP(t;€,,€,) und vergleichen wir sie mit der Vektorfunktion
D(t+re; €, e,)=(t+ry) e +(t+ry)’e, , r,€R,ry#0 . Sind diese beiden Vektorfunktionen
gleich? Natiirlich nicht, denn dann miisste fiir alle t€R gelten plt+ry)=Ep(t) ,was jedoch

- ro€.

z.B. schon fiir t=0 mit p(0+r0)=( 3_.
ree,

Weil aber _p(t+r0, €, y) Ep(t+r0, X,ey) ist, beschreiben ]5(t+r0) und Eﬁ(t)

identische Vektorkurven, d.h. esist p(t+ro)=Ep(t)

#0=E p(0) nicht der Fall ist.

) noch mit der Verschiebung hin zu B, (t)=E p(t)+f, , so sind die
) undvon EDP(t) zwar nicht mehr identisch, sie sind aber kongruent,
t

)

Das fiihrt uns hinsichtlich des Vergleichs der Vektorkurven von zwei Vektorfunktionen d(t) und
b(t) zu folgender Differenzierung:

Vergleichen wir Ep(t
Vektorkurven von p0 (t
d.h. es ist po( J~E (

at )=_l;(t) bedeutet, dass wir es mit gleichen Vektorfunktionen zu tun haben und daher die
zugeordneten Vektorkurven ebenfalls gleich -und damit auch kongruent - sind.

a (t)E-l;(t) bedeutet, dass die Vektorfunktionen identisch sind. Sie sind zwar nicht gleich,
haben aber gleiche — und damit kongruente - Vektorkurven.

a (t)g_l;(t) bedeutet, die Vektorfunktionen sind weder gleich noch identisch, haben jedoch
kongruente Vektorkurven.

Im Sinne dieser Differenzierung sprechen wir daher im Folgenden von linearen oder affinen
Abbildungen, wenn wir uns auf Vektorfunktionen beziehen. Und wir sprechen von linearen
oder affinen Bildern, wenn wir deren Vektorkurven meinen, fithren fiir Vektorkurven aber
keine eigenen Symbole bzw. Schreibweisen ein.

Das Bild 3.2 verdeutlicht diese Differenzierung noch einmal an einem Beispiel.

Erlduterung zu Bild 3.2:

Dargestellt sind die Vektorkurven

\
*  Einheitsparabel Ep(t)=té +t°¢, ; \ Ep(t)=ttex+tY by /
®  Parabel ]_)’(I):Ep_’(t'i'Z)_’ N "‘p(t):Ep(t+2j J‘ C=p(0)
*  Parabel p,(t)=Ep(t)+f, . I. /
\
Die Punkte D=E p(0)=(0;0) \
=p(0)=(2;4) , \
E=p,(0)=(2;-1) . \
\
Fiir die Vektorfunktionen gilt: \
Eplt)#(0)% Bylt) \ ¢

Fiir die Vektorkurven gilt:

Ep(t)=p(t) | ERE ATy NN AR
t -~ D:E Ly

Ep(t)=py(t) Bild 3.2 e )

p(t)=p,(t) u

_ PO — . A
E_p|:||\|“la|_|\‘;'_1 .'I
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Wie schon in Teil 2 sei A:(f X1 f"z) wieder eine reguldre Matrix. Wir bezeichnen ihre linear
y1 y2
unabhéngigen Spaltenvektoren mit 1:( ; x1) und ﬁ:( ; 2| und betrachten die lineare Abbildung

y1

a(ED(t); A)=A(ED(t))=A(te+1¢))=A&+1 AL,

der Einheitsparabel. Mit Aej:(fx1 f“)(l):(fxl):f1 und Aé,= ;“ l’z”)((l)):(l;“):fz

y1 fyZ O fyl

erhalten wir a(Ep(t);A)=tf+Ef,
Diese lineare Abbildung der Einheitsparabel wollen wir fortan als Vektorfunktion mit

[2] _i)(t;fl,fz)=tfl+t2f; , teR
bezeichnen.

Der Ubergang von der Vektorfunktion [2] zur affinen Abbildung
a(EB(0; A, T,)= A(EB(0)+,=A(t2+0E)+ ], =AE + 0 AG 4 = F 4 o0,
unterscheidet sich nur um den Verschiebungsvektor f 0

Diese affine Abbildung der Einheitsparabel wollen wir fortan als Vektorfunktion mit

B1 Bo(t;fo, frf)=Fo+tfi+Cf, , tER
bezeichnen. Fiir die beiden Vektorfunktionen [2] und [3] gilt nach Satz 2.1

Satz 3.1

Das lineare Bild  p(t;f,,f,)=tf,+t*f, und das affine Bild p,(t;f,,f.,f,)=F,+tf,+t*F,
der Einheitsparabel Ep(t;é,,¢,)=té,+t’¢, sind kongruente Vektorkurven:

-i)(t;fl’ fZ):tf1+t2f2gI-;O(t;fO’fl’fZ):f0+tf1+t2f2
Bild 3.3 zeigt ein Beispiel.

Erlduterung zu Bild 3.3:
Die beiden linear unabhdngigen (Form-) Vektoren f,, f, erzeugen die lineare Abbildung P (t;f,,f,)=tf,+t’f,

der Einheitsparabel. Bei der affinen Abbildung  p,(t; f:,, fi f2)=f0+t ]?1+th?2 kommt , bei sonst unverdnderten
(Form-) Vektoren, nur noch der Verschiebungsvektor )?0 hinzu. Diezu p(t) gehérende Vektorkurve verschiebt
sich dann noch um fi, hin zum affinen Bild Bolt)  der Einheitsparabel, die zum linearen Bild kongruent ist. Fiir
z.B. t=1 sind die Punkte P, Q,Qoangegeben:

P=Ep(t=1)€Ep(t) ——> Q=p(t=1)€p(t) ----> Q,=p,(t=1)€F,(t)

Zu beachten ist: Bei der Einheitsparabel liegt der Scheitel im Ursprung, und dieser ist bei der linearen Abbildung
a(Ep(0)=0;A)=0 ein sog. Fixpunkt . Der Ursprung ist aber i.d.R. nicht mehr der Scheitel des linearen

Bildes .Das hat etwas damit zu tun, dass bei  E p(t) e, Lée, ist, was aber bei deren linearen Bildern ﬂ:Aé’x
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und f;:Aé’y i.d.R. nicht mehr der Fall ist. Im Bild 3.2 ist dies sehr gut zu sehen. Ndheres dazu in den weiteren
Ausfiihrungen!

Bild 3.3
p(t)=tF1+t2
P:Eplr'] :|
[ i 1 i 3 4 5
& P t)=fO+Hf1+32
_'] i | 3
f1
'y
-2 o F_" A
Q=p(1) -3
_4.
- I:-")u]:p,:l':' 1

Wie schon erwédhnt, bestimmen die Vektoren f, und f , die Parabelform von p(t; f s f ) s
weshalb wir sie auch Formvektoren nannten. Der Verschiebungsvektor f, iibernimmt bei der
Parabel p,(t;f,.f,.f,) quasidie Rolle eines Stiitzvektors bei sonst unverénderten Formvektoren.

Die Vektorfunktion der Tangente im Punkt ﬁo(t) resp. p(t) ist
[41 B, (t;ForFis F2)=B (631, F.)=F i+ 2t f,
In Bild 3.3 ldsst sich vermuten, dass
a) f, einTangentenvektorin P(r=0)=0=(0;0) resp. p,(t=0)=f, sein kénnte, und
b) f, ein Vektor in Richtung der Parabelachse von p(t) resp. p,(t)
In der Tat erweist [4] mit p'(t=0)=p,'(t=0)=f, die Vermutung a) als richtig.

Um auch die Vermutung b) zu beweisen gehen wir davon aus, dass es auf jeder Parabel genau einen
Punkt gibt, in dem der Tangentenvektor senkrecht auf der Parabelachse steht, und dieser Punkt ist
der Parabelscheitel. Angenommen Sp(to) ist der Scheitel, dann muss nach [4] gelten:

By’ (to)f,=(f1+2t,f,)F,=0

Losen wir diese Gleichung nach t, auf, erhalten wir den sog.
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-> >

_—hf._—hif
2f;  2ff

Scheitelparameter [5] ¢,

Der Scheitel  Sp, der Vektorkurve von p,(t) liegt damit bei

[6] SPo:ﬁo(to;foxflez):fo"'tof1+t5fz

und fiir deren Parabelachse gilt
[7] aﬁo(t)zﬁo(to)"'tfz .

Bild 3.4 zeigt [4], 1[5], [ 6], [7] bei der Vektorfunktion ﬁo(t ; f osf1sf ,) aus Bild 3.3 mit den

Vektoren f o:(_lz) , h :(:3) , f 2:( _21) . Wir verwenden diese Vektoren auch weiterhin

in den GeoGebra-Folgebildern 3.5 und 3.6 . Wir beziehen uns also immer auf das affine Bild
(Vektorkurve) P, (t; fo,fl,fz) mit f0¢6 . Weil aber nach Satz 3.1

p(t: i f)=Bo(t:fo.f1.f,) gilt, lassen sich die fir B, (t;f,,f,.f,) gewonnenen Ergebnisse
leicht auf das lineare Bild P(t;f1.f2) tibertragen — und umgekehrt.

Bild 3.4
Erlduterung zu Bild 3.4: -4 -3 -2 -1 2 3 4
Mit dem Scheitelparameter t,=0,4 L ap.(t)=p(t0)+f2 Pt =fO+F1+£72

erhalten wir mit [6] den Scheitel
Spo=fot+tof +t;f2:(0112; 2’96,)
und mit [7] die Parabelachse

= _( 0,12 2 . I I-f?ﬂ pl_ll:.j:,

a pu(t)—(_ i 6):4(_ 1) . Mit [4] SRRENEN: 1'=p,|(t0 [
wird p,'(t=0)=f, ein ' Sp. L (0]
Tangentenvektor im Punkt : 38 =PpPgl)

- \ 1

Po(t—o)—(2> i

_—hfs_fily -4

DeI rot eingezei(ihnete Yektor T 2& T 2If:r

fi'=0y (ty)=f,+2t,f, steht
senkrecht auf dem Vektor f, und =04 -5 : -~

damit auf der Parabelachse.

Wir hatten vorher bei [5] den Scheitelparameter t, gerade so bestimmt, dass f: '=p,"(t,)L f;

ist. f_; ' ist ein Tangentenvektor im Scheitel Sp, der Parabel P, (t; f o.f1,f,) undes stellt sich
die Frage, ob wir  p,(t) nicht auch mit den senkrecht aufeinander stehendenVektoren

f; '=p, (t,)= f 2t f_; und f , darstellen kénnen. Dass das geht, wollen wir nun zeigen .

Dazu definieren wir zunichst die Vektorfunktion

-

Sf ﬁo(t)gﬁo(to)*’(t_to)ﬁo '(t0)+(t—t0)2f2 .
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- -

In der Tatist mit  p,'(t,)=f,+2¢,f,

-

Sfﬁo(t):ﬁo<to)+(t_to)ﬁo’(to)"'(t_to)zfz =
Fo+t0ﬁ+tf)f2:tf1+2t tofz_toﬁ_zt?)ﬁ"'tzfz_Zt tofz"'tgfzzfo+tf:+t2f2:ﬁo(t)

Wegen  Sf p,(t,)=p,(t,)=Sp, nennen wir daher

-

[8] Sf ﬁo(t)zﬁo(to)"'(t_to) I-;o '(to)"'(t_to)zfz:ﬁo(t_to;ﬁo(to)’ I-;o '(to)’ fz)
diezu Po(t) gehorende Scheitelform.

Setzen wir nun ganz allgemein fiir beliebige r,€R

(1) foyzﬁo(ros'Fo:f1:fz):F0+rol?1+rgfz und (2) ﬁ':ﬁo’(ro)zfl+2rofz s

und betrachten wir damit die Vektorfunktion

-> - -

Bo(t:F0  F s )= Bt Bolro) By (). Fo)=Forrof o v e(Fiv2r )+ 6°F, =
ForrofirtFrrrefo+2rot ForCfo=f ot (ro+t ) fit (ro+t 2= By (t+13; For fir F)
erhalten wir (s. Bild 3.5)
Bo(tsfy s fr o F)=Bo(t+rys For Fi F2)=Bo (85 Fos Fio F)

Bild 3.5 gt fon Fu o) = fh+ th+ 2 f

Erldiuterung zu Bild 3.5: polts |fo, fr.]fo) 1 aulialh duaE A e fe
Im Bild ist ry (mit einem bei GeoGebra

genannten Schieberegler) auf r,=2

eingestellt.

Ist A die Matrix mit den Spaltenvektoren
f] und f: und B die mit den

Spaltenvektoren f,'=p, (r,) und f, ,

palt: fo . 1 f2) = (e fo. [l )
2 3 4 5 =] 7
o Pt =T0-HT1+2T2

B e e o NS

e
< e

Pgq (0=pg(ro)+pg ' (ro)+=f

o

dann stellen die affinen Abbildungen F'n"1t1'=f1+2tf;m e R
A(Eﬁ(t))+fo:fo+tf1+t2f2 und ’
B(Ef’(t))"'fo':f0'+tf1’+t2fz 741! h
identische Parabeln dar. _5;‘.‘
Die Vektorfunktionen Bolt:fo fo o) . \'\.\
und  B,(t;fo.f1.f,) sind zwar identisch, N 0'=py(r0) = (3. -10)
es sind jedoch fiir ein festes t die Punkte - LY
P:ﬁo(t;fov’fll’f;) und \-\-\ ro=2
Q=p,(t; fmfi ,fz) verschieden. a '\,\ ®
Allerdings ist 9
ﬁo(t;ﬁo(ro&ﬁgv(co):fz)
Bol(t+1);fos f1.f2) i ~
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Im Grunde genommen gibt es also fiir die Vektorkurve zu  p,(t)= f ot f 1+t2 f , unendlich viele

Mbglichkeiten, sie iiber eine affine Abbildung o, (E p(t);A,f,)=AEp(t)+f, der

Einheitsparabel zu erzeugen. Neben der Matrix A mit den Spaltenvektoren f; und f , und dem

Verschiebungsvektor f , tutesfir ry€R jede Matrix B(ro) mit den Spaltenvektoren
f.'=p,'(r,) und f, unddem Verschiebungsvektor f,'=p,(r,) (s.Bild 3.5).

Mit der Forminvarianz gekoppelt ist die Invarianz der Determinanten der Abbildungsmatrizen,
det (B(r,))=det(A)Vr,€R , sowie der Brennweiten (s. dazu auch Hinweis 3) .

Satz 3.2

Ersetzen wir bei der Vektorfunktion B,(t;f,, fi,f.)=f,+tf,+tf, filr ein beliebiges
ry€R den Verschiebungsvektor f:, durch f:, '=p,(r,) und den Vektor fl durch
fi'=B,'(ro) ,soist By(t;fo'sfy sf2)=Po(t+ry; fo,f1>f,) und fiir die Vektorkurven gilt:

Wir benutzen Satz 3.2 und fiihren fiir ro = to (to ist der Scheitelparameter) nun mit

-

[91 Nfﬁo(t)gﬁo(t;ﬁ) r f1 Y Fz):ﬁo(“'to;fo’ﬁ’ fz):f:)'*'(t"'to)ﬁ'*'(t'*'to)zfz

diezu Po(t) gehorende und mit ihr identische sog. Nomalform ein, bei der die Formvektoren
f,'=p,'(t,) und f, senkrecht aufeinander stehen. Die Normalform einer Parabel wird

gewohnlich auch als Normalparabel bezeichnet. Bei der Normalparabel ist
Nf py(0)=p,(t,)=Sp, der Scheitel, und — anders als bei der Scheitelform [8] - liegen die

Parabelpunkte P=Nf p,(t) und Q=Nf p,(—t) spiegelbildlich zur Parabelachse. Letzteres,
weil mit

P=P(t)=p,(t )+t f, '+’ f,=a By (") +tf," und Q=Q(t)=p,(t,)~tf, '+ f,=ap,(c’)~tf,’
der Achsenpunkt M (t)=ap,(t’) der Mittelpunkt der Strecke P,Q, ist.

Fiir die Scheitelform und die Normalform halten wir fest:
Satz 3.3
3.3.1 Fiir die Scheitelform Sf p,(t)=p,(t,)+(t—t,) B, '(t0)+(t—t0)2f; gilt:
St Bo(0=By(t:F0. o ) =FortFi+F,

3.3.2 Fiir die Normalform Nf ,(t)=p,(t; B,(t,), B, (t,).f,) gilt:

-> > >

Nfﬁo(t):ﬁo(t'*'to;f:)’fv Fz)zfo'*'(t'”o)ﬂ"'(t'*'to)zfzzﬁo(t;fo’ fi:f>)
3.3.3 Die Punkte Nfp,(t) und Nfp,(—t) liegen spiegelbildlich zum Punkt
M(t)=ap,(t*)=p,(t,)+t*f, auf der Parabelachse.

Hinweis 2: Obwohl die Vektorfunktionen  p,(t) ,Sf P,(t) , Nf p,(t) identische (und damit kongruente) Parabeln
darstellen, unterscheiden sie sich doch hinsichtlich ihrer Abhdngigkeit vom laufenden Parameter t. Wihrend z.B. bei
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der Scheitelform Sf p,(t)=p,(t)¥'t gilt, istdies bei der Normalform fiir t;#0 mit  Nf p,(t)= P, (t,+t)# p,(t)
nicht der Fall. Nur wenn die beiden Formvektoren senkrecht aufeinander stehen und damit t,=0 ist (wie z.B. bei der
Einheitsparabel), ist  Nf P, (t)=P,(t)

Jede Parabel ist nach Definition 1.1 aus Teil 1 durch die Leitgerade 1 und den Fokus F ¢l
eindeutig bestimmt. Um diese beiden jede Parabel definierenden wichtigen BestimmungsgrofSen
fir die Parabel B, (t; f 0> f . f ,) zu erhalten, miissen wir zunichst deren Brennweite b bestimmen.
Von daher nimmt der folgende Satz 3.4 eine Schliisselstellung ein.

Satz 3.4

-> > ->

Die Parabel ﬁo(t;f:,,fl,fz): 0+t]_">1+t2f>2 hat die Brennweite

Ffo—(Fof)

[10] b=
alf)f

Zum Beweis dieses Satzes zundchst eine Vorbemerkung anhand Bild 3.6

Die Brennweite b einer Parabel ist eine Strecke, zu deren Bestimmung es die Endpunkte der Strecke
und damit deren Koordlnaten braucht Natiirlich hdngt die Brennweite von der Parabelform ab,

bei p,(t; fo,fl,fz) f0+tf1+t f2 also von den Formvektoren f1 und f2 . Es ist aber klar,
dass kongruente Parabeln die gleiche Brennweite besitzen miissen. Von daher kénnte jede zu
Bolt;fo.f1.f,) kongruente Parabel wie z.B. p(t;f,.f,) ,oder die (Ursprungs) Parabel
Up(t; B, (t,).f,)=t B, (t,)+tf, , oder die Normalparabel ~Nf p,(t) benutzt werden .
Wegen Satz 3.3.3 fiihren wir den Beweis aber mit der Normalparabel und orientieren uns dabei an
dem Bild 3.6 .

Bild 3.6

prﬂ |:t:| =p DI:tD +t:|
Qy=NTp g (-t)

Py(0)

F|| pllltlll
FF'D

M(t)zpg(ty) +1 12

apy(t)=pglty)+f22

PN, (t)
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Beweis Satz 3.4:

Nach Saz 3.3.3 liegen bei der Normalparabel Nf Po(t) die beiden Punkte

Pt:Nfﬁo(t):ﬁo(to)"'tﬁo'(to)"'tzfz und Qr:Nfﬁo<_t):ﬁo(to)_tﬁo’(t0)+t2fz
spiegelbildlich zur Parabelachse. Wir bestimmen den Vektor

- 1. 1—

b (1)=2u(1)=10P=

und erhalten

-

=SB+ By e+ T (Bt =t B, e+ Fo) =0 3y )

-

M b()=tp,(t,) = |b,(t)=klp, (t,)

Ebenfals nach Satz 3.3 liegen die Punkte P, und Q. spiegelbildlich zum Punkt M (t)=p,(t,)+£*f
auf der Parabelachse. Damit ist

b(t)=Sp, M (t)=p,(t,)+t f,— B,(t,)=t’f, ,und wir haben
@  b=tF, = b=cF)

Mit t dndert sich auch M(t) auf der Parabelachse. Da der Parabelfokus auch auf der Parabelachse
liegt, gibt es ein t=tz#0 , fiir das die Fokusbedingung ,,doppelte Brennweite =Halbparameter*, also
2b=b, , erfiillt ist. Mit dem Fokusparameter tr folgt damit aus (2) und (1)

tp#0

2‘5(tF>‘:2t12?|lF2|:|51(tF)|:|tFHpo ‘ = 4th2_tFpO’( )2 :>4th2 po (to)

und weiter

=
3) 4f2

- -

Nunistaber  p,’(t,)=f,+2t,f, und mitdem Scheitelparameter [5] t,= ) = wird
2

(f fz) (flfz)Zi

4) I_;o'(to)zz(f1+2tofz)zzfi+4tof1fz+4tgfngi ., fy =
2f2 4VJ
20y LGS 2P 262D A=)
2f;  2f3 212 2f3 fa

Bezogen auf die Parabel 5 (¢;f,,f,,f,)=f,+tf,+t'f, haben wir damit aus (2), (3), (4)
endgiiltig

=e ‘fz‘_p()( )|"|_ff2 (f f,) F |_ffz (f.f.) P

f2— ‘fz‘—flfz (fle)

b=[B(t
af: a3 alffIf) a|ff
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3.2 sind fiir beliebige T,ER  die Parabeln po(,"o( o) Bo'(ro).fa) und  By(t;fo.fy.f,) kongruent und haben
f1fz_(f1'f2) Bo' (o) fo—(p 0'(r0)'f2)2

daher dieselbe Brennweite b= . Auch dies Idsst sich mit Geogebra sehr

alrf alf f

7 _[—3 s 2
Hinweis 3: Mit den Vektoren fl_(—2) s fz_(—l) aus Bild 3.5 berechnet GeoGebra b=1,1. Bezogen auf Satz
r
f3—

schén verifizieren.
Die Brennweitenformel [10] verwenden wir nun zur Bestimmung des Fokus und der Leitgeraden .

Satz 3.5

Die Parabel 'ﬁ(t;f:,, fl,ﬁ)=fo+tﬁ+t2ﬁ hat

> poypy
den Fokus [11] F=f0— 1!;sz+ f1f24fz
2f, 4|}
f

und die Leitgerade [12] _i() p(ty)— b| |+tp( to)

2
Beim Beweis orientieren wir uns an Bild 3.7

Bild 3.7

4
Erlduterung zu Bild 3.7:

Po(t)=fO+f 1432
Wir haben hier eine Parabel mit anderen
Formvektoren als bei den Bildern 3.3 -
3.6 gewdhlt .

.................. Spg=Pglto)
Wir sehen, fiir den Fokusvektor -

P OF=f aias—7 > 2 ' LY ik
ist OF=f +Uu+v=p,(t,)+V fU'—pD(tU) vl

. . 4 }z
Mit i > F

- f TJD (tUJ “ E
v:befzzb@ folgt der - .
7

Beweis zu [11]. g 4',_
Entsprechend ist fiir F,€l

OFIZﬁo(to)_v . | N - 9

L - - th = = apg(t)=pg(t0)Hf2,

Da der Tangentenvektor p,'(t,) im
Scheitel ein Vektor -2
in Richtung der Leitgeraden ist,

ergibt sich daraus der Beweis

zu [12].
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Beweis zu [11] :

Da Sp,=p,(t,) der Scheitel fiir die Parabel p,(t)=f,+tf,+t*f, ist, haben wir fiir den
Ortsvektor des Fokus

Fr-(fff fo

OF = By (t,)+ b= o+t [+t [+ - Fl
‘ | i IFd
Db (R fifi-lfff Fo
AT

fo— —~2f1 —~3T+ -3 171 fo— —>2f1+ Sul2
215 4(|le) | 2‘ 4|f2‘ ‘ 2‘ zfz 4|f2|
fifsz . Fif:

//m

Beweis zu [12]

Ein Richtungsvektor der Leitlinie ist der Tangentenvektor p,"(t,)= f 2t f , im Parabelscheitel
S=p(t,)

-

Die Leitlinie geht durch den Punkt F,=p (to)—b% und hat den Richtungsvektor p'(t,)
2
. . T E = fZ =
Daraus folgt fiir die Leitlinie [14] [ (t)—p(to)—bWH D (to) //m
)
Hinweis 4: Bei der Einheitsparabel haben wir mit [10] b=0,25 , mit [11] F—%é' =(0;0,25) , mit [12]

PRI
l (t)—Tey+teX

Ganz am Ende sind auf S. 29 alle die Parabel p(t ;f:,, f; , f;): f:,+t ﬁ+t2ﬁ betreffenden und
hergeleiteten Ergebnisse in einer Tabelle zusammengefasst .

Da die Matrix A regulir ist, existiert die inverse Matrix A" und die Einheitsparabel
Ep(t) lasst sich bijektiv in die Parabel ~ p(t;f,,f,,f,)=f,+t f1+t2f2 transformieren. Das
folgende Transformationsschema zeigt die dazu notwendigen Transformationsschritte.

A — — + . _Ir -.' il

Ep(t) 2 AEp()=p (:f1.f2) 2 Polt; for f1.f2)
A -7

@
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Das lésst sich auch genauer mit den Abbildungsgleichungen fiir affine Abbildungen aus Teil 2
beschreiben (s. Bild 3.8). Es ist

ao(E_l;(t);A’ fo):AEf’(t)+fo:A<t€x+t2€_;)+f0:tAa+t2A€y+f0:tf1+t2f2+f0:ﬁo(t;for fpfz)
das affine Bild der Einheitsparabel Ep(t)=té+t’ e, - Die inverse Abbildung dazu ist (s. S. 8)

agl(ﬁo(t;fo’f;’fz);A’ f:)):a()(fo"'tfﬁtzﬁ;Aﬂ’_Ailfo):Ail(fo+tf1+t2f2)_Ailfo =

A_lf:)+m_1f1+t2A_lﬁ—A_1f0:m_1f1+t2A_lﬁ:te§;<+t2€y:Ef)(t)

. Ept) 3 9
Bild 3.8 i A= ( 2 1 )
Erlduterung zu Bild 3.8: Ept) = A 'it) . 014 ;[]_3;]
Vorgegeben ist die reguldre Matrix HT ( 0.20 | —043 )
A (mit det(A)=7). A bildet die
Einheitsparabel Eft) = A"mit) A (Ax Epit) 4 fa) — AT H
Ep(t)=te, +t’¢, ey
ab auf das lineare Bild 1 ok
:ﬁ(t)ZAEf)(t) T Pty = A(Ep(t})
der Einheitsparabel, das dann noch mit den Vektor -2 -1 . N EE + 5
f] hin zum dffinen Bild ! . plt) = mlt) = fo
Bolt)=AEP (1) +f, g | - e
verschoben wird. '

\ 10

Mit der zu A inversen Matrix A"

liBt sich  p(t) resp. Polt) wieder zuriick in die
Einheitsparabel EDp(t) transformieren. =/

Die jeweiligen Vektorfunktionen sind auch hier (wie
schon bei Bild 2.1) mit dem in GeoGebra integrierten
Latex-Editor eingefiigt worden. Bei den Vektoren ex,
ey, fO haben wir es bei der A
»normalen“ Geogebra Beschriftung belassen. \

&

Ein wenig ,,flapsig® gesprochen erweist sich die Einheitsparabel quasi als ,,Urmutter” aller Parabeln
b(t;fo.f1,f>) im R?. Wir konnten auch sagen: In jeder Parabel Po(t; fo,f1,f2) stecken die
,Gene” der Einheitsparabel. Ein solches ,,Gen” ist z.B. die Fokuseigenschaft einer Parabel.

Daher méchten wir - den Teil 3 abschliefend und quasi stellvertretend fiir alle Parabeln — die
wichtige ,,Fokuseigenschaft“ von Parabeln fir Ep(t) beweisen. Wir benutzen dazu das

Reflexionsgesetz der Strahlenoptik (s. Bild 3.9) .

Bild 3.9 Reflexionsgesetz

n
Ein im Punkt P eines ebenen Spiegels einfallender Strahl eS g2\ ‘ 2

wird in P als Strahl rS so reflektiert, dass alp

1. eS, 1S und die Spiegelnormale n in einer Ebene liegen und N B

2. die Winkel zwischen eS und n und zwischen n und rS N

gleich grof sind. (Einfallswinkel o= Reflexionswinkel [3 ) “Spieget P '
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Satz 2.8 (s. Bild 3.10)

Jeder in einem Punkt P der Einheitsparabel von der Offnungsseite her parallel zur
Parabelachse einfallende Strahl eS wird in P so reflektiert, dass der reflektierte Strahl rS
durch den Fokus F verliuft.

Bild 3.10
Hinweis 5

Das Reflexionsgesetz bezieht sich eigentlich auf den
,anschaulichen“ R® . Im R? unserer Parabel kann es keinen
ebenen Spiegel geben, der senkrecht auf eS, rS und der
Spiegelnormalen steht. Wir denken uns daher den ebenen
Spiegel durch einen kleinen ( infinitesimalen) linearen
Spiegel ersetzt, der in P in Richtung der dortigen Tangente
angebracht ist. Auf das Bild 3.8 bezogen liegt dieser
infinitesimale Spiegel in P also in der dortigen (blau
gestrichelten) Tangentenrichtung. Wir konnen uns daher die
Parabel einfacher auf ihrer ,, Offnungsseite” verspiegelt
vorstellen. Dabei erfolgt die Reflexion in P gemdl§ dem
Reflexionsgesetz der Strahlenoptik (s.Bild 3.9).

Auch das Bild auf der Titelseite zeigt den Strahlenverlauf
achsenparalleler Strahlen. Trifft der einfallende Strahl eSP1

Fokuseigenschaft "™

nach der Reflexion in P; auf dem gegeniiberliegenden 18 T 4 o[ fs ! i

Parabelast im Punkt P, auf, wird er dort parallel zu y
Parabelachse reflektiert. Die Strahlenwege sind umkehrbar.

Wir wollen nun den Satz beweisen und orientieren uns dabei an Bild 3.11 .

Bild 3.11

Ein Richtungsvektor der Tangente im Punkt P,=E p(r)=ré,+r’e, hat die Richtung
g s > >_(1 0 1
tP.=Ep'(r)=e+2re = _|+2r|  |=

Die Tangentennormale in P (im Bild der rote Vektor vnP, ) ist
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— [—2r
nP =

Ein Richtungsvektor fiir jeden einfallenden Strahl eS ( im Bild der blaue Vektor veSP, ) ist
@ eTR=eE=((1))

Ein Richtungsvektor der durch P, und F bestimmten Geraden (im Bild der griine Vektor vPF) ist

—>—_>—_>: 0 — r = —-r
3) pr=oF—op (1/4) (rz) (1/4—r2)

eSP. n_P: _ 1

=—2r T — und damit
eSP,|-[nP.| +/(1+4r?)

Fiir den Winkel a(r) erhalten wir mit (1) und (2) cos(a(r))

_ 1
@A) a(r)=arccos (—m

Wenn nun die Gerade durch P, und F der in P, nach dem Reflexionsgesetz reflektierte Strahl rS ist,
dann muss fiir alle Punkte P, B(r)=a(r) gelten, was wir nun zeigen.

PF P,

=—" I und weiter mit
|P, F||nP,]

Mit (2) und (3) erhalten wir zundchst cos( /5)
P_f"ﬁr:(1/1#)'(_?):#”/4 sowie |PEFIMPI=(r'+1/4)(4r"+1/4) ( ppiegiich

_PFnP, 1
P, FnP,| y(1+417)

. Damit ist fiir alle Punkte der Einheitsparabel

cos(/3)
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Schlussbemerkungen

Wir mochten abschlieffend:

1. Aus der Palette von moglichen affinen Abbildungen der Einheitsparabel noch drei Beispiele
aufgreifen und mit GeoGebra Bildern veranschaulichen;

2. anhand eines Beipiels darauf eingehen, wie sich die Ergebnisse aus Teil 3 auf den R? iibertragen
lassen;

3. kurz ein anwendungsbezogenes Beispiel erwdhnen.

Zu 1: Beispiel 1
Wir wihlen mit A=D,= (COS (B)=sin(p >) eine Drehmatrix. Die lineare Abbildung
sin(f) cos(p)
a(Ep(t);Dy)=D4Ep(t) dreht die Einheitparabel mit dem Winkel p um den Ursprung
(positive Drehung bei >0, negative bei <0 ). Der Ubergang zu einer affinen Abbildung
ay(Ep(t); Dy,f,)=D,Ep(t)+f, erfolgt einfach durch dieAddition eines Verschiebungsvektors.

sin() cos ()
|f 1|:|f;|= 1 sind alle Bilder zur Einheitsparabel kongruent (s. Bild 4.1)

Mit ]E’l:(cos(/}))’f’z:(—sin(ﬂ)) ist D/;Ef)(t):tf}tzf’2 , und wegen f;J_fz und

DB,l *E ol |:t:H3—fI

-

\
Bild 1 » DR
\ .
\ AR
Erlduterung zu Bild 4.1: A N oY
Das Bild zeigt die rote Einheitsparabel ED(t) . N Ep(t) %] N
Die Transformationsmatrizen Dg,  resp. h L. ;
Dy, fiir den Drehwinkel B; =30° resp. B, =-135° \ RS Ao,
sind im Bild angegeben. !

Die linearen Abbildungen DﬁlEﬁ(t) ~ L= o : D&:*Ep{tj#lj"-

resp. Dy,Ep (t) (blau gestrichelt) drehen die -4 -3 -2 -1 g 1 "R 3 4

Einheitsparabel um den Drehwinkel [3; resp. [3- . B, =300 | ~
1 ~

Verschieben wir die beiden linearen Abbildungen
jeweils um z.B. den Verschiebungsvektor Dy = (

cos(30°) —sin.lf:%[]”)‘\J T~

- <in(30° bl
fo:(i) , erhalten wir die affinen Abbildungen \ s3] 0s(30,

D, Ep(t)+f,  resp. B,=-135¢ A
-3

. - . cos(—135")  —sin(}- 135N
Dy, Ep(t)+f, (griin gepunktet). D= ( i _”) 1o J\
\ gin(—-135") | cos(—135")

-4 N

Zu 1: Beispiel 2

az0 0
0 b#0
a<0 um eine (zusétzliche) Spieglung an der y-Achse handelt und bei b<0 um eine (zusétzliche)
Spiegelung an der x-Achse). Bei einem Urbildpunkt, z.B. Ep(1)=(1;1) , wird bei der linearen
Abbildung im Vergleich zum Urbild die x-Komponente um |a| und die y-Komponente um

A= Skab=( ) ist eine sog. Skalierungsmatrix (mit den Sonderféllen, dass es sich bei
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Ib| skaliert und ggf. zusitzlich bei negativem a noch an der x-Achse und bei negativem b an
der y-Achse gespiegelt.

Bei z.B. a=2 und b=-0,5 wird die x-Koordinate der Einheitsparabel Ep(t) um den Faktor 2
skaliert und die y-Koordinate um den Faktor |b|=0,5 skaliert und zusétzlich an der x-Achse
gespiegelt, was zur linearen Abbildung S, E p(t) fiihrt. Verschieben wir diese noch um f 0

landen wir bei der affinen Abbildung S, E p(t)+ f_; (s. Bild 2).

Bei z.B. a=-1 und b=2 wird die x-Koordinate der Einheitsparabel Ep(t) ander y-Achse
gespiegelt und die y-Koordinate um den Faktor 2 skaliert, was zur linearen Abbildung
SwEp(t) fithrt. Diese lineare Abbildung wird wieder um f , hin zur affinen Abbildung

S,Ep(t)+f, (s.Bild3).

Da bei beiden Beispielen det(S.,)<O0 ist, hat sich allerdings der Umlaufsinn der Punkte gedndert.
Er ist bei der Einheitsparabel positiv, bei den linearen und affinen Bildern hingegen negativ!

SabEp,

Bild 2 Bild 3

Zu 1: Beispiel 3

Vergleichen wir nun bei z.B. p=30°, a=1, b=-
a(Ep(t);Se)oa (EP(t); Dﬁ) ub(DﬁEﬁ
a(EP(t);Dy)oa(EP(t);Sw)=Dy(Sw EP

1 die beiden Hintereinanderausfithrungen
(t)):Sab D/3E1_5( ) und
(t)) Dy- S ED(t ) .

15 =L %@ -1
Mitdann S, -Dg=|2 2 | und Dy-S = 1 fiihren die linearen Abbildungen
1 V3 B V3
der Einheitsparabel zu
15 -1 . 1 5
- =v3 —|_. sowie =J3 -1
R R N T i 7 1
1 V3 1 53
2

und damit zu verschiedenen linearen Bildern (s. Bild 4) , was sich natiirlich auch auf mogliche
zusitzliche Verschiebungen wie bei den Affinitdten o (X;Dy,f,)oa,(%;S,,,g,) und
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ay(%5S,,8,)0t(X; Dy, f,) iibertragen wiirde.

Erlduterung zu Bild 4:

Bei Eﬁ(t) bewirkt Dy eine Linksdrehung um 30 in die blau gestrichelte Parabel D,gEf)(t) , und
SwED(t) beia=1, b=-1 eine Spiegelung an der x-Achse — ebenfalls blau gestrichelt.

Bei der Hintereinanderausfiihrung, erst Drehung und danach Skalierung, erhalten wir S, Dy E D (t)
Bei der Hintereinanderausfiihrung, erst Skalierung und danach Drehung, erhalten wir DS, Ep(t)#S,, D E p(t)
Da eine Drehung die Parabelform nicht verdndert und bei der gewdhlten Skalierung (a=1, b=-1) sich wegen

det(Say)=-1 sich nur der Umlaufsinn aber nicht die Form der Parabel dndert, sind in dem Beispiel alle Parabeln mit
der Einheitsparabel kongruent.

Bild 4 |
a=30°
L
a=1
I @ 1
b=-1
-6 e 6
-‘:\'aL_IDBEpl:t:I ! . \
I \
1 5 s . .
j SapERID) DS apERCEL
I 1
Zu 2.

All das, was wir bisher iiber die Vektorfunktion p,(t; f 0 f s f ,)= f ot f L+t f , einer Parabel im
R? herausgefunden haben, lisst sich auf den R? iibertragen: Alle R*-Parabelelemente wie Fokus F,
Scheitel S ..., lassen sich mit denselben Formeln bestimmen wie im R?. Diese formale
Ubertragbarkeit vom R? auf den R? ist eine besondere Stirke affiner Abbildungen innerhalb der
linearen Algebra. Auch dies ldsst sich mit Geogebra sehr schon darstellen (s. Bild 5).
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Bild 5

Erlduterung zu Bild 5:
Wir haben bei diesem Bild das Geogebra Werkzeug 3d-Brille aktiviert. Der 3d-Eindruck entsteht beim Betrachten mit

e A 0
einer rot-griinen 3d-Brille. Die Parabel ~ p,(t)=f +t f;+t2 f , hat die Formvektoren [,=| 3 |.[,=|-2| undden
3 -1
L [—2
Verschiebungsvektor fo=|—=1]| .Alle R® -Elemente wie Fokus F, Leitgerade 1, Parabelachse ap, Scheitel S, lassen
1

sich mit denselben Formeln wie im R* mit GeoGebra bestimmen und in der Grafik anzeigen.
Die gepunktete Parabel ist die zu der linearen Abbildung  p(t)=t f 1+t2 fz gehdrende Vektorkurve.
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Jetzt konnen wir uns natiirlich fragen, mit welcher affinen Abbildung einer moglichen R’-Einheits-
parabel lsst sich die Parabel j,(t)=f,+tf,+t'f, in Bild 5 erzeugen?

Wir verweisen hier auf Anmerkung 2 im Teil 3 und definieren einfach eine Einheitsparabel im R?,

1} (o
0[.€,=
0

1
0

Als Matrix A fiir die affine Abbildung  p,(t)=AEp(t)+f, konnen wir hier eine reguldre 3x3 Matrix

wahlen mit den Spaltenvektoren f,,f, wie im Bild 5 und einem Spaltenvektor f, :

z.B mit den Vektoren ¢€.= . Damit liegt Ep(t)=te +t’¢ , im Bild 5 in der x-y-Ebene .

o= L [0 L (fas
fl: 3 1f2: -2 sf3: fy3
3 -1 fz3

Die Wahl von f, muss so erfolgen, dass die Vektoren f,.f,.f; linear unabhéngig sind.

I -10 2 L [52 4
Mitz.B. f3=| 1 | wird A=| 3-2 1|, A '=[9-4 7| und det(A) =det(A™) =1.
) 3-1 -2 3-1 2

Esistjetzt A¢,=f, , A¢,=f, ,undwir habenmit AEp(t)+f,=f,+tf,+'f,=p,(t) eine
eineindeutige affine Abbildung der gewdhlten Einheitsparabel. Da A reguldr ist, erhalten wir mit
der Umkehrabbildung A" 5,(t)=A " (AEB(t)+f,)-A" f,=EB(t)

Auch dies lasst sich mit Geogebra sehr schén veranschaulichen.

Zu 3:

Lisst man eine Parabel im R® um ihre Achse rotieren, erhilt man ein (Rotations)Paraboloid.
Satellitenantennen oder Radioteleskope haben die Form eines Paraboloids (Parabolspiegel)

(s.Bild 6) . Ein parallel zur Paraboloidachse einfallendes Strahlenbiindel wird im Fokus
(Brennpunkt) gebiindelt (d.h. es wird konvergent in den Fokus reflektiert) . Positioniert man im
Fokus einen Empfanger, kann ein im Strahlenbiindel enthaltenes Signal weiter verarbeitet werden.
Sitzt im Fokus ein geeigneter Sender, werden von ihm ausgehende Signale am Paraboloid in
Richtung der Achse gezielt abgestrahlt.

Als man anfangs der 1960er Jahre im sog. SETI-Projekt (SETI=Search for
Extra Terrestrial Intelligence) damit begann, in unserer galaktischen
Nachbarschaft nach moglichen au8erirdischen Zivilisationen zu suchen,
geschah dies mit grofen Radioteleskopen. Zeitweilig war die Suche sogar
von der NASA begleitet worden, mit entsprechend groBer medialer
Aufmerksamkeit. Obwohl seit den 1990ern schon mehrere tausend
Exoplaneten entdeckt worden sind, ist zum SETI-Programm inzwischen
Erniichterung und wissenschaftliche Skepsis eingekehrt. Es existiert schon seit dem Ausstieg der
NASA anfangs der 1980er nur noch als eine rein privat finanzierte Stiftung.

Bild 6
Aus: https://de.wikipedia.org/wiki/Paraboloi
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In der Tabelle finden sich alle im Teil 3 beschriebenen Eigenschaften der Parabel p,(t; f,,f,,f,)%AE
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ﬁ(t)"'fo:fo"'tfl"'tzfz

Formeln

Eigenschaften

und

Hinweise

Ep(t)=té+t’é, , teR

Vektorfunktion der Einheitsparabel y=x?

é’x—( ) , € :( ) Basisvektoren im R?

A= fxl fo
o 1)

Transformationsmatrix fiir eine lineare Abbildung

Aistregulirmit det(A)=f,,f,,—f,.f,;#0 .Die

Spaltenvektoren f = ( ) (XZ) sind linear

unabhéngig.

B(t:f . F.)2AED(1)=tf +Cf, Lineare Abbildung von Ep(t) Vektorkurven  p(t;f,,f)=py(t; forf1.fo)
Verschiebungsvektor (Stiitzvektor) f o dndert die

Bolt; for Fi F) EAEB(0)+fo=f o+t 48], Affine Abbildung von E p(t) Parabelform nicht. f,,f, sind die Formvektoren der

Parabel.

Bo'(t iforfs fz) =f+2tf,=p '(t; fi f;) Tangentenvektorfunktion f, ist Tangentenvektor im Punkt  p,(t=0) resp.

p(e=0)
_ f.f, _ -f.f> Scheitelparameter t, istunabhingigvon f, ;
T 2f, 2 2|f,f po'(ts)Lf, ; f, zeigtin Richtung Parabelachse

Spozﬁo(to):fo"'tofl"'t(z)fz

Spo ist Scheitel der Vektorkurve p,(t)

-

aPo(t)=ﬁ0(to)+t ﬁ=ﬁ)+toﬁ+t§ﬁ+tﬁ

Parabelachse von  p,(t)

Spo=a ﬁo(tZO)

-

sf ﬁo(t):ﬁo(to)"'(t_ to)ﬁo '(t0)+(t—t0)2f2

Scheitelform von  p,(t)

Sfﬁu(t;Fu’Fl’Fz)=ﬁu((_to;fo’fl’ﬁ)=f:)+(t_to)f1+(t_tu)zf;
Parabelscheitel  Sp,=Sf P,(t,)

Nfﬁo( )_ﬁo(to+t;f-:)’fl’fz)=ﬁ)+(to+t)f1+(to+t)2fz

ﬁo(t;ﬁ))flrfz)

Normalform von

Die Punkte Nfp,(t) und Nfp,(—t) liegen spiegel-
bildlich zur Parabelachse.

_Fh-(Fef)

ﬁo(t;ﬁ:flsz)

Brennweite von

Allezu  p,(t;fy,f1,f,) kongruenten Parabeln besitzen

4|f2| dieselbe Brennweite
. e e o o fzfz . Brennpunkt von B, (t; fo.f1,fa) Die Parabeln By (t;fo.f1f,)=fo+tf1+t°f, und
Fpo(t;fmfvfz):fo"'toff" : i 2 = > = Fy\— = >, 27
|"| po(t)po(ro):po (ro);fz)—po(ro)"'tpo (ro)"'t fr
sind fir r,€R identisch.

1Byt Fon T o) =olt)— b|ff

|+tp0 ( )

2

Bolt:fo.fr.fo)

Leitgerade von







