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Teoria— Tema 5

Teoria - 28 - Teorema fundamental del calculo integral.
Demostracion del Teorema del valor medio y de la regla
de Barrow

BDemostracion del Teorema del valor medio

Con la definicion formal de integral estamos en disposicion de demostrar, por ejemplo, el teorema de la
media (o del valor medio)

[ f(x)de=r(c)(b-a)

Es decir, siempre existe un valor CE[a ,b] que permite calcular el area encerrada por la funcién en el
intervalo [a,b] como si fuese el area de un rectangulo de base (h—a) yaltura f(c)

En efecto. Si la funcién f(x) es acotada en [a,b] , existira un valor e igual al infimo de toda la

funcion en el intervalo y existira un valor E igual al supremo de toda la funcién en el intervalo. De esta
forma:

V x€la,b],e<f(x)<E — fedxs_[f x<fde — efdx<ff x<Ef dx

En el ejemplo resuelto en el apartado sobre definicion formal de la integral (integral de Riemann), la integral
definida de una recta horizontal f (x)=k en [a,b] es k(b—a) .Si k=1 Ilaintegral definida sera
(b—a)

b b
e(b—a) Sf Jdx<E(b—a) — esbiaff(x)dxsE
1 b b
Si llamamos Mzb_aff(x)dx — M(b—a):ff(x)dx

b .
De la definicion formal de integral fa f(x)dx=lim Z flo,)Ax, , ¢,€[x,_,,x,] sabemos que la

n—o j=1

integral de 1 (x) se obtiene a partir de valores f (¢.) que cumplen ¢,€[x, ,, x,]

Por lo tanto podemos afirmar que qu(c) talque c€[a,b] .Y concluimos:

b

f(c)(b—a)=ff(x)dx , c€la,b] cqd.

a
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l Teorema fundamental del calculo integral

Teorema fundamental del calculo integral
Si f(x) es una funcién positiva y continua en [a,b] , la funcion definida por

F(x)zf f(t)dt esuna primitivade f(x) en [a,b] ycumple la siguiente igualdad:

F'(x)=f(x),V x€la,b]

Es decir, integral y derivada son procesos inversos. La variable ¢ de la integral se dice
muda, ya que su nombre no afecta al valor final de la integral.

Ademas, F(x) coincide con el valor del area encerrada por la curva f(x) con el eje
OX vy los limites de integracion a , x

La expresion ff(x)dx se conoce como integral definidade f(x) .Si x=b definimos

b
la integral definida como ff(x)dx

b
El valor del area ff(x)dx depende de la forma de la curva generada por f(x) y del

intervalo [a,b] . Es decir, el resultado final no depende de la variable x

En la definicion del teorema fundamental del calculo integral hemos considerado a <b
Situviéeramos b<a se define la siguiente igualdad:

j'f(x)dxz—jjf(x)dx

Si en una integral definida se intercambian los limites de integraciéon, la integral
definida cambia de signo.

Si a<b , llamaremos limite de integraciéon inferior al valor a y limite de integracion
superior al valor b

Demostracion del Teorema fundamental del calculo integral.
X

Sea x€[a,b] un punto arbitrario del intervalo. Sea F(x)=[ f(x)dx una funcién

a

derivabley f(x) una funcién continua en ese intervalo.
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La funcion F(x) asocia a cada punto x€[a,b] el area del recinto limitado por la gréfica
y el eje horizontal entre los valores de abscisa a y x

Por la definicion formal de derivada por la derecha:

T raef reae L,
Forlot)mtlim ZEH)=Flx) g - =1im%f 7 (x)dx

h—0* h—0* h—0*

Si aplicamos el teorema de la media, enunciado y demostrado en apartados anteriores:

x+h

ff(x)def(c)(erh—x) , C€[x,x+h] — xfhf(x)dxzf(c)‘h

Llevamos este resultado a la expresion de F'(x")

x+h

Fr(x)=lim~ [ f(x)dv=lim~-f(c)-h=lim f(c)=1(x)

h—0" h h—0" h h—0*

X

Donde hemos aplicado que si  si c€[x, x+h], h—»0"=c—x ya que el intervalo [x,x-+i]
converge a un Unico punto — £ (c)— f(x) .

Si razonamos de manera analoga con la derivada por la izquierda :

Como las derivadas laterales coinciden, nuestra funcion es derivable y cumple:

F'(x")=F'(x )=f(x)=F (x) es derivable y F'(x)=f(x) ¥ x€[a,b] c.q.d.
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l Corolario de Barrow

Regla o Corolario de Barrow

Sea f(x) una funcién continua en [a,b] y sea F(x) una primitiva de f(x) en
b

[a,b] .Entonces se cumple: ff(x)dx=[F(x)]Z=F(b)—F(a)

a

Demostracion de la regla de Barrow
Si f(x) es continua en [a,b] , por el teorema fundamental del calculo integral,

sabemos que A(x)sz(t)dt yque A(x) esunaprimitvade f(x) en [a,b] .

Porlotanto 4'(x)=f(x),V x€[a,b] y A(x) nos informa del area encerrada. Si F(x)
es primitiva de f(x) , se cumple que F'(x)=f(x) .

Tenemos dos primitivas de f(x) . La primitva F(x) y la primitiva 4(x) que nos
informa del area encerrada. Ambas primitivas se distinguen en solo una constante.

A(x)=F (x)+ constante — Para x=a — Al(a)=F(a)+ constante

Recordamos que A(x)zf f(x)dx . Por las propiedades de la integral definida:

a

a

A(xza)zA(a):ff(x)dxzo — 0=F(a)+ constante — constante=—F (a)

)

M
=
Il
~
=
|
~
B

Esta igualdad se cumple para cualquier valor x€[a,b] .En particular para x=5b
A(x=b)=A4(b)=F(b)—F(a)
x b
Y de la definicién de integral definida: 4(x)=[ f(x)dx — 4(b)=] f(x)dx .Igualando

los dos resultados obtenidos para A4(bh) demostramos el corolario de Barrow:

b

[ f(x)dx=F (b)-F(a) c.qd.

a
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