» 1 ZDRAVLJE I ZNANJE“

Sistemi linearnih jednacdina

Pod sistemom od dvije linearne jednacine sa dvije nepoznate x i y podrazumijevamo:
ax + by = ¢
a;x + by = ¢,
Ovo je takozvani "prosti” sistem do koga uvijek mozemo doci ekvivalentnim transformacijama.

Ovdje su a4, a,, by, by, ¢4, ¢, dati realni brojevi (ponekad i parametri). Rjesenje sistema je
uredeni par brojeva (xg, ¥) za koji vazi da je:

aixyg + by, = ¢
asz + b2y0 = C2

Sisteme mozemo rijesiti pomoc¢u vise metoda: metoda zamjene, metoda suprotnih
koeficijenata, Gausova metod, graficki itd.

Napomena: Grafickom metodom cemo rjesavati sisteme, kad odradimo grafik linearne
funkcije.

Vi to jeste radili u osnovnoj skoli, ali necu i ne zelim da pretréavamo ovo.

I¢i ¢emo postupno i lagano!

Nama je najvaznije da tacno rijeSimo dati zadatak (problem), a koju ¢emo metodu
koristiit to uopste sada nije vazno.

Napomenimo samo da dati sistem moze imati: jedinstveno resenje (odreden), beskonacno
mnogo resenja (neodreden) ili pak da nema resenja (nemoguc).

Kratko ¢emo se podsjetiti onog sto smo uradili, izvjezbali, a onda ¢emo se nakon ovih par

primjera sistema koje cemo rjesavati metodom suprotnih koeficijenata, posvetiit i prisjetiti
rjesavanja sistema Gausovom metodom.
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Primjer:

{2x+3y=7
3x—6y=7

Najlakse je ,,napraviti “ jednake koeficijente uz x ili y, i primjenom metode suprotnih koeficijenata
rijesiti dati sistem
Pomnozimo prvu jednacinu sa 2

{4x + 6y = 14
3x—6y=7
Saberimo ih
{4x + 6y =14
7x =21
{4x + 6y =14
x=3

Dobijenu vrijednost x-a, uvrstimo u prvu jednacinu da bismo dobili vrijednost promjenljive y

{4-3+6y=14
x=3

{6y=14—12=2

x=3
_2_1
{ Y=573
x=3
W Y . . . 1
Dakle, konaéno, rjeSenje je uredeni par (x,y) = (3, 5).
Primjer 2:
Rijesi sistem:
5—-1 3y-1
=3
6 + 10
11 —x + 11+y 3
6 4

Ovjde ¢emo sistem ,,uprostiti “‘, pomnoZziti prvu jednacinu sa 30, a
drugu sa 12, kako bi se oslobodili razlomka.
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{5(5x —1)+3By—1) =90
2(11 - x) +3(11+y) = 36

Mnozimo ,,svaki sa svakim“, oslobadajuci se zagrada

{25x—5+9y—3=90
22—2x+33+3y =36

{25x+9y=90+5+3=98
—2x+3y=36—22—-33

{ 25x +9y =98
—2x+ 3y =-19

Ovdje drugu jednacinu mnozimo sa —3, kako bi dobili —9, da bismo se
oslobodili promjenljive y (metoda suprotnih koeficijenata)

{25x+9y =98
6x — 9y =57

{25x +9y =98
31x = 155

Druga jednacina je ovdje ,,zbir prve i druge jednacine

{25x+9y=98
x =155:31=5

{25-5+9y=98
x=25

Ovdje dobijenu vrijednost x, uvrstavamo u prvu jednacinu.

{125+9y=98
x=25

{9y=98—125=—27
x=5

=—-27:9=-3
{y x=5

Dakle, kona¢no, rjeSenje sistema je uredeni par (x,y) = (5,—3).
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Ovo je sve ve¢ poznato, radili smo primjere na casu, ali sam samo radi podsjecanja stavio ova dva
primjera. Jedan je vrlo jednostavan, drugi je za nijansu tezi.

Sljedeci primjer koji ¢u prezentovati i izloZiti vam je primjer sa smjenom, da se pdosjetimo kako se
rjesavaju tako zadati sistemi, a vec¢ ste ih radili u osnovnoj skoli.

Primjer3:

Rijesi sljededi sistem:

14 24
{—+—=1o
x 'y

7 18

x y

Uocavate da je ovdje situacija, ipak malo drugacija od onoga na sto smo ,,navikli“. Ovdje je
nepoznata u imeniocu. Pa u takvoj situaciji, predlazem, najbolje je uzeti smjenu i to

1 1

=m =n

1 1

14-=4+24-==10
X y ti

1 1 J:

|7 --18-=-5
x y

Sada mnogo jasnije vidimo, kako ¢emo upotrijebiti smjenu

{14m + 24n =10
7m — 18n = =5

Dalje nastavljamo, kao i sisteme koje smo ranije rjesavali,

Oslobodicemo se promjenljive m, tako sto cemo pomnoZziti drugu jednacinu sa —2,
1 sabrati ove dvije jednacine

{ 14m + 24n = 10
—14m + 36n = 10
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{14m +24n =10
60n = 20

14m + 24n = 10
20 1
"=60 " 3

Dobijenu vrijednost n ¢emo uvrstiti u prvu jednacinu

1
14m+24-§=10

1
=3

14m =10—-8=2

n=§

2 1
Mm=14~7

1
=3

Ovdje smo dobili rjesenje sistema, gdje su promjenljive m i n.
Sa dobijenim vrijednostima, vratimo se u smjenu

1 , 1 .
;—m,t]. ;—n,t].
11 .. 11
;—;,adal]e]e 5= 3
x=17 y=3

Dakle, konaéno rjeSenje zadatog sistema je uredeni par (x,y) = (7, 3).

MILAN ROSANDIC MATEMATIKA I



»IZDRAVLJE I ZNANJE“

Rjesavanje sistema Gausovom metodom.

Primjer:

x+2y—52=6
—2x+y+2z=5
—3x+3y—4z=8

Podsjetimo se onoga, o cemu smo govorili na casu. Koji je nas cilj:
1. Formirati ,, trougaoni sistem*, a Sta to znaci

- Znaci, iz druge i trece jednacine se osloboditi promjenljive x, zatim se iz trece jednacine
transformacijama osloboditi promjenljive y, i da ostane sistem od tri jednacine, gdje ¢e

- Prvajednacina imati sve tri promjenljive,

- Druga ¢e sadrzati samo promjenljive y i z

- Treca jednacina ée biti najjednostavnija i imace oblik cz = d

Rijesiti trecu jednacinu, tj. Izracunati nepoznato z

Dobijenu vrijednost promjenljive z uvrstiti u drugu jednacinu i tako dobiti y

U prvu jednacinu uvrstiti dobijene vrijednosti promjenljivih y i z i izracunati X

Dobijamo uredenu trojku (x,y, z) Sto i predstavlja rjiesenje datog sistema.

ok own

Dosta je bilo price, pa hajdemo na posao.

Prvu jednacinu pomnozicemo sa 2 i dodati drugoj jednacini, zatim cemo prvu jednacinu
pomnoziti sa 3 i dodati trecoj jednacini. (Crvenom bojom je predstavljena prva jednacina
pomnozena sa odgovarajucim brojem.) Na taj nacin se oslobadamo promjenljive x iz druge i

trece jednacine

2x +4y —10z—2x+y+2z=12+5

{ x+2y—52=6
3x+6y—15z2—3x+3y—4z=18+8

x+2y—52=6
{ 5y —8z =17
9y — 19z = 26
Sada ¢emo, u cilju oslobadanja trece jednacine od promjenljive y, drugu jednacinu pomnoziti sa

9, a trecu sa —5

45y — 72z = 153

{ x+2y—52=6
—45y + 95z = —130
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i sabrati ih

x+2y—-5z=6
{4531 — 72z =153
23z =23
Jednacina 5y — 8z = 17 (druga) ekvivalentna je sa jednacinom 45y — 72z = 153 jer je
dobijena mnozenjem koeficijenata, to ¢u u sljedecem koraku napisati ,,jednostavniji oblik*“, tj
oblik gdje su koeficijenti manji.

5y —8z =17

{ x+2y—52=6
23z =23

Dobijen je ,, trougaoni* oblik, rjesavamo ga

5y -8z =17

{x+2y—52=6
z=1

Vrijednost koju smo dobili za z, uvrstavamo u drugu jednacinu kako bismo dobili vrijednost
promjenljive y

5y-8-1=17

{ x+2y—52=6
z=1

x+2y—5z=6
) 5y=17+8=125
z=1

xX+2y—52=6

9 y=25:5=5

z=1
x+2y—52=6
1 y=5
z=1

Uvrstavamo dobijene vrijednosti u prvu jednacinu

y=5

{x+2-5—5-1=6
z=1
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y=5

{ x+10—-5=6
z=1

I konacno,
x=6—10+5
y=5
z=1
x=1
y=5
z=1

Dakle, konacno rjesenje polaznog sistema je uredena trojka (x,y,z) = (1,5,1)

Primjer:
Gausovom metodom rijesi sljedeci sistem jednacina:

2x—3y+z=-9
{Sx +y—2z=12
x—2y—3z=1
Kao sto smo radili na casu, da bi nam lakse bilo rjesavanje zadatka, mi cemo trecu jednacinu
prebaciti na mjesto prve, a prvu na mjesto trece, tj. Zamijenicemo ih.
Ekvivalntan sistem izgleda

x—2y—3z=1
{Sx +y—2z=12
2x—3y+z=-9
Prvu jednacinu pomnozimo sa —5 | dodamo drugoj jednacini, i prvu jednacinu pomnozimo sa
—2 pa dodamo trecoj jednacini.

—5x+ 10y +15z+5x+y—2z=12-5

{ x—2y—3z=1
—2x+4y+6z+2x—3y+z=-9-2

Sredujemo

11y +13z=7

{ x—2y—3z=1
y+7z=-11
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Sada éemo zamijeniti drugu i trecu jednacinu / nije neophodno, ali je lakse, tj. Preglednije/

y+7z=-11

{ x—2y—3z=1
11y +13z=7

Sada nam je cilj, oslobadanje promjenljive y iz trece jednacine, mnozimo drugu jednacinu sa

-11
x—2y—3z=1
{ y+7z=-11
—11y =772+ 11y + 13z =7+ 121
Sredujemo
x—2y—3z=1
{ y+7z=-11
—64z = 128
Dalje slijedi

y+7z=-11

{ x—2y—3z=1
z=-2

Uvrstavamo dobijenu vrijednost z u drugu jednacinu

y+7-(-2) =-11

{ x—2y—-3z=1
z=-=2

Sredujemo

{ x—2y—3z=1

y=-11+14
=-2
x—2y—-3z=1
{ y=
z=-2
x—2-3-3-(-2)=1
y=
z=-2

MILAN ROSANDIC MATEMATIKA I



»IZDRAVLJE I ZNANJE“

Konacno,

Konacno, rjesenje ovog sistema je uredena trojka (x,y,z) = (1,3,—2).

Nadam se da je ovo do sada jasno, sad cemo rijesiti jedan primjer, gdje ce biti dat realni parametar i
u zavisnosti od njega treba rijesiti sistem.
Ovo je zadatak za ucenike sa ve¢im nivoom znanja.

Primjer:
U zavisnosti od vrijednosti realnog parametra a rijesiti sistem jednacina:

x+y+z=3
2x+ay—2z=4
x+2y—az=1

Razmisljamo na potpuno isti nacin kao i ranije, kako se osloboditi promjenljivih x i y u drugoj i
trecoj jednacini, tj. Kako doci do * trougaonog“ oblika

Prvu jednacinu mnozimo sa —2 pa dodati drugoj jednacini, zatim je mnozZimo sa —1 i dodajemo
trecoj jednacini.

Sada, sredujemo, grupisemo sve sto stoji uz y, sve sto stoji uz z

x+y+z=3
ay — 2y —4z = -2
y—z—az=—2

x+y+z=3

(a—2)y—4z=—2
y—z(1+a)=-2
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Sada treba da se oslobodimo promjenljive y iz trece jednacine, ali mislim da je laksSe, da najprije
zamijenimo drugu i trecu jednacinu

x+y+z=3
y—z(1+a)=-2
(a—2)y—4z=-2

Pomnozi¢emo drugu jednacinu sa —(a — 2)
x+y+z=3
y—z1+a)=-2
—(a-2)yy+zl+a)(a-2)+(a—2)y—4z=2(a—-2)—-2
Sredujemo, ali vodimo racuna kako, pazljivo ovaj dio odradujmo, (y nestaje)
x+y+z=3
y—z(1+a)=-2
z(l+a)(a—2)-4)=2(a—2-1)
Ovdje sad pazljivo, sredujemo(mnozeci zagrade)
x+y+z=3
y—z(14+a)=-2
zla—2a+a*-2-4)=2(a-3)
Dalje je,
x+y+z=3

y—z(1+a)=-2
z(a> —a—6) =2(a-3)

Izdvajam treéu jednacinu sistema kako bi vam bilo jasnije na koji nacin éemo srediti trinom
a’—a-6
RjeSavamo ga,
a’—3a+2a-6=
GrupiSemo prva dva, treci i Cetvrti i izdvajamo
a(a—3)+2(a—-3) =
(a—3)(a+2)
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Vraéamo se nasem sistemu, koji sada izgleda ovako

x+y+z=3
y—z(14+a)=-2
za—3)(a+2)=2(a-3)

Dobili smo ,, trougaoni * sistem linearnih jednacina. Razmotrimo tri slucaja.

. a—-3=0
>a=3
x+y+z=3
{ y—z-4=-2
0-z=0

Iz treée jednacine vidimo da z moZe biti proizvoljan broj, tj

{ x+y+z=3

y=-2+4z
0-z=0
Dalje je,
x=3—-y—z
y=4z—-2
0-z=0
| za kraj

y=4z—-2

{x=3—4z+2—z
0-z=0

Rjesenje sistema je (5 — 52,4z — 2,7z),Z € R

. a+2=0
>a=-2
x+y+z=3
y—z(1-2)=-2
0-z=2(-2-3)
Dakle,

yt+z=-2

{ x+y+z=3
0-z=-10

Jasno se vidi, (treca jednacina), da sistem nema rjesenja, tj. Nemoguc je.
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. (@-3)(a+2)+0

x + y + z = 3
y—z(1+a)=-2
3 2(a—3)
= @-3@+2

x + y + z = 3
y—z1+a)=-2
2
T ar2
Uvrstavamo,
X + y + z = 3
— (1 =-2
y a+2( +a)
2
2= ar2
x + y + z = 3
2(1+a)
=24+ —F
y a+?2
2
2= a+2
Dalje je,
x + y + z = 3
_—2(a+2)+2(1+a)
Y= a+?2
2
\ =12

Nasli smo NZS kod druge jednacine, i sad je potrebno da to sredimo, da bi nam lakSe bilo da
uvrstimo dobijeno y u prvu jednacinu
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X + y + z = 3
—2a—4+2+2a
Y= a+2
2
k z=a+2
x +y + z = 3
-2
=a+2
-
T a+2

( 2 + 2 _
a+2 a+2
) B 2
Y= T at2
_ 2
\ Z_a+2
Dobijamo,
x=3
_ 2
Y= "a+2
_ 2
\ Y
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