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Resumo:

Este curso pretende trabalhar com GeoGebra 5.0 Beta, em particular as vistas 3D e CAS, para a sua
utilizacdo na sala aula. Serdo discutidos vdrios exemplos de aplicacdo do GeoGebra 5.0 em diferentes
tépicos da Matematica desde a Geometria até as Probabilidades. Serdo trabalhadas as diversas capacidades
do GeoGebra, nomeadamente o trabalho com vistas tridimensionais, cdlculo algébrico e simbdlico, e a folha
de calculo. Deste modo serdo desenvolvidas as aprendizagens que o professor necessita de modo a usar o
software nomeadamente nas capacidades em desenvolvimento da versao 5.0 Beta do GeoGebra.

As versdao do GeoGebra com que vamos trabalhar é a disponivel em:
http://www.geogebra.org/webstart/5.0/geogebra-50.jnl

Para o seu funcionamento é necessdrio que o computador esteja ligado a internet uma vez que se trata de
uma versao beta em actualizagdo.
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GeoGebra 3D

Neste momento o GeoGebra versdo 5.0 Beta dispde da capacidade 3D, esta versdo estd
disponivel a partir do Link: http://www.geogebra.org/webstart/5.0/geogebra-50.jnlp. Vamos Iniciar

0 nosso trabalho com a construcdo de um cubo.

Tarefa 1 - Cubo de aresta a

Pretende-se criar um cubo, podendo variar a medida da aresta com um selector.
1. Iniciemos o GeoGebra versdo 5.0 Beta, grave o ficheiro com o nome cuboaresta_a.ggb.

2.Dirigindo-nos ao menu exibir, seleccionar Folha Gréfica 3D.

v | Eixos Coordenados

1 Grelha

v Folha Algébrica 0 8A
Folha de Calculo 0 8S
CAS (Calculo Algébrico Simbélico) 08K

v Folha Grafica 8l
Folha Grafica 2 382
Protocolo de Construcdo
Propriedades dos Objetos 8P
Assignment 0#Q

Teclado Virtual
Janela Python
Kinect Window

Barra de Comandos >
Barra de Ferramentas >
Barra de Reproducdo da Construcao >
£ Atualizar $8F
Recalcular Todos os Objetos #8R

3. Digitar na Barra de comandos a=3, dar entrada, e exibir o selector.

[ JeXé)

cuboaresta_a.ggb

8 A0

Folha Algébrica

- Objetos Livres
J A=1(0,0,0)
Ja=3

- Objetos Dependentes
JB=(300

2 H=1(0,3,3)

J arestaAB = 3
J arestaAD = 3
J arestaAE = 3
J arestaBC = 3
J arestaBF = 3

9 arestaCD = 3
9 arestaCG =3
9 arestaDH = 3
J arestakF = 3

J arestaEH = 3

J arestafFG = 3

9 arestaGH = 3
2 faceABCD = 9
5 faceABFE = 9
9 faceADHE = 9
J faceBCGF = 9
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v & x  Folha Gréfica

& 8 @ .T 4 <, ABC )\,

v & % Folha Grafica 3D hd

x

Entrada:

4, Definem-se os vértices do cubo a partir do vértice A adicionando o vetor respectivo.

A=(0,0,0)
B=A+(a,0,0)
C=A+(a,q,0)
D=A+(0,a,0)
E=A+(0,0,a)

5.Por ultimo o cubo é definido como um prisma de Vértices A,B,C e D na base, um quadrado cuja

medida do lado é a, e de aresta AE que mede a.

Ca=prismalA,B,C,D,E]

6.Uma construcdo alternativa seria usar apenas:

A=(0,0,0)

B=A+(a,0,0)
E=A+(0,0,a)

Cubo[A, B, Vetor[A, E]]

"
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Tarefa 2 - Construgées com cubos de arestas congruentes

Depois de construido um cubo, seleccione uma das faces, e usando a ferramenta prisma, com o

valor da altura a, crie uma construcdo com cubos.
e ——— ———
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Utilize o botdo direito do rato sobre um ponto para aceder ao menu Propriedades dos objectos ...

Y — - S

T AT L Ji—— TR -

\“v 5 -

No menu Propriedades dos objectos, esconda os pontos 3d, altere as cores dos cubos como se

sugere nas imagens seguintes.
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Tarefa 3 - Tetraedro no Cubo
1. Costura um cubo usando o comando Cubo[ <Ponto>, <Ponfo>, <Direcdo> |. Por exemplo

margue os pontos A e B e de seguida escreva na linha de comandos CubolA, B, zAxis3D].

aANN GesGebea
AL bl vk RO LS e L
Folha Algébrica *“* Folha Grafica 3D 2Lt

Objetos Livres

'A =(-2.01,-2,0) |
+ B = (2.85, -3.24, 0)}
Objetos Dependentes |
»C = (4.08, 1.62,0) |
+D = (~0.77, 2.85, 0¥
+ E = (-2.01, -2, 5.01
+F = (2,85, -3.24, 54
+ G = (4.08, 1.62, 5.0
+H = (-0.77, 2.85, 5.

+a, = 7.08

sa, = 7.08
sa, = 7.08

s arestaAB = 5.01

s arestaAD « 5,01

s arestaAt = 5.01
eaceatelfenh . .
Entrada: CubolA.B.EixoZ)

2. Para definir o tetraedro podemos definir os quatro triéingulos equildteros que integram a face do
sélido. Assim temos de as definir usando a ferramenta poligono ou os comandos seguintes:
f1=poligonol[A,C,F]
f2=poligono[A,C, H]
f3=poligonol[A,F, H]
f4=poligono[C,F,H]

3. Finalmente altere as propriedades dos objectos de modo a ajustar as cores e a sua visibilidade.

Tarefa 4 - Seccdes num prisma.
1. Construa um prisma cuja base tenha n lados, e a sua altura seja variavel em funcdo de um

pardmetro a.

Prisma[ <Poligono>, <Ponto> ]|
Prisma[ <Poligono>, <Altura> ]
Prisma[ <Ponto>, <Ponto>, ... |
2. Recorrendo a alguns dos comandos 3D, abaixo listados, construa uma aplicacdo do GeoGebra

que permita estudar as seccdes no prima construido em 1, por um plano que intersecte todas as
arestas da superficie lateral.

Plano[ <Ponto>, <Plano> ]|

Plano[ <Ponto>, <Ponto>, <Ponto> ]
PlanoPerpendicular[ <Ponto3D>, <Reta3D> ]
IntersecGoGeométrica[ <Plano>, <Poligono> ]
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Tarefa 5 - Piramides
Qual o numero minimo de vértices para obter uma pirdmide?

Para conduzir uma exploracdo relacionada com a questdo pode sugerir-se aos alunos que
marguem pontos e usem o comando pirdmide na barra de comandos.

ANn Cooletra - Taretal d-pramdes gab
A - . e - - -t 1 Mover
™ - o I . s . [0 o .. ArTave em objen whecionado i

Josa Cofca S04

Lillc~ v — 111 v | — v

frerada I »

Na aplicacdo que deu origem a imagem acima procedeu-se do modo seguinte no GeoGebra
5.0:

1. Activou-se a Zona Grdfica, Zona Grdfica 3D e Barra de Comandos, afravés do menu
Exibir.

2. Para a pirémide azul:
a. Marcaram-se com a ferramenta +" trés pontos no plano xOy [xOyPlane];
b. Um ponto no eixo Oz [zAxis3D];
C. Usou-se o comando P_{Az}=Piramide[A,B,C,D].

3. No caso da pirémide vermelha:

a. Marcaram-se com a ferramenta *" quatro pontos no plano xOy [xOyPlane];
b. Um ponto no espaco escrevendo na barra de comandos I=(6, 3, 1);
C. Usou-se o comando P_{Va}=Piramide[E,F,G H.I] .

4. Por Ultimo, a pirdmide verde foi realizada de um modo diferente.
a. Marcaram-se com a ferramenta " os pontos J e K, na Zona Gréfica;
b. Na Zona Grdfica, com a ferramenta poligono regular, definiu-se o poligono da
base, um pentdgono, escolhendo os pontos J, K e o nUmero de vértices 5;
C. Finalmente, usou-se o comando P_{Vd}=Piramide[J, K, L, M, N, O].

A aplicacdo permitird alterar as vistas e os vértices das pir@mides. Para além de obter uma
verificacdo de que o nimero minimo de pontos para definir uma pirdmide é quatro onde um ndo
pode ser complanar com os outros trés, poderd ser explorado o conceito de pirédmide obliqua e

reta.
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Tarefa 6 - Piramides

Construa a pirémide da figura seguinte e verifique que a imagem encontra-se corretamente
construida.

C

Para a construcdo da pir@émide recorra aos pontos: A(-2,-2,2); B(2,2,0); C(-2,4,-4); D(-6,0,-2);
E(-3.3.1); F(-2,1,-1).

e
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Tarefa 7 - Explorar a esfera
1. Abra o GeoGebra 5.0 e exiba a folha grdfica 2d e 3d.

800 GeoGebra
[ 7 b @0 &N e % Mover B
Folha Grafica % Folha Gréfica 3D Tex
4
3 z
2 4

Novo Ponto 0

[« Ponto no Objeto S22 1 e 23
{"Juntar ou Separar Ponto -1
X Intersetar Dois Objetos )

.*" Ponto Médio ou Centro

Entrada: (]

oZ Numero Complexo

2. Na folha grdfica 2d recorra a ferramenta Novo Ponto e marque dois pontos A, origem do
referencial, e B. Use a ferramenta Circunferéncia(Centro,Ponto) e marque a circunferéncia de
cenfro em A e que contém B.

@ Circunferéncia (Centro, Ponto) 0no e

(¥ Circunferéncia (Centro, Raio) \; A P @), LN s =z B Mover o
(\2 Compasso Folha Grafica * @ * Folha Grafica 3D T
O Circunferéncia (Trés Pontos) 4
(" Semicircunferéncia (Dois Pontos) 3
z

" Arco Circular (Centro, Dois Pontos)

~ B
<) Arco Circuncircular (Trés Pontos) 2 4
Z) Setor Circular (Centro, Dois Pontos) 1

€ Setor Circuncircular (Trés Pontos)

Entrada: (]

3. Na folha grdfica 3d recorra a ferramenta Esfera(Centro,Ponto) e ponto e obtenha a esfera de
centro A e cuja superficie contém o ponto B.

Esfera Centro, Ponto oon GeoGebra
D , ) B AL DD e g @‘\ L v meC ‘G‘v 41 Esfera (Centro, ... 2

v

. ESfera (Centro, Raio) Folha Gréfica " °* Folha Grafica 3D T

Entrada: (]

4. Ainda na folha grdfica 3d, use a ferramenta ponto para marcar o ponto C sobre a superficie
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esférica. De seguida use a ferramenta Reta(Dois Pontos) para marcar a reta AC.

Reta (Dois Pontos) e eoters - -
/ S Dois P ) 1\ .Av/“v;v D d;)_. it 1 @ .v Z‘ -7 ABC z{_:)-v 2 Mover S
egmento( ois Pontos Folha Gréfica * “* Folha Grafica 3D &%
" Semirreta (Dois Pontos) 4
. Vetor (Dois Pontos) 3
2 B

Entrada:

5. Marque um ponto D sobre a superficie esférica.

6. Usando a ferramenta Plano Perpendicular obtenha o plano perpendicular a AC que passa por
D

7. Recorrendo a ferramenta Circunferéncia(Eixo,Ponto) construa a circunferéncia de eixo AC e
que contém D

8. Intersecte o plano com a superficie esférica usando a ferramenta Intersectar Dois Objectos.
9. Usando a ferramenta Intersectar Dois Objectos, obtenha os pontos F e E.

8006 GeoGebra

Plano Perpendicular ] >x.~ 1t > > & % B @ & -7 rec £ A Mover 8
Folha Grafica * “* Folha Grafica 3D Tex
“* Plano Paralelo 4
3
F
& Circunferéncia (Centro, Direcdo, Raio) 2 8

€ Circunferéncia (Trés Pontos)

o" Novo Ponto

[ Ponto no Objeto
Intersetar Dois Objetos
.*" Ponto Médio ou Centro

" Juntar ou Separar Ponto Entrada:

oZ Nimero Complexo

10. Movimente os pontos B, C e D e explore a aplicacdo.

Construa um roteiro de perguntas que permitam usar a aplicacdo em sala de aula, de modo a
ilustrar e explorar conhecimento matemdtico relacionado com a geometria da esfera.
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Tarefa 8 - Circunferéncias e circulos no espaco

1. Marque frés pontos no espaco e construa a circunferéncia que os contém, usando o

comando Circunferéncia[Ponto, Ponto, Ponto] , ou

2. Utilize o comando Circunferéncia[Ponto, Raio

&

a ferramenta

, Direcdo] , é , de modo a obter

circunferéncias de centro num ponto P, raio r, e num plano perpendicular a uma

direccdo ou paralelo a um outro plano.

800 circunferencias3d.ggb r=1
B A ol % 8@ L F e | AZ02])
Folha»Algéb.rica v o x  Folha Gréfica 3D v g x K = (_ s ] )
‘Ozjioilill;l,rezf 1 J= (_2' 2' ])
0 oG Vetor[K, J]
k=301 c_1=CircunferéncialA, r, U]
et
HE M= 2.2 4)
e N=(-2,2 4)
‘°5j?fi‘ieﬁe£“.e1",'%§_+h<. Q=(-1,-1,9)
SRR P=Plano[M, Q, N]
? c;: todo-GeoConic3D B - (2[ 2, 4)
Jp 4x 4z = 24 . ~ .
“_ (' g) c_2=CircunferéncialB, r,p]
0/
_— L={(-1,-1,0)
Entrada: TN T = (_2’ 2’ 2)
a=RetalL, T]
c_3=Circunferéncia[C, r, q]
000 i d_1.ggb :
(] A > ol vk 8@ & e G

Folha Algébrica v & x  Folha Grafica v & X Folha Grafica 3D

= Objetos Livres
DA=(@11
JB=0(,2)
2C=(@2-20

= Objetos Dependentes
@a-x+y=0
9 ctodo-GeoConic3D

[ <« >

Entrada: | Circunferénciala, C||

3. Utilize o comando Circunferéncialeixo, Ponto], ! , de modo a obter uma
circunferéncia que contem um ponto e contida no plano perpendicular a uma reta.

Ol um
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Tarefa 9 - Superficie cilindrica
Com o comando cilindro infinito obtenha as trés superficies cilindricas da figura.

Cilindrolnfinito[ <Reta>, <Raio> ]
Cilindrolinfinito[ <Ponto>, <Vetor>, <Raio> ]

Cilindrolnfinito[ <Ponto>, <Ponto>, <Raio> ]

Ponto A=(0,0,0)

Raio r=1

Vetor Cilindrolnfinito[A, Vetor[(0, 0, 0), (1, 0, 0)], 1]
Um cilindro em cada uma das direccdes Cilindrolnfinito[A, Vetor[(0, 0, 0), (0, 1, 0)], 1]
dos frés eixos coordenados Cilindroinfinito[A, Vetor[(0, 0, 0), (0, 0, 1)]. 1]

O
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Tarefa 10 - Cénicas em 3D

1. Abra o GeoGebra na versdo 5.0.
2. No menu Exibir active a Folha Grdafica 3D
3. Na linha de comandos escreva, e de entrada, de cada um dos seguintes comandos:

a=Conelnfinito[(0, 0, 0), (0, 0, 3), 45°]
A= (4,4,0)

B=(0,-4,0)

C=(0,0.4)

b=Plano][A,B,C]

non Coolaten

R P B _'. .r'. & 5 :‘: . ... v éa.o Mover
Folha Algebrica YT Foima Crdfica 3D
Objetos Livres | o
‘A =440
B = (0 -4,0)
sC» 00,0 9
Objetos Dependentes

saux' sy 120

¢ ¢ 10d0-CeoConic3D

Entrada '

4. Mova os pontos A, B e C na folha grdéfica 3D e observe a intersecdo do cone com o plano.
5. Determine a intersecdo escrevendo Interse¢cdoGeométricalb,a] na linha de comandos seguido
de enter.
Perguntas para explorar a aplicagdo com os alunos:
Depois do terceiro passo:
Como se representa o cone e o plano algebricamente?
Depois da aplicacdo construida:
Indica coordenadas de A, B e C para que a interseccdo seja:
a. um ponto;
b. uma circunferéncia;
c. uma elipse;
d. uma pardbola.

Observas na interseccdo, outro tipo de curvas que conhecas? Quais?

Outros comandos para obter um cone: Cone[ <Ponto>, <Ponto>, <Raio> ], Conelnfinito[ <Ponto>,

<Vetor>, <Angulo> ], Conelnfinito[ <Ponto>, <Reta>, <Angulo>].
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Tarefa 11 - Poliedros platénicos

Experimente os comandos abaixo para representar outros poliedros platdnicos para além do
hexaedro regular.

Dodecaedro[ <Ponto>, <Ponto>, <Diregdo> ]

Icosaedro[ <Ponto>, <Ponto>, <Dire¢do> ]

Tetraedro[ <Ponto>, <Ponto>, <Diregdo> ]

Octaedro[ <Ponto>, <Ponto>, <Dire¢do> ]

Pirdmide[ <Ponto3D>, <Ponto3D>, ... ]

Tarefa 12 - Sélido inscrito e Modelacao
1.Inicie o GeoGebra 5.0.
2. Coloqgue visivel as trés janelas: Folha Grdfica, Folha Grdfica 2 e Folha Grdfica 3D.
3. Represente os pontos:

3.1. A=(1,0,0)

3.2.B=(0,1,0)

3.3. C=(-1,0,0)

3.4.D=(0,-1,0)

3.5.V=(0,0,2)
4. Construa todas as faces da pirdmide.
5. Clique sobre a Folha Grdfica (que deverd ter os eixos escondidos) e consfrua o
seletor h. Este deverd ser vertical e variar entre 0 e 2.
6. Cligue sobre a Folha Grafica 3D e defina o plano z=h.
7. Determine os pontos de interseccdo das arestas da pirdmide com o plano z=h.
(pontos E,FG,H).
8. Esconda o plano definido anteriormente.
9. Defina os pontos que resultam da projeccdo dos pontos definidos
anteriormente, sobre o plano z=0:

?.1. E_1=(x(E).y(E).O)

9.2. F_1=(x(F).y(F).0)

9.3. G_1=(x(G).y(G).0)

9.4. H_1=(x(H).y(H).0)
10. Construa as faces do paralelepipedo através de comandos semelhantes a
Poligono[G,H,H_1,G_1] e altere, em seguida, a sua cor e opacidade.

-~
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11. Defina a varidvel volume através do comando volume=poligono9*h. Caso
poligono? seja uma das bases do paralelepipedo.

12. Clique sobre a Folha Grdfica 2 e defina o ponto que associa a altura do
paralelepipedo o seu volume, através do comando X=(h,volume)

13. Cligue com o botdo direito do rato sobre o ponto X e escolha a opcdo Activar
Traco.

14. Torne visivel a Folha de Cdiculo.

15. Clique com o botdo direito do rato sobre o ponto X e escolha a opcdo Gravar
para a Folha de Cdlculo

16. Altere as opcdes do par@metro h para Animacdo->Crescente e Incremento-
>0.2

17. Clicando com o botdo direito do rato, escolha a opcdo Animar.

18. Pare a animacdo. Seleccione o traco na folha de cdiculo e com o botdo
direito do rato escolha a opc¢ado Criar Lista de Pontos.

19. Mude a localizagc@o dos ponts criados para a Folha Grdfica 2.

20. Cligue na Folha Grdfica 2 e em seguida na barra de entrada introduza o
comando RegressdoPolinomialflistal,3] para obter a expressdo analitica da
funcdo que relaciona a altura do prisma com o seu volume.

0.6 .

h=0.1 - ! 3

-~
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Tarefa 13 - Caixa de volume maximo

—_
.

Defina os pontos A=(4,0,0); B=(0,0,0); C=(0,6,0); D=(4,6,0).

2. Defina o poligono [ABCD].

3. Defina recorra & funcionalidade “7 das vista 3D para visualizar a partir de cima
a base do sédido geométrico.

4. Na Folha Grdfica 1 construa o seletor a que varia entre 0 e 2 e oo que deverd
ser um angulo que varie entre 0° e 90°.

5. Na Folha Grdfica 1 construa as circunferéncias cenfradas em cada um dos
vértices de raio a.

6. Determine os pontos de intersecdo das circunferéncia com os lados do

retGngulo como mostra a figura seguinte.

M
- ™

%

' v \O Q DO
| P + . !
| ) |
NS i [
L H
R 77
| B 1K A

._\.

7. Esconda as circunferéncias, o retdngulo e construa os pontos de interseccdo
dos segmentos de reta.

‘@ O Q - D
° > ’ a
6
N |R S F
: °
at
21
5t
L U T H
1 >
B K | A
o 5 B a

8. Construa os segmentos correspondentes ao corte da cartolina e o poligono
que serd a base da caixa, conforme mostra a figura:

et
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- r-2
] ] =
AN R S_ 4F
)
4
-4
L |u TR
1 ol - -
B 'K oA
o U

9. Obtenha as coordenadas dos pontos que servirdo para o fecho da caixa:
H_1=(x(T)+a cos(ct),y(T),z(T)+a sin(c))

I_1=(x(T), y(T) - a cos(x), a sin(ex))
K_1=xU), yU) - a cos(a), a sin(ex))
L_1=(x(U) - a cos(Ea), y(U), a sin(Ea))
F_1=(x(S)+a cos(e),y(S),z(S)+a sin(cr))
0_1=(x(S), y(S) + a cos(a), a sin(a))
O_1=(x(R), y(R) + a cos(x), a sin())
L_1=(x(R) - a cos(a), y(R), a sin(x))

10. Construa os poligonos das faces laterais da caixa.
11. Esconda todos os pontos.
12. Na Folha Grdfica 2 defina o ponto X =(a,a* poligono2) sendo poligono2 a base

da caixa.
13.Active o traco de X e de forma andloga a tarefa anterior determine a
expressdo da funcdo que relaciona o valor de a com o volume da caixa.
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