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7 Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen

Eine Gerade und eine Ebene konnen

e parallel sein

Gleichsetzen von Gerade und Ebene fiihrt zu keiner Losung

e sich einmal schneiden

Gleichsetzen von Gerade und Ebene fiihrt zu genau einer Losung

e sich in unendlich vielen Punkten ,schneiden® (die Ebene enthélt die Gerade)

Gleichsetzen von Gerade und Ebene fiihrt zu unendlich vielen Losungen

Rechnerisch findet man die Losung, indem man

a) die Gerade der Parameterform der Ebene gleichsetzt und eine, bzw. keine, bzw. unendlich viele

Losung(en) findet.

b) die Gerade in die parameterfreie Form der Ebene einsetzt und eine, bzw. keine, bzw. unendlich

viele Losung(en) findet.

Fiir beide Fille werden wir das Vorgehen an Beispielen erldutern.

7.1 Ebene in Parameterform

Gegeben seien
—1 1 1 -5
g: X=|8 |+r[-4 und E: X=|0 |+o| 6 |+7] 2
3 -1 2 -8

Wir setzen E und g gleich und erhalten drei Gleichungen:

—14+X = 1-50+37
8—4\ = 60+ 27T
—74+3\ = —1+20-87
Umsortieren:

AN+bo—-31r = 2
4N+ 60+27 = 8
3A\—20+87 = 6

Dieses Gleichungssystem l16sen wir mit dem Gauf-Algorithmus:
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1 5 -3 2 1 5 -3 2 1 5 -3 2
8 — 0 —-14 14 0 — 0 —-14 14 O
3 -2 8 6 0 -17 17 0 0 O 0 0

Wir erhalten: Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. g ist also in E enthalten.

7.2 Ebene in parameterfreier Form

Wesentlich einfacher ist die Schnittpunkt-Berechnung, wenn die Ebene in Koordinatenform vorliegt:

Gegeben seien

3 0
g: X=|-3]+Xx|4| und E: 25z — 4229 + 625+ 12 = 0.
2 3

Aus der Geradengleichung erhalten wir

r1 = 3
To = —3+4)\
r3 = 243X\

und setzen dies in die Ebenengleichung ein:

253 —42- (344X +6- (24 3)\) +12=0
& 754126 — 168\ + 12+ 180+ 12 =0
& 225-150A=0 < A=1,5

Diesen Wert setzen wir nun in die Geradengleichung ein und erhalten als Schnittpunkt

3 0 3
0S=|-3|+ 1,b- 14| = 3 |. Gerade und Ebene schneiden sich in S(3/3/6,5).
2 3 6,5

7.3 Aufgabe 1

1 1
1) Gegeben ist die Gerade a: X = |2 | +a |1
4 1

Untersuche die Lage von g bzgl. der Ebene

a) E: 1 —2x94+23—-1=0
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b) F:—z1—29+2x3—8=0
-1 0 3 1
2)E:)2: 2 | +A1|+pf|-1]1, gc:)?zv 1+c¢
3 1 1 1—c

Wie muss ¢ gewdhlt werden, dass g. echt parallel zu E liegt?

Losung

1
Da: X=[2]|+«
4

—_ = =

a) EF: x1—21904+23—1=0

Wir setzen die Koordinaten der Gerade in die Ebenengleichung ein:

l+a—-22+a)+4+a—-1=0
& l4+a—-4-2a+44+a-1=0
& 0=0

Es gibt unendlich viele Losungen, d.h. a ist in E enthalten.

b) F:—x1 —290+4+22x3—8=0

2) E:

Wir setzen die Koordinaten der Gerade in die Ebenengleichung ein:
-1+a)—24+a)+24+a)-8=0
& —-l—-a—-2—-a+84+2a0—-8=0
& =3=0

Wir erhalten keine Losung, d.h. a und F sind echt parallel.

—1 0 3 1
X=|(2]+r][1 +pf| =11, gc:)z:’y 1+e¢
3 1 1 1—c

Wir setzen gleich und erhalten

—-1+3p = «v
24A—pu = ~(1+¢)
3+ A+pu = y(1—c¢
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Umsortieren und Vertauschen der ersten und zweiten Zeile:
“Atp+ 14y = 2
3u—y =1
A p+(=14+¢)y = =3

Zur Losung verwenden wir den Gaufs-Algorithmus:

-1 1 14c¢ 2 -1 1 14c¢ 2 -1 1 1+c¢c 2
0o 3 -1 1 — 0o 3 -1 1 — 0 3 -1 1
1 1 —14¢ -3 0 2 2 -1 0 0 6c+2 —5
Es ist v = %. Wir erhalten einen Schnittpunkt fiir ¢ # —%. Fiir ¢ = —% sind Gerade und

Ebene echt parallel.

7.4 Aufgabe 2

3 -2
1) Bestimme die Lage der Gerade g: X = [ 8| + A | 2
6 1
0 -1 -1
bzgl. der Ebene G : X=|8]+0]| 2 |+7] 0
0 1 1
2—a a—2
2) Gegeben seien FEj: 2x1+k—23 =0 und hg: X = 2 +7n 2
4—2a 0

Fiir welche Werte von k und a gibt es genau einen Schnittpunkt?

Losung

<
Il
o0
_|_
Q
)
+
\]
o

3
)g: X=|[s8|+xr[ 2], G:
6

Wir setzen gleich und erhalten

3—-2\

8+20c = 842\
co+T1T = 6+

—0—T
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Aus der ersten und dritten Gleichung erhalten wir 3 — 2\ = —6 — A, also A = 9.

Nun kdénnten wir bereits das gefundene A in die Gerade einsetzen und den Schnittpunkt bestim-
men. Wir 16sen aber das Gleichungssystem noch vollstdndig auf, um sicher zu gehen, dass nicht
noch irgendwo ein Widerspruch entsteht.

Aus der zweiten Zeile erhalten wir o = A, also 0 = 9.

Alles eingesetzt in die erste oder in die dritte Zeile liefert uns 7 = 6, insgesamt kein Widerspruch.
Wir setzen A = 9 in die Geradengleichung ein und erhalten den Schnittpunkt S(15/26/15).

2—-a a—2
Ey: 21 4+k—23=0 und he: X = 2 +n 2
4 —2a 0
Wir setzen die Koordinaten der Gerade in die Ebenengleichung ein:
22—-a+n(a—2)]+k—(4—-2a)=0
&S 4—-2a+2an—4n+k—4+2a=0
& (4—-2a+k—4+2a)+n(2a—-4)=0
< k+n2a—4)=0
Es ist also

-k
 2a—4

Ui

Um mindestens einen Schnittunkt zu erhalten, muss a # 2 sein, da wir sonst im Nenner Null
stehen hétten.

Fiir a = 2 und k # 0 sind Gerade und Ebene echt parallel.

Fiir a = 2 und k£ = 0 ist die Gerade in der Ebene enthalten.



