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Problemas — Tema 9

Problemas resueltos - 13 - posicion relativa de dos

rectas
1.a) Halla a€IR para que las rectas 7 : X+2y—z=1 : x+y=0 se corten en un
—x+y—3z=2 3x2y+z=a

punto.

b) Para dicho valor de a obtener la ecuacion implicita de un plano que contenga a ambas rectas.

a) Para estudiar la posicion relativa de dos rectas podemos trabajar de dos formas.

La primera es con sus ecuaciones generales, formando un sistema 4x4 que deberia tener solucién unica si
queremos que ambas rectas se corten un punto.

La segunda es obtener los vectores directores de cada recta #,,#, y un punto de cada recta para formar

el vector AB . Estudiando el rango de la matriz formada por estos tres vectores podemos deducir la
posicién relativa de ambas rectas. Vamos a resolverlo de esta segunda forma.

r: x+2y—z=1 - z=t — r: X+2y=1+41 — Sumamos ambas ecuaciones
—x+y—3z=2 —x+y=2+3t¢
3y=3+t — y=1—|%l - x=1+t—2(1—|%t) - x=—1—§t
xz—l—ét
r 43 Aer=(-1,1,0) 1,‘[=(_—5 4 1) ii.=(—5,4,3)
| y=lig A - T
z=t
x+y=0 o oz=m o s x+y=0 oo —2x=2y=0 | _,
13xRy+z=a 3xRy=a-m 1B3xRy=a-m

Sumamos ambas ecuaciones - x=a—m — y=—a-+m

xX=a—m
siiy=—a+m} — Bes=(a,—a,0) , i=(—1,1,1)
z=m

Elvector AB resulta — Aer=(-1,1,0) , Bes=(a,—a,0) - A_’Bz(a+1,—a—1,0)
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Formamos la matriz ([[,., u,, AB) . Para que las rectas se corten en un punto el rango de esta matriz

debe ser dos, ya que los vectores directores de ambas rectas son sistema generador del plano que contiene
a ambas rectas. Ademas, estos dos vectores directores son linealmente independientes entre si.

i=(-54,3) , i,=(-1,1,1) , AB=(a+l,—a—1,0)

Los vectores directores de las dos rectas, en efecto, son linealmente independientes ya que no son

-5 ,4 3
proporcionales, como se comprueba al dividir sus componentes — —17& T;é 1

Nos queda imponer la condicion de rango dos para la matriz formada por los tres vectores. Para ello,
forzamos que su determinante sea cero (ya que asi el rango no sera tres.)

-5 4 3
-1 1 11=0 —» 0+4(a+1)-3(—a—1)—(3(a+1)+0—-5(—a—1))=0
a+l —a—1 0

(a+1)+2(=a—=1)=0 —» —a—1=0 — a=-1

Esta valor anula el determinante. Sabemos que el rango de a matriz es dos, al contener dos vectores
linealmente independientes (los dos vectores directores). Por lo tanto, para a=—1 las rectas se cortan en
un solo punto.

b) Para a=—1 debemos obtener la ecuacion general o implicita del plano que contiene a ambas rectas.
Sabemos que un plano queda determinado de manera uUnica por dos vectores linealmente independientes
paralelos al plano y un punto del plano.

Estos vectores son los directores de las rectas: i7,=(—5,4,3) , i@,=(—1,1,1)

Y el punto es uno de cualquiera de las dos rectas, por ejemplo: AEr =(— 1, 1,0)

Con la determinacion lineal del plano podemos obtener su ecuacién general anulando el siguiente
determinante.

-5 -1 x+l
4 1 y—1=0 - =5z=3(y—1)+4(x+1)—(3(x+1)=5(y—1)—-42)=0
3 1 z

—zR(y—1)Hx+1)=0 - T:x+2y—z-1=0
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X z
2.Sealarecta r:mx=y=z+2 con m#(0 ,ylarecta s: 1 Zy—lzz
a) Halla el valor de m para que las rectas sean perpendiculares.

b) ¢ Existe algun valor de m para el que las rectas sean paralelas?

a) Ambas rectas seran perpendiculares si el producto escalar de sus vectores directores es nulo.

romx=y=z+2 — r:x:lzzJr2

P i.=(1,m, m)

x_4=y—1:§ ~ i7=(4,1,2)

i =0 - 4+m+2m=0 — m=—=

b) Ambas rectas seran paralelas si sus vectores directores son proporcionales. Es decir:

m_m

1
4 1 2
. , g 1 .
Si igualamos la primera y la segunda fraccién — mzz . Pero con este valor no se cumple la igualdad

entra la primera y la tercera fraccién. Por lo tanto, no hay un valor de m que haga paralelas ambas rectas.
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