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APENDICE C - EMBASAMENTO TEORICO: ELIPSE

Conforme visto anteriormente, a elipse pode ser visualizada como resultado da interse¢ao

de um cone duplo com um plano (Figura C.1).

Figura C.1 — Elipse gerada por uma intersecao.

(a) (b)
Fonte: Préprio autor.

Todavia, para estudar as propriedades desta curva € mais conveniente explora-la partindo
da sua descricdo geométrica. Por isto consideraremos aqui a definicdo da elipse via Lugar
Geométrico. Para tal usaremos o conceito de distancia entre pontos. Isto €, dados dois pontos
Py = (z1,y1) € Py = (x4, y2) do plano, consideraremos a distancia entre P, e P, denotada por
d(Py, P,) por

d(Py, Py) = |[PiBsl| = /(22 — 21)% + (32 — 1)

Definicao C.1. Chama-se elipse o lugar geométrico E dos pontos X de um plano tais que soma

das distancias de X a dois pontos fixos distintos Fy e F, deste plano é constante. Ou seja
d(X7 Fl) + d(X7 FQ) = 2&,
onde a é um niimero real tal que 2a > d(Fy, F3).

A Figura C.2 ilustra a defini¢@o da elipse.
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Figura C.2 — Elipse: ilustragdo da definicao

2a

Fonte: Préprio autor.

Note que o ponto X7 (cor lilas) satisfaz a condicao de que d( Xy, F1) + d(X1, F») = 2a.
Para visualizar este fato, o lado direito da figura apresenta um segmento horizontal de tamanho
2a (em preto) e apresenta logo abaixo outro segmento horizontal (cor lilds) formado por uma
parte de tamanho correspondente ao segmento X, 7 (linha continua) seguido por outra parte
com tamanho igual ao do segmento X, I'; (linha tracejada). Logo € possivel visualizar que ambos
medem 2a. O mesmo ocorre para os pontos X, (cor alaranjada) e X3 (cor azul). Portanto, os
X1, X5 e X3 sdo pontos desta elipse. Todavia, no caso do ponto X4 (cor vermelha) teremos que
d(Xy, F1) + d(Xy, F3) < 2a, enquanto para X5 (cor marrom) teremos d( X5, Fy) + d( X5, Fy) >
2a. Ou seja, X4 e X5 ndo pertencem a esta elipse.

Na Definicéo C.1 aparece a condigdo d(F}, Fy) < 2a. Para entender o motivo desta

exigéncia, observe que a desigualdade triangular nos fornece que

d(Fy, ) = [[Fy, Bl = [[Fy, X4+ X Bl < [[Fy X[+ [[X ]| = d(X, Fy) 4+ d(X Fy).

Logo, se d(Fy, Fy) > 2a, nenhum ponto X terd como satisfazer a condi¢ao d(X, Fy) +
d(X, F») = 2a (em outras palavras, o resultado do lugar geométrico seria o conjunto va-
zio). No caso de d(Fy, F») = 2a, entdo apenas um tnico ponto X ird satisfazer a condi¢ao
d(X, F1) + d(X, F») = 2a, e este ponto serd o ponto médio entre F; e Fy. Alguma referéncias
classificam estes casos como “elipses degeneradas”.

Uma maneira de construir um esboco de uma elipse é usando um barbante de tamanho
2a. Para tal deve-se ficar as extremidades do barbante nos pontos Fj e F,>. Em seguida usar um
lapis para esticar o barbante e, mantendo sempre o barbante esticado, mover o lapis ao redor dos

pontos de fixacdo do barbante para esbocar os pontos que pertencem a esta elipse.
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Figura C.3 — Esbocgo da elipse utilizando lapis e barbante

Fonte: Proprio autor.

Note que, caso o barbante seja menor ou igual que a distancia entre os pontos F} e
F, ndio teremos a “sobra” do barbante para entdo obter os pontos desejados. E por isso que a
Definic¢do C.1 exige que d(F}, F3) < 2a.

Na Figura C.4 podem ser vistos mais alguns exemplos de elipses. Note que a elipse ndo
precisa ter uma posicao especifica em relagdo ao sistema de coordenadas. Isto €, pode estar
com a parte mais alongada paralela ao Eixo y (Figura C.4(a)), ou entdo paralela ao Eixo z
(Figura C.4(b)), ou mesmo nao estar paralela a nenhum dos eixos (Figura C.4(c)). O centro da
elipse (ponto médio entre os pontos Fi e F») também ndo precisa ter nenhum posicionamento
especifico em relacdo ao sistema de coordenadas. Além disso, note que quando os pontos fixos
Fy e F; coincidam, o resultado serd uma circunferéncia (Figura C.4(d)). Ou seja, a circunferéncia
¢ um caso particular de elipse. Este fato sera justificado apropriadamente adiante, ap6s a dedugao

da equacao reduzida de elipse.
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Figura C.4 — Exemplo de elipses

N

Fy

A

Elipse

(a)

(b)
ﬂ F

(©) (d)
Fonte: Préprio autor.

C.1 ELEMENTOS DA ELIPSE

Para compreendermos melhor esta curva, € importante obter uma forma de caracteriza-la
através de uma equacdo. Todavia, para tal serd importante estabelecer previamente os elementos
e as nomenclaturas desta secdo conica. Os principais elementos da elipse estdo listados abaixo e

podem ser visualizados na Figura C.5.

» Focos: pontos fixos I} e Fy;

Centro: ponto médio de F; e Fy (denotado por C);

Reta Focal: reta que contém os focos (denotada por r4);

Reta Nao Focal: reta perpendicular a reta focal e que passa pelo centro (denotada por r3);

Vértices: pontos da elipse que interceptam a reta focal (denotados por A; e A5) e a reta
nao-focal (denotados por By e Bs);
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 Eixo Maior: segmento cujas extremidades sdo os vértices pertencentes a reta focal (A4; As);

» Eixo Menor: segmento cujas extremidades sdo os vértices pertencentes a reta nao-focal
(B1B2).

Figura C.5 — Elementos da elipse.

Reta Nao Focal

B,

Eixo Menor

Reta Focal T Eixo Maior

Fonte: (BOBKO, 2017).

A distincia entre os focos (d(F}, F3)) é chamada de distancia focal e é denotada por
2c¢. Vale notar que, da defini¢do da elipse, temos que d(F}, I;) < 2a. Ou seja, ¢ < a. Observe
ainda que 2a corresponde a distincia entre os vértices do eixo maior, isto é, 2a = d(Ay, Ay).
Logo, ¢ < a estd garantindo que os focos F} e F5 fiquem entre os vértice A; e A, (de forma
mais precisa, pertencam ao Eixo Maior), como ilustra a Figura C.6. Uma vez que 2a equivale a
distancia entre os vértices A; e A, e 2¢ a distancia entre os focos, € comum denotar por 2b a

distincia entre os vértices B; € B».
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Figura C.6 — Elementos da elipse.

By

2b Ao

2a

Fonte: Préprio autor.

Estas trés constantes, a, b e ¢, possuem uma relacdo interessante que serd relevante para
a obtencdo da equacio reduzida da elipse. Note que B; é um ponto da elipse, logo d( By, F}) +
d(By, F») = 2a e, além disso, este ponto estd a equidistante de F; e de F;. Disso segue que a
distancia de B; até o foco F} serd igual a a. Logo a, b e c podem ser vistos como as medidas
dos lados de um tridngulo retangulo onde a é a medida da hipotenusa (Figura C.7). Usando o

Teorema de Pitdgoras segue que

a’ =b"+c. (C.1)
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Figura C.7 — Relag@o entre as constantes a, b € ¢ na elipse.

X

Fonte: Préprio autor.

C.2 EQUACAO REDUZIDA DA ELIPSE

Para facilitar a compreensao da deducdo da equacdo reduzida da elipse, vamos considerar
primeiramente o caso da elipse centrada na origem. Além disso, consideraremos o caso em que o
eixo focal da elipse estd sobre o eixo das abcissas do sistema de coordenadas. Neste caso teremos
que as coordenadas dos focos podem ser escritas como F; = (—¢,0) e F; = (¢, 0). Além disso,

dado um ponto X = (x,y) qualquer da elipse, este devera satisfazer:

d(X, ) +d(X,Fy) = 2a
= \/(m+c)2+(y—0)2+\/(:v—c)2+(y—0)2:2a

= (x+¢)?+y?=2a—/(z— )%+ y%

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

(x+ ) +9° =4a®> —da\/(x — )2+ y2 + (z — ¢)? + 3/

= da\/(v — )2 +y2 =4a®+ (x — ¢)* — (v + ¢)

= da\/(v —c)? +y? = 4a® + 2* — 2xc+ & — 2* — 22 —

= da/(z —c)? +y? = 4(a® — z¢).



79

Para eliminar as raizes, elevaremos novamente ambos os lados ao quadrado.

= a*[(z —c)? + %] = a* — 2a*xc + 2°E
= q?

[(x
(2% — 2zc+ & +y°) = a* — 2a’zc + 27
%a

= 1%a® — 2d%vc + a* + y*a® = a* — 2d*wc + 27

= 22a% +42a? — 22 = ot — a2

= 2%(a® — ) + 9%’ = a’(a® - &A). (C.2)
Da Equacdo (C.1) temos que a? — ¢? = b2. Substituindo a? — ¢ por b? na Equagdo (C.2) obtemos,
*b* + y?a® = a’b’.
2% tem-se
20 2 o
a2? ' a?b? b

donde segue a Equacao Reduzida da Elipse (caso em que a elipse estd centrada na origem e

Dividindo ambos os lados por a

com Eixo Focal sobre o Eixo x).

Y (C.3)

Note que na deducao da equacdo da elipse realizada consideramos o Eixo Focal sobre
o Eixo z, como a elipse da Figura C.8(a). Para o caso em que os focos estdo sobre o Eixo y
(Figura C.8(b)), ainda centrada na origem, a deducdo € andloga e obtém-se a Equacao Reduzida

da Elipse:

T+l (C.4)

Figura C.8 — Exemplos de Elipses com Eixo Focal sobre o Eixo z e sobre o Eixo y.

Eixoy

P
'Eixo y

Eixo x

F F Eixo X

(a) (b)
Fonte: Proprio autor.
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Consideremos agora o caso em que a conica ndo esteja centrada na origem, isto é, que
C' = (x0,%0) # (0,0), e com Eixo Focal paralelo ao Eixo z. Intuitivamente, basta realizar uma
translacdo no sistema de coordenadas que recairemos nos casos anteriores. Isto €, consideraremos
o sistema de coordenadas com origem no ponto C' e com Eixos £; e Ej; paralelos aos eixos do

sistema de coordenadas original £, e I, respectivamente, como mostra a Figura C.9.

Figura C.9 — Translacdo da elipse e do eixo de coordenadas

Elipse

(0,0)

(a)
Fonte: Proprio autor.

Como neste novo sistema de coordenadas a elipse estd centrada na origem e com eixo
Focal sobre o Eixo 7, a sua equacdo reduzida serd
=2 2
S !
a b
Mas podemos relacionar as novas varidveis, com respeito as antigas, da seguinte forma:
T =x—x9ey =1y — Y. Entdo, no sistema de coordenada original, a Equacdo Reduzida da
Elipse sera
(x — 20)? 4 (y — 40)”
a? b?

=1 (C.5)

Note que o caso em que o centro da elipse € C' = (z,y0) # (0,0) e o Eixo Focal da
elipse € paralelo ao Eixo y do sistema de coordenadas, poderemos proceder da mesma maneira,

donde obteremos a

(m - 900)2 (y - yo)2
b2 a?

=1. (C.6)
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Note que, no caso em que o centro da Elipse estd na origem do sistema de coordenadas,
as Equacoes (C.5) e (C.6) recairdo nas Equacdes (C.3) e (C.4), respectivamente. Desta forma a

elipse admite as possibilidade de Equacoes Reduzidas descritas na Tabela C.1.

Tabela C.1 — Equacgdo geral de acordo com a posicao relativa

Equacao Condigao Figura
“‘;0) -+ (y‘b-ZOV = 1. | Eixo Focal da elipse é paralelo ao | Figura C.4(a)
Eixo x do sistema de coordenadas
("”_bﬁo)Q + (y_a’“;”)z = 1. | Eixo Focal da elipse € paralelo ao | Figura C.4(b)
Eixo y do sistema de coordenadas

Fonte: Préprio autor.

Para o caso em que o Eixo Focal da elipse ndo € paralelo a nenhum dos eixos do sistema
de coordenadas, como no caso da Figura C.4(c), a equagdo da elipse ndo serd mais chamada de

equacdo reduzida pois ela torna-se mais complexa e nao serd abordada neste trabalho.

Conforme mencionamos previamente, no caso em que os focos coincidirem (F; = F5) o
resultado serd uma circunferéncia. De fato, neste caso teremos que a distancia focal serd nula,
isto €, ¢ = 0. Logo, as medidas a e b serdo iguais pois s@o nimeros ndo negativos e devem
obedecer a relagio a? = b?+¢* = b? (vide Equagio (C.1)). Portanto, com base na Equacdo (C.5),
ou na (C.6), teremos que:

(x —2xo)2 n (y —2?/0)2 1
a a
(z — x0)* 4 (y — o) = a*.

Mas esta € justamente a equagdo de uma circunferéncia de centro C' = (¢, 3o) e raio r = a.



