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1. Determinantes de orden dos

Dada la matriz cuadrada de segundo orden

a, a
A — [ 11 12 J
a, a4y
El determinante de A es el naimero

114 290

det(4)=|4|=

=4y 1y —dpp tdy

a, ¥ dy

Si designamos las filas 1 y 2 y las columnas 1 y2 por  F, F, y C,, C, respectivamente,

F,

2

:det(CleQ) . Ademas

podemos también representar como det (A)=det

e Si A=0 = det(A4)=0

e Si A=I, S det(4)=1

 Si A es diagonal o triangular = det(A)=a,. ay
# Ejemplos:

3 2

=3.(=1)-22 =-7: ]
L RIT

-

Una matriz cuadrada A es regular siy solosi det(A4)#0

# Ejemplos:

5 2
1.- Como | 4| = 7 3 =53-27 =1#£0, A es una matriz regular.

1 2
2.- Como |B|= 3 6 =16 -23 =0, B es una matriz singular.

2. Determinante de orden tres

Dada la matriz de orden tres

ap 4ap ap
A= ay A4y Ay

as 4z dixp

El determinante de A es el nimero
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|A|=a21 Ayy Q| =Gy Ay Ay T Ay, Aoy Ay T Ay 2y 2 Ay — 0y Uy~ gy — Ay Gy A3y — 0130 Ay~ Ay,

;. Ay dg

Si designamos las filas 1,2 y 3 y las columnas 1, 2 y 3 por F\ F,F, yC,C,,C,
Fl
respectivamente, podemos también representar como det(A)=det| F , |=det (Cl, C, Cs)
F3
Ademas
e Si A=0 = det(A)=0
e Si A=I, = det(A)=1

* Si A es diagonal o triangular = det(A)=a,,. a,. a;

# Ejemplos:
3 2 1
1-15 4 0[=-36+0-5-0+30-8=-19
2 -1 3
2 1 0
2-13 1 4=4+4+0+8-6-0=10
-1 2

* Una matriz cuadrada A es regular siy solosi det (4)#0

# Ejemplo:
1 2 3
Como |A|=0 4 5=24+O+0—0—0—0=24¢0)Aesregular
0 0 6

e Para resolver los determinantes de orden tres, es conveniente recordar la REGLA DE

SARRUS:

© Los productos con signo + estan formados por los elementos de la diagonal principal y

los de las dos diagonales paralelas con su vértice opuesto correspondiente.

o Los productos con signo menos (-) estan formados por los elementos de la diagonal

secundaria y los de las dos diagonales paralelas con su vértice opuesto correspondiente.
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So3| = Ay "y A3y Ty Ayy Ay 01320y Ay — Ay Aoy "Gy =y 2y Ay — i3 Ay, Ay

*  Una forma practica de aplicar la regla de Sarrus es, escribir debajo de la matriz sus dos
primeras filas.
o Los términos positivos de la regla de Sarrus serdan ahora los términos de la diagonal
principal y su dos paralelas.

o Y los términos negativos seran los términos de la diagonal secundaria y sus dos

paralelas
# Ejemplo:
12
1 2 31 |4
|4]=|4 5 6|=|7 9|=45+96+84-105-48-72=0
7 8 9 |1
4= 5

3. Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea

Dado un determinante de orden tres, podemos observar que se cumple

a, dp 4;
det(A):‘A|= Gy Ay Gy|=
a; 4y dy
=y Ay Ay T Ay Ay -Gy T Ay Ay =Gy " Ay3 Ay =0y ) ~Ay3 —0yy "Gy ~ly =
=4a, '(a22 "Qy; — Ay 'a32)_a12 '(azl "Qyy — Uyt Ay )+a13 '(az1 “dy —dy 'asl):
Ay Ay

a;  dy a, dy

=dap - —dp - +a;-

ay a4y ay 4y a; 4y
Es decir, se puede obtener mediante la suma de los determinantes de segundo orden,

asociados a los elementos ~ ayy, 41,V a3 (que se obtienen suprimiendo la fila y la columna a la

que pertenecen dichos elementos), y multiplicados cada determinante por dicho nimero asociado,

Ademas, el signo que lo precede es + o -, segun la suma de los subindices sea par o impar,

respectivamente.
Por este procedimiento el determinante de tercer orden, se puede expresar como suma de

productos de los elementos de una fila o columna, por determinantes de segundo orden.

Este procedimiento, se puede generalizar para matrices de orden mayor que tres.
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MATRIZ COMPLEMENTARIA M, DE UNELEMENTO gq; .

Sea A una matriz cuadraday  @; uno de sus elementos. Si en A se suprime la fila1y la
columna j, se obtiene una submatriz M ; , que recibe el nombre de matriz complementaria del

elemento a; .
# Ejemplo
ay 4ap 4y
Si A= o My=|ay ay ay
Ay Ay Ay
ADJUNTO A4dja; DE UN ELEMENTO DE UN ELEMENTO g, .

Sea A una matriz cuadrada y a; uno de sus elementos. Se denomina Adjunto del

elemento @; y serepresentapor Adja; al valor
Adj a;=(—=1)"". Det(M )
# Ejemplo
ay Ay Ay

a a a a . 2+3
. — 21 22 23 24 —
Si A= Ad]a23—( 1) ‘(a3 A3y Aay

Ay Ay Ay

DEFINICION DE UN DETERMINANTE POR RECURRENCIA.

Sea A una matriz cuadrada de orden n

a]] a12 eee a]n
A= ay Ay .. Ay
an] anZ ann

el valor del determinante lo podemos desarrollar por recurrencia mediante cualquier fila i o
cualquier columnaj( i,j € {1,2,,3,..., n }), de la matriz A, mediante

det A=a,,. Adj a,+ a;,. Adj a,+ ...+ a,,. Adj a,,

det A=ay;. Adj a+ ay. Adj ay*+ ...+ a,;. Adj a,
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# Ejemplo
(1) g é g 11 o 11 o
4= —2|-3 3 3l-1.0 2 2/=248-124=72
-3 13 3 4 —4 4 |a—4 4
4 0-4 4

que lo hemos desarrollado por la segunda columna.

4. Propiedades de los determinantes

PROPIEDADES Y OPERACIONES.

1.- Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se descomponerse
en dos sumandos, entonces, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
esa fila o columna el primero y el segundo sumando, respectivamente y en las demds los mismos

elementos que el determinante inicial. Es decir, para el caso de n = 3, se cumplird

ay+by, ayptby, aptby| |a, ay as| (b by by

as as ay =lay ayn ap|tlay ay ay

as as, ass Ay Az diz| [d3 d3p Ay
# Ejemplo:

9 8 71 |5 5 5| 4 3 2

1 2 3|1=|1 2 3|+|1 2 3

4 5 6/ 4 5 6/ 4 5 6

2.- Si se multiplican todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada por

un numero, el determinante queda multiplicado por dicho niimero. Es decir para el caso de n = 3, se

cumple
k.a, k.a, k.a, a, a, aj
as as ay |Fklay ay ay
as as as; a3 Az ds
# Ejemplo:
9 8 7 3 8 7
3 2 31=3.]1 2 3
12 5 6 4 5 6

3.- Si A y B son dos matrices cuadradas, entonces det(A.B)=det A . det B

# Ejemplo:
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S

PROPIEDADES Y DEPENDENCIA.

det —‘1 0 H‘l 1‘:(—1).(—1):1

12 =10 1

4.- Si cambiamos entre si dos filas o columnas de una matriz cuadrada, su determinante

cambia de signo respecto al inicial. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a; 4 dp a;p dp dg

Ay Ay Axp|=7|d3 dz  diy

as a3 ds ay Gy Ay
1 2 1 2 1 1
#Ejemplo: |1 0 2|=—|0 1 2
0 2 1 2 0 1

5.- Si una matriz cuadrada tiene una fila o columna con todos los elementos nulos, su

determinacion es cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, a, 0
ay, a, 0 =0
ay azp 0
1 2 1
# Ejemplo: |1 0 2|=0
0 0 O

6.- Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas iguales, su determinante es cero.

Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a; dyp dp
ay Ay dy =0

ay Ay dy
1 1
1 2/=0
1 2

# Ejemplo:

S O

7.- Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es

cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, k.a, ay; ap, 4ap 4ap
a, k.a, ay =k. ay dyp Ay =0
ay k.a, as asy 4z dsxp
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2 1 1
# Ejemplo: |0 3 6|=0
01 2

7.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada es combinacidn lineal de las restantes filas

o columnas, su determinante es cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

ay k.ayth.a; ap; ay a4y a; a3 dp
ay k.ath.a, a23:k'a21 as a23+h'a21 B a23:0
ay k.ayth.ay asy ds; d3 dy a3 dz; ds
5 6 6
# Ejemplo: |1 2 0]|=0
2 23

TRANSFORMACIONES PARA SIMPLIFICAR EL CALCULO DE
DETERMINANTES.
9.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma otra paralela no varia. Es decir
para el caso de n = 3, se cumple
ay 4 dp| |4, dp G| |4n A A ay ap a;

Ay Ay anl=|ay ay an|tlay a, ap|=| ay a Ay
Ay Az asz| (A a, ap| |[ay asx asp| |aptas aptas, apitasg

10.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma otra paralela proporcional, no

varia. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a; ap apl |4p ap; ai; ap; a4 ag ap ap ai;
Ay Ay Ay|—|dy ar Ay, |Tlay ay axp|= as ar Ay

as ay, ayu| |\k.ay, k.a, k.as| |ay, ay, ay| \k.a,tay, k.a,tay, k.astas

# Ejemplo: Para calcular el determinante

2 3
5 6| , restando la primera fila a las otras
8 9

& —

dos, resulta

9 & —
[0 IRV, I \O]
O O\ W

[l
A\ W —
AN W N
AN W W

[l

(e
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5. Calculo de la matriz inversa

MATRIZ ADJUNTA.

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A y se representa por Adj A, a la

matriz que se obtiene al sustituir cada elemento @, por su Adjunto A4dj a; .

# Ejemplo
2 =2 2 2 -4 -7
Si A=|2 1 0 = AdjA=[0 -2 -2
3 -2 2 -2 4 6
MATRIZ INVERSA.
Una matriz cuadrada A es inversible siy solo si det(A)#0 . Si A no es inversible,
decimos que es singular. Ademads, si una matriz cuadrada A tiene inversa 4~ , se cumplird

A A =104 A7 =[] |4].|47" =1 > |A1|:|;T¢o

Y sera:

A“:( L ).(Ade)’

det A
N
) : 3 2 —-1_ 1 N 1 4 -1\ _|[10 10
- = A = (Adj 4A) =|—]. =
# Ejemplo.- Si A (1 4) = (detA)( dji A) 3 5 (_2 3) N
1 4 10 10

6. Rango de la matriz

Denominamos menores de orden p de una matriz A a los determinantes de las submatrices

cuadradas de orden p.

# Ejemplo,-  Si A=(} (2) B }) , los menores de orden 2 serdn
1 2:_2’_ 1—1:2’_ 2-1_,
1 0 11 0 1

El rango de una matriz A, rango(A), es el orden del mayor menor no nulo de dicha matriz

# Ejemplo.-
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2 0-1 -2
Si A=[-3 1 2 5| ,surango no puede ser tres, ya que
-1 I 1 3
2 0-1 2 0-2 2 -1 =2 0 -1
-3 1 2(=0,1-3 1 5/=0;)-3 2 5|=0;|-3
-1 1 1 -1 1 3 -1 1 3 1 1

Sin embargo, dado de que existe algiin menor de orden dos, por ejemplo
‘_2 ﬂzZ#O

tenemos que rango(A) = 2

W L N
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