Kompleksni brojevi

Algebarski oblik kompleksnog broja je
z=x+1y, z,y€ER,
pri ¢emu je:

z=Rez realni deo,

y=Imz imaginarni deo.
Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je
z=r(cosf +isinf), r>0, 0€cR,

pri cemu je:

r=|z| moduo,
0= Argz argument .
Ako je 0 € (—m, 7], tada je 0 = argz glavna vrednost argumenta .

Eksponencijalni oblik kompleksnog broja je
z=re?, r>0, 0 eR,
pri ¢emu je:

r =z moduo,

0 =Argz argument .



Konjugovano komleksni broj kompleksnog broja

2=+ iy = r(cosf + isinf) = re?

je .
z =z — iy = r(cos(—0) + isin(—0)) = re
Operacije sa kompleksnim brojevima
01

z1 =21 +iy1 = ri(cosf; +isinfy) = rie’

29 = Tg + iyy = ra(cosfy + isinfy) = roe'f?

definisane su na sledeéi nacin:

Sabiranje:

21+ 290 = (x1 + x2) +i(y1 + y2) -
Oduzimanje:

21— 29 = (LL’l — $2) +i(y1 - y2) .
Mnozenje:

21 - 29 = 2122 = (21 + iy1) (22 + iy2) = (21272 — Y1y2) + i(T1y2 + Y122)

212 = 2120 = r1ra(cos(0y + 02) + isin(0y + 02)) = ryrae’ @02

Deljenje (z2 # 0):

2wty w22 —iye (@2 + yiye) +i(—T1ye + yize)

zo  Totiys T2+ iy2 T2 — iy z3+y3 ’
S ﬁ((:05(01 — 0)) + isin(by — b)) = L i(o1=62)
29 T2 T2

Moavrova formula:
(cos@ +isinf)" = cosnb + isinnd (neZ).
0.

Stepenovanje kompleksnog broja z = r(cosf + isinf) = re’

2" = r"(cosnf + isinnf) = e (n €N).



Korenovanje kompleksnog broja z = r(cosf + isinf) = re:

Yz e {ug,ut,y ... up_1} (n €N),

2 2
up = %(cosia+ kmqtisinig—i_ lm)’
n

uk:wei(eﬁ-%w)/n’ k=0,1,2,....,n—1.

k=01,2,...,n—1,

Zadaci:

1. Predstaviti u kompleksnoj ravni skup resenja jednacina:

a)z—z=0; b)Rez=-2; ¢)Imz=3; d)|z|]=5; e)argz=—7/3.

ResSenje: Neka je z =z + 1y.
a)z—z2=0 & z+iy—(x—1y) =0 & 2iy =0 < y = 0. Trazeni skup
tacaka je prava y = 0 — z-osa.

b) Re z = -2 & x = —2, §to je prava z = —2 u kompleksnoj ravni.
X=-2
-
=0
a) b)

c)Imz=3 & y =3, atoje prava y = 3 u kompleksnoj ravni.

d) Uslov |z| =5 < 22 +y? = 25 odreduje skup tacaka na kruznici sa centrom
u koordinatnom pocetku poluprec¢nika 5.



e) Tacke odredene kompleksnim brojevima sa osobinom arg z = —m/3 nalaze
se na polupravoj sa po¢etkom u koordinatnom pocetku koja gradi ugao od —7/3 sa
pozitivnim delom x-ose i razli¢ite su od nule (jer je nula odredena samo modulom,
a ne i argumentom).

X2+ y2=52

y=3

@

wlxy

arg z=——
J 3

2. Nagdi sva reSenja jednacine:
a) 23 = —1—iV3; b) /02 = —1 —i\/3; c) z=(—1—-iV/3)?
i dati geometrijsku interpretaciju tih resenja.

Resenje: Neka je w = —1 — iv/3. Odredi¢emo trigonometrijski oblik komplek-
snog broja w:

- 2
|w| = \/(—1)2 + (—\/§)2 =2, arg w = arctan v3 - = T

—1 3’
w = 2(008(—2%) + isin(—%)).




Slucaj a): Resenja jednacine

odredena su formulom

-2 2k —2 2k
= \3/§<cos —2n/3 4 2km o T2m/3 + 2km

k=0,1,2
3 )) [t b

odakle je

2 2 4 4

20 = %(cos(—l> +isin<—l)), 21 = \3/5((305 il +¢sin j)»
9 9 9 9

1 1
Z9 = e/i(cos —OW + 7sin —Oﬂ>.
9 9
Slucaj b):

67:71'/62:_1_2'\/3 = Z:(—1—7:\/5)6_7:7(-/6:26_27ri/36_i7r/6:26_57ri/6.




Slucaj c):

S R E)))

=23 (cos(—%?)) 15111(—2%3)) = S(COS(—QW) —l—isin(—27r)> =38.

3. Odrediti geometrijsko mesto tacaka z u kompleksnoj ravni ako je:

1

a) z—z+2i=0; 1:1; c) argz=arg(—3+iV3).
P

Resenje: a) Posmatrajmo kompleksni broj z u algebarskom obliku z = = +iy.
Tada je Z =z — iy, pa je

z2—Z4+2i=x+iy—(x—iy)+2i=2i(y+1)=0 za y=-—1.

U kompleksnoj ravni ovo predstavlja pravu Im z = —1 koja prolazi kroz tacku —i
i koja je paralelna realnoj osi.
b) Kako je
1 1 1 (x —1) —iy x—1 i —y
= = = 1 N
z—1 z4+iy—1 (x—D+iy (x—1)—iy (z—1)2+y> (x—1)2+4y>
ov I 1 1 iei . -y Lt
uslo m—— =1 jeispunjen za ——>—— =1, tj.
v R Je 1spunj @12 +y? J

($_1)2+92:_y7

1
(@ =1 +y* +y+ =

(x—1)2+<y+%)2=

U kompleksnoj ravni ovo predstavlja krug |z — (1 —4/2)| = 1/4 sa centrom u tacki
1 —1/2 i polupreénikom 1/2.

c) Ako kompleksni broj predstavimo u trigonometrijskom obliku z = r(cos 6 +
isin®), tada je Z = r (cos(—0) + isin(—0)), tj. argz = —6. Kako je

S = =

3 )
arg( 3+z\[)—arctan£+7r———+ i,
3 6 6
vazi: —0 = 57/6, tj. § = —57w/6. U kompleksnoj ravni ovo predstavlja polupravu
arg z = —5m/6 sa pocetkom u tacki 0 koja sa realnom osom zaklapa ugao —5m/6,

a iz koje je iskljucena pocetna tacka. Tacka z = 0 ne zadovoljava navedeni uslov
jer arg 0 nije definisan.



a) b) 0

it —it

|z—1+i/2|=1/4 arg z=—5n/6

4. Odrediti geometrijsko mesto tacaka z u kompleksnoj ravni ako je:

1 1
a) z=-z+1; b) Ref:§; c) argz=arg(—2+2i).
z

Rezultat: a) z =z + iy, = =1/2.
b) z =x+iy, (v —1)2+y>=1.
c) z=r(cosf +isinf), 6 =—3r/4.

a) b) V)
ir Rez=1/2 i

argz=-3n/4

|z-1]=1

5. U kompleksnoj ravni predstaviti sve kompleksne brojeve za koje vazi:

1
a) |z—1+4+5i|=2; b) argz=-7/3; c¢) Re(z4+1)=-2; d) Im-=1.
z

Resenje: a) Uvodenjem algebarskog oblika kompleksnog broja
z=x4+1y, T,y €R,
jednacina |z — 1 + 5i| = 2 postaje

lz4iy—14+5i|=2 & |z —1+i(y+5)|=2 & (z—1)*+ (y+5)* =22



8

§to predstavlja jedna¢inu kruznice u R? sa centrom (1, —5) i polupreénikom 2.

b) S obzirom na eksponencijalni oblik kompleksnog broja
2 = |z]e™8% = e 1 >0,

jednacinu arg z = —7/3 zadovoljavaju svi kompleksni brojevi z = re /3 > 0.
Svi takvi brojevi leze na polupravoj sa poc¢etkom u koordinatnom pocetku (razli¢iti
su od koordinatnog pocetka) i pod uglom —7/3 u odnosu na pozitivni deo x—ose.

¢) Smenom z = z + iy jednacina Re (2 + 1) = —2 postaje x + 1 = =2, tj. x = —3.
Resenja jednacine predstavljaju svi kompleksni brojevi oblika z = —3 + iy, y € R.
U zOy—ravni, jednacina x = —3 je jednacina prave paralelne y—osi koja sece
x—osu u tacki (—3,0).

d) Prelaskom na algebarski oblik kompleksnog broja z = x+iy, jedna¢ina Im % =1
se moze napisati:

:Imx_iy_ —Y
T + iy 2 +y2 a2 4y?’

1=Im

odnosno,
2?4y’ +y=0.

Dopunom do potpunog kvadrata y? +y = (y + 1/2)? — 1/4, prethodni izraz dobija
prepoznatljivi oblik jednacine kruznice

2?4 (y+1/2)* = (1/2)?

sa centrom u (0, —1/2) i polupreénikom 1/2.

a) b) © d)

Re(z+1)=-2

wIN
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6. U kompleksnoj ravni odrediti skup tacaka odredenih kompleksnim brojevima
z koji zadovoljavaju:
a) jednacinu z -z + 1= —i(z — 2);

b) nejednacinu Re z + Im z > 1.

Resenje: a) Uvodenjem algebarskog oblika kompleksnog broja z = z+iy, x,y €
R, polazna jednacina z -2+ 1 = —i(z — 2), se transformiSe u

(x4 iy)(x —iy) + 1 = —i(x + iy — = + iy)
@m2+y2+1:2y

sl4+(y—-12=0

=r=0,y=1 & z=1.

Trazeni skup tacaka je tacka z = 1.

b) Za z = x + iy, =,y € R
nejednakost glasi

Rez4+Imz>1
Sz+y> 1

Trazeni skup tacaka je polura-
van iznad prave x +y = 1.

7. U kompleksnoj ravni predstaviti brojeve z koji zadovoljavaju uslove:

a) Re(z+2z)=3; b) Im(z+2z) = 2; c) Re(z+2z) =Im(z+ 22).

ResSenje: Za resavanje zadatih jedna¢ina pogodan je algebarski oblik komplek-
snog broja z = x + iy, x,y € R, s obzirom da sve tri jednacine sadrze izraze za
realni ili imaginarni deo kompleksnog izraza. Takode se u sve tri jednacine po-
javljuje izraz z + 2Z, te najpre treba njega transformisati navedenom smenom:

242z =x+ iy + 2(x — iy) = 3z — iy,
Re (z + 22) = 3z, Im (2 + 22) = —y.
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a) Re(z+4+2z) =3 b) Im (z + 2z) =2 c) Re(z+22) =Im(z+22)
& 3r=3 &S —y=2 &3 =—y
S =1. S y=-2. S y+3z=0.
a) b) 0
sl
Re(z+22)=3 Ll ' \Rez+22=Im(z+22)
‘ TN
1 |
Im(z+22)=2 il \

8. U kompleksnoj ravni predstaviti brojeve z koji zadovoljavaju uslove:

)

1
a) =i b) (1—i)z=1, ¢) |z+i]=2, arg(zﬂ):_g

Resenje:
1 b) (1-1d)Pz=1
a) 5 =1 i)’z
z 1
&t =1)i=—i=e TET A
A=V &z = (VaeT)
Szp=¢€e" 12 k=0,3. o 5 — 973/2,i3T/4

c) |z+il =2, arg(z—i—i):—g
&z 4i=2e"/?
& z=2""2

S z=—-21—1=—-3i.
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a) b) ©
A A
S
2
il
—i =
1l T2
il 12
1 2 —2it,,
~. 32 |3 Z+i
A=D1 14
> 111 : > -3itz
L 2
=l V2
T
4
—i v
1-i

9. Odrediti geometrijsko mesto tacaka z u kompleksnoj ravni ako je:

a) z:(—3+i\/§)10; b) 2 =141 c) z+z=>5.

Resenje: a) Kako je
a) 2= (-3+iV3)"0 o z = (2v3(—v3/2 +i/2))"°
oz = 21035 (£BT/6)10 oy, — 1954i507/6

Sz = 1256i"/3,

trazeno geometrijsko mesto je tacka.

b) z 1= 1+4+i oz=vV—-1+1 @z_\/\ff_mj\[)

3m/4 + 2k 3m/4 + 2k
o %(Coswﬂsmﬂ/:?f)? k=0,1,2,3.

Trazeno geometrijsko mesto predstavljaju temena kvadrata
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A
3
s 3r 3T e i
zZ0 = \/i(cos E + ¢sin E) ; 21”
117 R )
= \8/§<cos —— 4+ ¢sin ﬁ) % 3_”
_ 19r |
= %(cos— + i sin T6> 2] am s VT
27 i 6| . 16
= %(cos— + isin i) Doy v
|
c) z+z2=5 :
Sr+iy+r—1y=>5 x=5
& 2r=5, yeR ‘
5 1
@zzi—i-zy,yeR.
Trazeno geometrijsko mesto tacaka
5

Je prava xr = 2

10. Ako je z = 1 — ¢, odrediti kompleksne brojeve
Ze7,'7r/27 2+ ei7r/2'
=41iz=1-—1, dobijamo

/2
I 1+
2

)

Resenje: Imajuéi u vidu da je e
. .1

=—-144, z=144 -= -

z 1—1

=(1—i)3=(1—-1)(-2i) = -2 — 2i,
™2 =1 _j4i=1.

2e™? = (1 —i)i=1+1,



11. U kompleksnoj ravni predstaviti:

13
a) sve brojeve z, =" 4+ i7" (n € N);
b) sva refenja jednacine z* = —1 — 4.
Resenje: a) Celobrojni stepeni broja i glase
Z'4k =1, ,L'4/€+1 = i4k+2 —_ _1, Z'4k’+3 — Z'4k—1 — _
i~k —1q ,L'f(4k+1) = —i, Z'f(4k+2) T
za k € N. Tada je

i,
i—(Ak+3) _ = (4k=1) _ ;

:’L7

Z4k:z4k+i_4k:1—|—1:2,

RAk+2 =

Akl | —(4kE1 : :
zgpar = iFEL 4 ORED = 4 4 (i) = 0,
a b)
. \
1
i A Z
——————— NZ1
Zyk+2 2§+1 Zk T \
. — Vo \
-2 2 \ \
1 1
\ \
\ y
1 1 8 —
1 L V2 V2
) 1
) 1
) 1
il /2
Z?,‘. ____________
-1-i
b) Trazena resenja jednacine z* =

—1 — ¢ predstavljaju sve vrednosti cetvrtog

korena kompleksnog broja —1 — 4. Zbog formule za n—ti koren kompleksnog broja,
neophodno je —1 — ¢ prevesti iz algebarskog u trigonometrijski oblik. Kako je
1
—1—-i=v2 (

to su

) = V2(cos(—3m/4) + isin(—3r/4)),
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2k = </\/§(COS(—37r/4) + isin(—37r/4))
:y4mg%wﬂﬂm+»-%mM%Wr

1 18in 1 ), k=0,1,2,3.

Dakle,

— -3 51 5
20 = V2| cos 167T+isin167T>,zl 2 005164—1811112)
217

137 137 217
= 2 - - = 2 - in ——
29 J2( cos 16 + 2sin 16> 23 2( cos 16 + 2sin 16

12. Odrediti |z| i arg z, ako je:

a) » = S/ 42112'?“(”/ D by 2= (VB i)(cos(n/3) + isin(n/3)).

Resenje: S obzirom da se trazi |z| i arg z, kompleksne brojeve —1 471 +/3 —1i
koji su dati u algebarskom obliku prebaci¢emo u trigonometrijski oblik, a zatim
izvrsiti zadato deljenje, odnosno mnozenje.

Slucaj a): Kompleksan broj —1 + i se nalazi u drugom kvadrantu, pa je
| =1+ =+(-1)2+12=+2, arg (—1+1i)=arctan(1/(—-1)) + 7 = 37/4.
Kako je —1+1i = /2(cos(3m/4) + isin(37w/4)), broj z je jednak
_ cos(m/4) +isin(n/4) cos(m/4) + isin(mw/4)
- 14 - ﬂ(cos(?ﬂr/él) + isin(37r/4)>

() i - ) - () ()
odakle je |z| = v/2/2i arg z = —7/2.

Slucaj b): Kompleksan broj v/3 — i se nalazi u ¢etvrtom kvadrantu i vazi

V3 —i|=2, arg(v/3—i)=arctan(—1/v3) = —7/6,
V3 — i = 2(cos(—7/6) + isin(—7/6)).

Rac¢unamo broj z:

z:(\/g—i)<cosg+ising) (cos( %)—Fzsln( ))(cosg—kising)

=2(cos(= + 3) +isin(=G + 5)) =2(cos G+ isin )

i dobijamo |z| =21 arg z = /6.
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13. Ako je z=-3+ i\/g, odrediti:

a) Rew, Imw, |w| i argw za w = 22°'2; b) sve vrednosti /z.
Resenje: Odredimo najpre |z| i arg z:

2l = (=3)2 + (VB)2 = VO +3 = 23,
arg z = arctan — =__ -
g _3 T 6 e 6
Trigonometrijski i eksponencijalni oblik broja z je
) 5 .
z = 2\/§(COS g + 2sin g) — 2\/§ e57rz/6 )

Napomena. Trigonometrijski oblik broja z moze se dobiti na drugi na¢in. Znajuéi
da je |z| = 2v/3 i da je z = |z|(cos § + isin ), uz prepoznavanje trigonometrijskih
funkcija karakteristi¢énih uglova imamo

3 1 5) 5
z=-3+iV/3 = 2\/3(—f +i7> = 2\/5((:08—7r +isin£) .
2 2 6 6
a) Prema Moavrovoj formuli vazi

5 5\ 2012
w= 22012 = <2\/§<cos & + 7sin 6)>

6
_ 92012 (31/2)2012 (cos w ©isin 201257r>
_ 9201231006 (COS 100607 4isin 10060%) .

5 B 2012
= (2V/3)%012 (cos % + isin W)

Za odredivanje glavne vrednosti argumenta broja w potrebno je izvrsiti transfor-
maciju
100607 4w 4+ 100567 27
= = — +2-8387.
6 6 3 " "
Kako je, zbog periodi¢nosti funkcija t — cost i t — sint,

1 2 2 1
cos 00(;3077 = cos(% +2- 8387r> = cos % = 5
1 2 2
sin OO(SOW = sin(% +2. 8387r> =sin ?W = \25 ,
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dobijamo

2 2
w = 2201231000 (o 5 +isin %) — Q201131006 (_1 4 ./3)

Konac¢no je

2T
Rew — _2201131006’ Tm w — 2201131006+1/2 | = 9201231006 argw = 5

i

b) Trazene vrednosti /z su uq, ua, us, gde je:

5 5
o 4+ 2k °T + 2k
up = \3/ 23 <cos % + 4sin 6+37T>

12 12
— 91/331/6 (cos W + isin 5774—18k:7r> , k=0,1,2.

14. Ako je
V3 —i

T

z

odrediti Re z, Im z, |z|, arg z, 2% i sve vrednosti ¥/z.

ResSenje: Oznacimo: z; = V3= i, z9 =—1+41, z= z1/2. Trigonometrijski
oblik brojeva z1 i zo je

=i i=a () —a(n(F) ().

2 2 6

V2 ﬁ):\@<

3 3
22:—1—1—1':\[2(—7—{—17 cos%—{—isini).

4

Prema pravilu za deljenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku dobi-

jamo
a 2 (cos(—%) + isin(—%))

ﬂ(cos%f—i—isin%“

22
=2 (cos —% - 3l> —Fz’sin(—I — 377))

z =



Zato je

11
Rez = V2 COS(— i

12

212 =26 <cos (—

= 2%(cosm 4 isinm) = 26,

W2 =y, k=0,1,2,...,11,

F< 1“+2m—,_
Up, = + ¢s1n

) , Imz= V2 sin(—

12 - 117r> L (
12 7 sin

=96 (cos(—11m) +isin(—11m)) =

17

117
127

|2 =V2, argz=—

117T>
12 /7

12 . 1177)
12

20 (cos(—127 + 7) + isin(—127 + 7))

11
— 5 + 2k
12

—117m + 24km —11m + 24k~
= ol/24 _ - =0,1,2,...,11.
cos i + 4 sin T1d , k=0,1,2,...,
15. Neka je
VB-ive
o 2-2

Odrediti 22912 i sve vrednosti °%¥z.

Rezultat:

2\/5 e—7ri/6
- 2\/5 e—Ti/4

2’2012 _ e—Trz/3’

20% c {ei(fr+24k7r)/(12-2012) | k= O, 17 2’ .

-1
16. Ako je z = akl

_ 67rz/12

-, odrediti Re (2"
+1

)

,2011} .

), n € N.

ResSenje: Najpre ¢emo odrediti kompleksan broj z:

-1+
141

Zz =

1-i 2

1—37 2

= 1.
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Sada je, za k € Ny

1, n =4k,
g i, n=4k+1,
-1, n=4k+2,
L —%, n=4k+ 3,
i odavde imamo
1, n =4k,
0, n=4k+1
n — ) 9
Re (")=90_1 L _ak+o
0, n=4k+3.

Ovaj zadatak je mogao da se resi i preko trigonometrijskog ili eksponencijalnog
oblika kompleksnog broja z. Na primer,

1+4 ﬁ(cos%—kisin%)

7T+, LT
= Cos — + ¢sin —.
2 2

4 4

-1+ ﬂ(cos?jf—kisin%“) 37 0w . /31 0w
= :COS( )+zsm(4 4)

Sada imamo

" T .. mM\" nwt .. nmw
Z = |cos— +1Sln— | =coS— +1sin—,
2 2 2 2

odakle je Re (2") = cos(nm/2). Za neparne brojeve n ima¢emo Re (2") = 0, a za
n =2k, k € Nimamo Re (2") = (—1)*.

17. Odrediti Re z, Im z, |z| i arg z, ako je
—2010 2010
L, V3. N V2 V2,
2= =+ -——1 — - — )
2 2 2 2

Resenje: Uvedimo oznake:

1 \/g \/E \/§ _ ’LL_2010
1 9

R R R v =u"", z=vito,,
Trigonometrijski oblik brojeva u; i ug je
i s 5) ()
U] = cos — + isin — ug = cos| —— isin{—— ).
! 3 3’ 2 4 4

Primenom Moavrove formule, a s obzirom na periodi¢nost funkcija ¢ — cost i
t — sint, dobijamo



70\ —2010
= COS
5)

—20107
+ 72 8In

—20107

3
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U ..
v = (cos§ + 7sin —
= cos(—670m) + isin(—6707) = cos(2(—335)7) + isin(2(—335))
=cos0+isin0=1.
Sli¢éno je
s . 2010 —2010m | —20107
() (cos(—z) + 7s1n (—Z» = COoSs + 2s1n
—20087 — 27 . . —20087 — 27
=Ccos———— +I1sim——
4 4
m . T
= cos (—— + 2(—251)7r> + isin (—5 +2(—251) )
cos( ) + ¢si ( 7T)
= —— isin(—— ) = —i
2
Konac¢no dobijamo:
z=vi+ve=1—1, Rez=1, Imz=-1, |z|:\/§, argz = —_.
18. Naéi 1 — ¢ — z ako je
0B

Resenje: Odredimo najpre vrednosti stepena binoma koji ucestvuju u izrazu
za z. Za izraCunavanje vrednosti stepena pogodan je trigonometrijski ili eksponen-

cijalni oblik kompleksnog broja

1—1’:\/5(\}5“\_/;)

= \/5( cos(—m/4) + isin(—m/4)),

\/§+i—2<\é§+z’;)
—2(co
—1—1\/5_2<_2

2((:05

)

s(/6) + isin(r/6)),

277/3 ) + isin(—27/3)).

(=1 —y/3)10

. v 3, +1i
P ISR S5
el
2l
e B
-
e i
- :
i i
- :
- :
B :
- :
- :
as :
Pog n :
- 5 :
= :
- :
: = ; I
: N NEY
1 KA b 1 3
: / . T :
: / N 4 i
4 S i
’ N, B
4 N, B
’ N :
K . b
’ s g
’ N
| / N
: / V.
i ’ N
H ! 2 —E e A
: == 1-i
: / 3
: ’
: ’
i 4
Lo
L
i
7
o/
o =i V3T
-1-iV3
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Na osnovu Moavrove formule
(cos ¢ +isin )" = cosng + isinneo

i svodenjem argumenta na interval (—, 7], dobijamo sledeée rezultate u trigonometri-
jskom i eksponencijalnom obliku

10
(1—0)10 = <\/§( cos(—m/4) +isin(—7r/4)))

= 2°(cos(—107/4) + isin(—107/4))
= 25(008(—7r/2) + isin(—7/2)) = 20em/2,

5
(\/§+ i)5 _ <2(cos(7r/6) —|—z’sin(7r/6))>
= 25(605(57r/6) + isin(57/6)) = 25¢5m/6
10
(—1—iv/3)10 = <2(cos(—27r/3) +iSin(—27r/3))>

= 2'%(cos(—20m/3) + i sin(—207/3))
= 210(005(—271'/3) + isin(—27/3)) = 210e=2m/3,

Zamenom dobijenih vrednosti u izraz za z, on postaje

B (1 _ i)lO(\/g+Z~)5 B e—iw/265irr/6
T (—1—iVB)l0  e2in/3
— ei(frr/2+57r/6+27r/3) — eiﬂ' - _1.

Tada je
l—i—z=1—-i—(-1)=2—1.

19. Odrediti Rez, Imz, |z| i argz ako je

(—1+i0)t?

(1—1iv/3)13
Resenje: Koristedi trigonometrijski oblik kompleksnih brojeva

—1+41i=v2(cos(3m/4) + isin(3r/4)),
1 — i3 = 2(cos(—/3) + isin(—7/3)),
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i Moavrovu formulu
(cosp +isin @)™ = cos(ng) + isin(no)

izracunavamo vrednost izraza kojim je zadato z.

L 1+ i)
[ i (1 —iy/3)13
\\\ 12
N3 (ﬂ(cos(37r/4) + isin(37r/4)))
4 = 13
: A <2(Cos(—7r/3) —|—isin(—7r/3))>
- N\ ! B 25( cos(97) + i sin(97))
\\_g  213(cos(—137/3) + isin(—137/3))
N\ _ 277(cos(m) 4 isin(r))
i \\\ B (cos(—m/3) + isin(—7/3))
\\\ =2""(cos(m + m/3) + isin(m + 7/3))
e N = 277 (cos(47/3) + i sin(4m/3))
1-iV3
' — —278(1+iV3).
~ . 78 78 77 _271-
Trazene vrednosti su Rez = =278, Imz = —278/3, |2| =277, argz = =3

20. Odrediti trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = a — ai, ako je a € R i
vazi
a) a>0; b) a<0.

Za a =1 odrediti z'% i sve vrednosti &/z.

Resenje: Moduo kompleksnog broja a — ai jednak je

la — ai| = Va2 + a2 = |a]V2.

Slucaj a): Ako je a > 0, tada je |a — ai| = |a|v/2 = av/2. Dati kompleksan broj se
nalazi u ¢etvrtom kvadrantu i arg z ra¢unamo po formuli arg z = arctan(—a/a) =
—m /4. Trigonometrijski oblik broja z je

2= aﬁ(cos(—%) —i—z’sin(—%)).
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Slucaj b): Ako je a < 0, tada je |a — ai| = |a|]v/2 = —av/2. Broj z se nalazi u
drugom kvadrantu i arg z ra¢unamo po formuli arg z = arctan(—a/a)+m = 37 /4.
Trigonometrijski oblik broja z je

3
= —af(cos — +1sin %)

Ako je a = 1, onda je

z=1—17= \/§(COS(—£> —i—z’sin(—%)).
Imamo

100 _ <\/§<COS<_%) n isin(_%)))loo _ 450 (COS(_ﬁ) + isin(—%))

— 2% <cos(—257r) + isin(—257r)> — 950 (COSW n Z.Sim) _ 0

Sve vrednosti /z date su formulom

442 —m/4+2
= / ( -/ + Im_|_isin7r/3+k7r)7 =0,1,2.

1
21. Neka je z = ——, a € R\ {0}. Odrediti |2| i arg z ako je:
a—ai
a) a>0; b) a<0.

ResSenje: S obzirom na to da je

1 1+7 143

Tul-i)1+i 21’
vazi sledece: /s
1 2
R - — I = = — .
© = 90 SRS 12 2|al

a) Za a > 0 je Rez > 0, pa je:
V2
2a "’
b) Zaa <0jeRez<0ilmz <0, pa je:

V2 3T

|z|:—%, argz:arctanl—W:—Z.

|z| = argz = arctan 1 = %



22. Neka je
. . 21
zi=a+1+i(a—1), 29 = 2a — ia, w=—.
22
Odrediti a € R tako da je:
a) w realan broj; b) w imaginaran broj; c) |w| =2/v5.

Resenje: Odredimo najpre algebarski oblik broja w:

21 _a+tltifa—1) a+l+ifa—1) 2+i a+3+i(Ba—1)

2 2a — ia B 2a — ia 2+i 5a
a) Broj w je realan ako je Imw =0, tj. a = 1/3.

b) Broj w je imaginaran ako je Rew =0, tj. a = —3.

c) Kako je

] = Via+3)2+ (Ba—1)2 V1042 + 10
B 5lal ~ 5la| 7

uslov je ispunjen ako a € R zadovoljava jedna¢inu

Vv10a? 4+ 10 2

Slal V5

Resavanjem navedene jednac¢ine dobijamo:

10a* +10 4
2502 5’
10a? 4+ 10 = 2042,

a = 1,

a=1 V a=-1.

A—iv3
4. Odrediti vrednost parametra A € R tako da vazi:

23. Neka je z =
eka je z Y

a) Rez=0; b) Im z = 0; c) |z| = V2.

Resenje: Algebarski oblik kompleksnog broja z je

A—iv3  A—iV3 1+X  A1+V3)  A2-V3

T-n  1-n T+nM 1xx T

23
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a) Rez=0za A=0.
b) Imz=0za A —/3=0,tj.za A= V3ili \ = —v/3.
c) Kako je

(1+A2)2 S 1A

2] = \/A2(1 +V3)2+ (A2 -Vv3)2  VAT+4N2+3

uslov |z| = v/2 je ispunjen za
M 440?43 =2(1+\?)?,
AM—1=0,
tj.za A=1 ili A= —1.

24. Odrediti brojeve z € C za koje vazi
z2—Z=4—2i—|z—1

i predstaviti ih u kompleksnoj ravni.

Resenje: Ako brojeve z i Z predstavimo u algebarskom obliku, jednac¢ina postaje
r+iy— (x—iy) =4 —2i — |z +iy — 1|,
Vaz+(y—1)2—-4+i(2y+2)=0.

Kompleksni broj je jednak 0 ako su i realni i imaginarni deo jednaki 0. Tako,
jednacina je zadovoljena ako je

Va4 y—12-4=0 A 2y+2=0,
2?2+ (y-1)7%=16 A y=-1,
2=12 A y=-1,

pa su trazeni kompleksni brojevi z; = —2v/3 —i i 23 =23 —i.

A
2if
E',
4 2--" | TT=22 4
| 2 —if e
Z z
1 y 2
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25. Odrediti trigonometrijski oblik svih reSenja jednacina

a) (-1 —1i)z=+3—1; b) 23 = —1; c) z = (—4+ 4i)%.

Resenje: Slucaj a): Imamo

Vizi_ _2eostn/6) 4 iS00 TT 1 jin ),

SR V2(cos(—3m/4) + isin(—3m/4)) S TRET

12 12

Slucaj b): Odredujemo trigonometrijski oblik broja —1 = cosw + isin7 i za
k =0,1,2 racunamo

T+ 2knr . . w4+ 2km
zk:cosT+zsm7.

Resenja su (dovoljno je predstaviti ih u jednom od datih oblika)

\/§ eiTr/?)

™ .. @m™ 1 |
zozcosg—i-zsm—:f—i-z—:

3 2 2 ’
z1 =cosw +isint = —1 =¢'",
5 5 1 3 4
z9 :Cosg +ZSIH§ = 5 _Z\g» :eflﬂ/?).

Sluéaj c): Imamo da je trigonometrijski oblik broja —4 + 4i = 4v/2(cos(3m/4) +
isin(3m/4)). Na osnovu Moavrove formule odredujemo

3 37\ \ 40
2= (—444i)% = (4\/5(008 %—I—i sin %)) = 440920 <COS(307T)—|—2' sin(307r)> = 2100,

26. Resiti jednacine:
a) ™. 2 =-2+42i; b)(z+1)3=—i; ¢c)z=(3-i).
Resenje: Slucaj a): Imamo
eiw/’?Z — _2 + 21 & g = e—i7r/7(_2 + 2@) — e—iT(/7 . 2\/§€i37r/4 — 2\/56,“77(/28.

Sluéaj b): Neka je w = z + 1. Tada je w® = —i, a kako je —i = cos(—7/2) +
isin(—m/2) to imamo za k =0, 1,2
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/24 2knr | —w/2+ 2km
Wi = COS —————— +18SlIn ——————

3
/24 2kr . . —m/2+4 2k
= zp=wp,—1=cos ——— +isin——— — 1.
3 3
Resenja su
- - 3 1
zozcos—w—kisin—w—l:i—l—z?,
6 6 2 2
:cosz+isinz—1:—1+i
21 2 2 )
7 7 3 1
22:cos£+isin—7r—1:—£—l—z?.
6 6 2 2

Slucaj c): Odredujemo trigonometrijski oblik kompleksnog broja

V3—i= 2(008(—%) + isin(—%)).

1
= 27<cos5§ +isin%r> = 27(—\/g —i—if).

27. Resiti jednacinu

1+4 1—4 . ,
_ Lot o

,33
=3 =1t

ResSenje: Odrediti najpre vrednost izraza na desnoj strani jednacine

= 1+i+g+i24+i49
T—i 144

_(1—|—i)2+(1—2')2+1+,
T - )(1+i) ’
22—

2

(= —3)°

+1+i=1+1.

Odatle je
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z=3=V1+i = z=3+ i’/\/i(cos(w/él) + isin(m/4)).

Trazena reSenja su

442k 442k
zk:?’—l—%(cosw/—gﬂ—l—isinW), k=0,1,2.

3
20=34+ V2 C0517T2+isin17;>,
3 3
21 =3+ 2 cos%—i—isin% ,
17 17
29 =3+ 2 Cos12ﬂ+isin12ﬂ).
A
if-------- ¢ 1+i
1 V4R
x| \ _
4 7
1 V2 3  3eNZ
y
Vs,
28. Nadi sva resenja jednacine
3_ 1-3i 2
141 1—1

i dati geometrijsku interpretaciju tih resenja.

Resenje: Odredi¢emo vrednost kompleksnog broja z3:

p_L1=3i 2 (1-30)(—i)-2(l4i) 6 _ .
1+i  1—i (1+i)(1—1i) 2

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja —3i je

s=s{on(-5) +sn(-5))
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pa su refenja jednacine z3 = 3(005(—#/2) + isin(—w/Q)) data sa

—/2+ 2k —m/2 + 2k
zk:%(cosm—i—isinﬂ/gﬂ), k=0,1,2.

Trazena reSenja su
o= () 150 -5)) = (5 - ),
z1 = %(COS T + ¢sin i) =iv/3,

2 2
29 = %(cos% —i—isin%r) = %<_\é§ — %z)

Z

29. Odrediti sva resenja jednacine

1-3 21

3(z—1)3 =

141 1—1

i predstaviti ih u kompleksnoj ravni.

Resenje: Kako je

1=8i 20 (1=3)(1-)-2(+i) _ .
1+i 1-7 1+i)(1—q) -

jednacina je zadovoljena ako je

(z—i)3 = —i.
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Uvodenjem smene z — ¢ = w jednacina postaje
w° = —1,

a njena reSenja su vrednosti treé¢eg korena broja —i. Za odredivanje korena kom-
pleksnog broja potrebno je predstaviti ga u trigonometrijskom ili eksponencijalnom

obliku. Tako je
—1 = (——) + 7sin (——)
1 = coS 5 5 )

-5 +2k -2+ 2k — 4k — 4k
wkzcos%—f—isin 23 7T:cos 7r—g 7T+isim%,k:0,1,2,

a reSenja jednacine su

tj.
V3 o1, . V3 1,

WoT Ty T MEh mE e

Vrac¢anjem na promenljivu z = w + ¢ dobijaju se tri reSenja polazne jednacine:

V3 o1 . V3 o1

20:7"‘57:, 21:22, 22:—74‘51

30. Odrediti 23 i sve vrednosti {/z ako je z resenje jednacine

2(4 — 26) + 3V3 = =3i(1 + 23 4 2i) .

Resenje: Odredimo najpre reSenje jednacine:
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2(4 = 26) + 3vV3 = =3i(1 + 2V3 + 2i) ,
2(4—2i) = —3v3 — 3i — 6iV3+6,
—3v/3 46 —3i — 6i/3

492
L 3V346-3i—6iv3 442
- 4—92 442’
3 3V3
zZ==—1 ,
2 2

2=3 (cos(—%) + z'sin<—g)) .

Zato je

3 3
23 =33 <cos(—;) +isin(—;)> = 27 (cos(—m) + isin(—7)) = —27,
a vrednosti /z su

-5 +2k -5 +2k
U = \3/§<Cos337r +isin337r)

— k — k
= %(cosw—i—isinﬂ—g(ﬁv , k=0,1,2.

31. Nadi sva reSenja jednacine:

a) 3= (\%(—\/ﬁJrBi))SO; b) 23 = (\%(—1—1—1’))50.

ResSenje: a) Oznacimo:

u=—=(—V3+3i), v=u?, B=v
Nel )
Kako je
8\/7 8
ul = —=1/(—V3)2+32 = — - 2V3 =16,
= = (Va3 =
to je
1 2 2 .
u= 16(—5 +Z\é§> — 16((305% +isin ;) _ 94, 2mi/3
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Zato je

v =0 — (2462m/3)50 — 9200,100mi/3 _ 5200 (COS 10??77 4 isin 10077) .

Za odredivanje glavne vrednosti argumenta broja v uo¢imo transformaciju

1007 1027 — 27 2
- = 49.17
3 3 g et

koja, zbog periodi¢nosti funkcija t — sint i t — cost, daje

2 2
v = 2200 (cos(—?jr +2- 177r> +isin<—§ +2- 1777))

= 2200 <COS<—2;r> + isin(—?)) = 9200,—2mi/3

Konaéno, resenja jednacine z° = v su

o = 2200/36(—%7"+2kw)i/3 — 9200/3 ,(—27+6km)i/9 : k=0,1,2.

b) Zadatak moze da se resi na isti na¢in kao u delu pod a). Ovde dajemo nesto
drugacije resenje koje je uslovljeno specificnoséu brojeva koji se pojavljuju.

<\2(—1 + z')>50 = (25/2(—1 + z’))BO — (2(=1+14)%)% = 2%(—2i)®

— 2125(_1)252257:25 — —2150i(i4)6 — _2150Z' .

Kako je
_9150; _ 9150 ,—im/2

reSenja jednacine su
2 = 200e(-mH4km)i/6 k=0,1,2,
tj.
20=2(V3-14), 21=2"%, 5=-2YV3+i).
32. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju jednacinu
2(z% — i) = —5(1 +42°)

i predstaviti ih u kompleksnoj ravni.
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Resenje: Najpre dovesti jedna¢inu na oblik pogodan za izrac¢unavanje:

\
. 6
2(:5 =) = =51+ ") i | .
( z) —57,(—2—1—2) 2 = 2
& (2+45i) (% —i) =0 /
s8=i = 2= Vi=Vein/2 P
. /242kT / I -
zr=¢€¢" 6 ,k=01,...,5. VI i
23";: //
Dobijene vrednosti trazenih resenja glase: . o T4
LN , 7 75
20 = em/m’ 2 = €i57r/12’ 2y = ei37r/4’ & 24 o
2g = IBT/12 o 1TR/12 o iTr/d SETY
33. Nadi sva resenja jednacine
(2 +5i)(z — 1)* = =3 4 Ti.
Resenje: Odrediéemo vrednost izraza (z — 1)*:
—34+7i 2—5i 29429
z— 1)t = : = =1+i.
G-V =905 20w 29 T

Neka je w = z — 1. Tada imamo w* = 1 + i, pa ¢emo, da bismo odredili vrednosti
w, odrediti trigonometrijski oblik broja 1 + ¢

1
1+ =v2 A arg(1+i):arctanizg = 1+i:\/§(cos£+isin%>.

Sada je

/ 442k
Wy = \ \/§<cos7r/z7r—|—zsm

iz =1+ wg. Imamo

zo—l—i-\f(cosﬁ—i-zsmm

177

17 25
29 = 1+\8/§<cosl—g+isin1—6), Z3—1+f(cos—6+zsin—7r>

/4 + 2km

k=0,1,2
4 )7 7773

97 9
) 21—1+\[(cosf—i—zsm—ﬂ)

16 16

16
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34. Nadi sva reSenja jednacine
(V3 —i)(z—i)? —V2—ivV2=0.

ResSenje: Data jednacina ekvivalentna je jednacini

3 V24iv2
(2 —ifp = Y22,
\/3 —1
Ako bismo, kao u prethodnom zadatku, prvo izvr§ili racionalizaciju dobijenog
izraza dobili bismo kompleksan broj

V6—v2 V6 +2
+1
4 4
za koji ne mozemo lako da odredimo trigonometrijski oblik radi daljeg ra¢unanja.
Zato ¢emo odrediti trigonometrijski oblik brojioca i imenioca, a zatim izvrsiti de-
ljenje. Imamo

V2 4iV2 = 2(008% +isin%>, V3 —i= 2<cos<—%> +isin<—z>).

Sada je

%= 2(cos(w/4)+isin(7r/4)) Ceos(T AT cn(T LT
G- 2(cos(—7r/6)+isin(—7r/6)) (4+6>+ <4+6)

= cos o5 +isin 5.
Za k = 0,1, 2 dobijamo resenja

. 5m/12+42km . 5w/124 2kn
Zk—t1=COS————— +i1siln———

3 3 ’
odakle je
. S5t/12 4 2km . . 5w /124 2kmw
Zr=1+CO0S ——F— + 181N ———.
3 3
Trazena resenja su
LY n .(1 +si 57r)
20 = COS — + 1 sin —
0 36 36/
cos 29m + ’(1 + si 297T>
21 = — 41 in—
! 36 36/

cos 537r+ '(1—|—s' 537r)
zZo = —_— 1 m —.
2 36 36
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35. Odrediti sva resenja jednacine

(i —2)° = 2°.

Resenje: Datu jednacinu ¢emo predstaviti u ekvivalentnom obliku

(i—2P=2 & (i_z)szl.

z

Ako uvedemo smenu

1 — 2 .
= ZW+z=1 = 2=

w = —_—,
1+w

5

jednacina postaje w® =1 < w® = cos0+isin0 i njena resenja su

2km .. 2kmw ..
wk:cosT—Hsm?:coscpk—i-zsmnpk,

gde smo oznacili ¢ = 2kn/5, k = 0,1,2,3,4. Kako je za svako k = 0,1,2,3,4,
wg # —1, trazena reSenja su

{ 1 1+ cos g — isin g
2l = = .

k 14wy 14 cospp +isinpr 1+ cospr — isin gy
(1 +cospy —isingy) sin g + (1 + cos )
~ (L4cospp)?2+sin® @, 1+ 2cos @, 4 cos? @y, + sin? oy,

sin @ 4 i(1 + cos px,) sin @, N 1.
= = —1
2(1 + cos ¢x,) 2(1 4+ cosgg) 2
2sin £k cos 2 1 1 or 1 1 km
2 2 . k . .
- Zi=—tan = 4+ 2§ = = tan — + —i.
Teos?Z ' Tty tplT gty

36. Nadi sva reSenja jednacine

23 —i(z—2i)3 = 0.

Resenje: Do resenja zadatka mozemo doéi na slican nacin kao u zadatku 35.
Imamo

3 . A3 3 . 3 z 3 .
—i(z-200 =0 & P =iz-20)" & (o) =i
27 —i(z — 29) z° =i(z — 2i) P i

3

Neka je w = z/(z — 2i). Iz uslova w® = i imamo resenja
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/2 + 2k 4 isin /2 + 2k

Wy, = COS isi
3 3

=cosyr +isinpg, k=0,1,2.

Takode, iz relacije wy = 2i/(zr — 2i), sli¢no kao u zadatku 35, imamo

o o; .
wy z(cosgak'%—.lSlDSOk) L cotﬁ + 1.
wp — 1 cos pr +isinp, — 1 2

Zk =

Ovaj deo zadatka mozemo reSiti na drugi nacin, primenom eksponencijalnog
oblika kompleksnog broja wy = e*f*:

2iwy, 2ieiPr 256K/ 2611 /2 9i ik /2 ien/2
T w1 e 1T daldn el T e (ei91/2 — e-irn/2)
e (estoD bisinleD) g
eivr/2 — e=ipr/2 2isin(ipy/2) N 2 '

37. Nadi sva reSenja jednacine
(z—1)3 = (4 —iV48)23.

3

Resenje: Posto z = 0 nije reSenje jednacine, deljenjem sa z° ona dobija oblik

<Z_i>3:4—4i\/§,

z

ili, uvodenjem smene w = (z —i)/z i upotrebom eksponencijalnog oblika komplek-
snih brojeva,
w? = 8e /3

Njena reSenja su

wy, = /8 TT/3HMI/3 — 9o (= H6RT)I/I k=0,1,2.

Povratkom na polaznu promenljivu

dobijamo reSenja polazne jednacine:

—1
2y = ———
k wk_la
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Uslov wy, # 1 je ispunjen za svako k € {0, 1,2}, pa su sva resenja:

—1
2e(—m+6km)i/9 _ 1’

2k = k=0,1,2.

Da bismo dobili ove brojeve u jednom od prihvatljivih oblika kompleksnih brojeva,
na primer u algebarskom, potrebno je izvrsiti sledeée transformacije:

i _
T geCmrokmi9 —1 2 cos =EEORT 4 97 gin =m0k _
_ —1 2 cos =IHOMT _ 2j i =THOkT ]
 2cos TIEORT 4 9jgin =TEORT 9 o5 TTEOET _ 9j i =m0k
i (2<:os%6l”r —Zz'sin%%7r — 1)
(2cos%6l€7T - 1)2 + (2sin %6’“’)2
—QSin%ﬁk7r —i(ZCOS%ﬁl€7r -1)

4 cos? 777”56]” — 4 cos 777”56]” + 1+ 4sin? 777”56]”

s —mw+6kw . —nm+6km
_—2SID+T—|—Z(1—2(ZOS+T) k= 0.1.2
B 5 — 4 cos —Ttbkn ’ T

9

38. Resiti jednacinu
B +3i(z—i)%=0.

Resenje: Posto z = i nije resenje jednacine, deljenjem sa (z — 4)® ona dobija

oblik
L \3
z—1

ili, uvodenjem smene w = z/(z — i),

w? = 3e7 /2,

Njena reSenja su
wy = V3eTTHRTIG = 0,1,2.

Povratkom na polaznu promenljivu

dobijamo reSenja polazne jednacine:
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= 2k k=0,1,2, wp#1.
wk—l

Uslov wy, # 1 je ispunjen za svako k € {0, 1,2}, pa su sva resenja:
i3 e(—m+4km)i/6
\3/36(771-+4k7r)i/6 -1’

Da bismo dobili ove brojeve u jednom od prihvatljivih oblika kompleksnih brojeva,
na primer u algebarskom, potrebno je izvrsiti sledeée transformacije:

Z‘\?/ge(fﬂ'+4k7r)i/6
/3 e(—mrakmif6 _ |
%e(fﬂ+4k7r)i/6
%(008%4’” —i—isin%ﬂ‘k’r) -1

k=0,1,2.

Zk —

2k =

=1

: V/3 T Akmi/6 %COS%W —-1- z'\g/gs.in%éuwr
=1
V3 cos =TEIET _ ] 4 /3 sin =TERT /3 cos =mEIRT ] — /3 gin —TEAkn

\3/§e(—7r+4k7r)i/6 (\syge—(—w+4k7r)z'/6 _ 1)
(VBeos ==gin —1)7 4 (Y3sin =gk’
/32 _ /3 e(—mtakm)i/6
(VBeos =mgtn 1) 4 (YBsin =ptin)’
V9 — %cos%‘”ﬁr—i?’iisin%m
"(VBeos ==gn —1)7 4 (V3sin =gk’
\?’/gsin%‘lkﬁ%—i(f/g— {)’/gcos%‘””)
(\3/§cos %4]” — 1)2 + (e/gsin 7”241”)2
B %sin%‘”ﬂ +1 (\Rf— /3 cos _”"64’”)

1+ %—2%008%4]” ’

k=0,1,2.

39. U skupu kompleksnih brojeva naci sva reSenja jednacine

22013 — (1 o i2>2013.

Resenje: Prostom proverom utvrdujemo da z = —i nije reSenje zadate jednacine.
Zbog toga celu jedna¢inu mozemo podeliti sa (1 — i2)2013 £ 0 :

22013

—_— =1.
(1 _ iz)2013

P 2013
e ()™
1—1z
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Korenovanjem poslednjeg izraza dobijamo

z _ 201\3/1‘

1—1z

Uvodenjem oznake

2km s 2km
m ——
2013 "M 2013

wp = V1= *Vcos0+isin0 = cos k=0,1,...,2012,

uz napomenu da je wy = 1/wy, dobijamo

2k
1 -1z

=W < 2L = wk(l — izk).

Trazena reSenja mozemo predstaviti izrazom

Y Y 1+ qwy Y 1+m
k= 1+ dwe 14wy 'm_ 1+ swy Tzwk
_wk(l—iﬂ)_ wg — 1
N |1—|—iwk]2 N ]1+iwk|2
oSy tisingy —i _ 2km
|1 +i(cos ¢ + isin ¢y)|2 ((bk N ﬁ)’
cos ¢ — i(1 — sin ¢p)
(1 —singy)? + (cos ¢p)?
:cosm—i(l.—sinqﬁk) _ Cosfb’f _f, k=0,1,...,2012.
2(1 — sin ¢g) 2(1 —singg) 2

Dobijeni izraz bi mogao i dalje da se sreduje, ali to ne daje lepSe rezultate. Tako
na primer

L cos o — (1 — sin ¢g) _ o cosgp i sin(7/2 — o) i
F 2(1 — sin ¢y 2(1—singy) 2 2(1—cos(n/2—¢p)) 2
B 281n7r/22_¢’“ cosﬂ/22_¢k _ L (77 qﬁk) i
O 4sin? T2 2298 T ) T

_ lotg(n/4) -ctg(on/2) +1 1 (@ oy
2 ctg(dr/2) —ctg(r/4) 2 7 2 4

40. U skupu kompleksnih brojeva odrediti resenja jednacine

1
§z2—z‘z—1—\/§z‘=o.
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Resenje: Resenja kvadratne jednacine az? 4 bz 4+ ¢ = 0 data su formulom

—b+ Vb2 —4ac

2a

212 =

Tako su trazena resenja

ik/i2— 4 L(-1- i)
21/2 = 9

:z’i\/—1+2(1+\/§z'):ii\/1+2\f2i. (0.1)

Za eksplicitne vrednosti reSenja, neophodna je jedna vrednost korena kompleksnog

broja v/1 + 2v/2i. Da bismo je odredili, predstavimo 1 + 2v/2i u obliku potpunog
kvadrata

1+ 2v2i = (a + ib)? = a® — b% + 2iab, a,beR.

Poredeéi realne i imaginarne delove kompleksnih brojeva sa razli¢itih strana ove
jednakosti, dolazi se do sistema jednacina

1=a%-0?
2v/2 = 2ab,

¢ije je jedno realno resenje ocigledno a = v/2, b = 1, odnosno
14+2v2i = (V2 +1i)2

Jasno, drugo realno resenje a = —+/2, b = —1, daée drugu vrednost korena
V1 + 2/2i. Zamenom u izraz za regenja (0.1) dobijamo

21/2=iﬂ:(\/§~l—i), tj. 21 =V242i, 29=—V2.

41. Resiti jednacinu
423 +4=0.

Resenje: Uvodenjem smene w = 23 dobijamo kvadratnu jednacinu w?+2w-+4 =
0, ¢ija su resenja

—2 4 9i/3 —2—2iv3
wI:JFQ“[:—Hz\/ﬁ i w2:2“f:—1—i\/§.

Prva tri reSenja polazne jednacine dobijamo iz uslova 2% = —1 + iv/3. Kako je



40

2 2
—1+iV3 = 2(cos£+isin —W), ( arg (—1+iv/3) = arctan(—v/3) 47 = 27r/3),

3 3
to imamo
2y = \?’/i(cos 727T/3 - 2hm + isin 727#3 i 2k:7r>’ k=0,1,2.
Druga tri resenja polazne jednacine dobijamo iz 23 = —1 — i1/3. Imamo
—1—iV/3= 2<c0s<—%) + zsm( 2;)),

jer je
|—1—14V3| =2, arg(—1—iV3)=arctan(v/3) — 7 = —2x/3,
pa su trazena reSenja jednaka

-2 2k —2 2k
, —%(cos /3 + T isin /3 + 2k

z), = 3 1 si 3 ), k=0,1,2.

Odredili smo sva resenja

20 = \@(COS——}—%Sl

cos( ) +ism(-)).

4
21:%<cos—+zsm ) i: (cos——kzsmg),

14 14 107 10
Z9 = \g/§<cos77r+isin7ﬁ>, zh = %(cosT—FisinTw).

/_
0_

42. Ako je w € C broj za koji vazi
4w + 5w + 91 = 0,

nadéi sva reSenja jednacine
23 + 3w = 0.

Resenje: U datoj jednacini 4w + 5w + 9¢ = 0 uzmimo da je w = z + y.
Dobijamo

4(x+iy)+5(x—iy)+9i =0 & 92 =0A —y+9=0 < 2=0Ay=9 & w= 9.

Sada je
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3= 927 o 8= 27(008(—%) —|—isin(—g)),

P =_3w o P =

odakle je, za k =0,1, 2,
2k = 3<cos _W/23+ 2k +isin _TF/23+ 2k7r>.

Dobili smo resSenja:

-T .. -7
20:3<cos?+zsm?)

z1 = 3(603% —i—ising) = 3,

3( 7T s 77r>
= —_— 1n — =
29 cos 5 18 5

43. Odrediti moduo i glavnu vrednost argumenta broja 22913, ako je z kompleksan

broj koji zadovoljava jedna¢inu
2z Z+2
m (Z72) viRe (Z52) 4 o= 1430
2 141

ReSenje: Zbog oblika izraza kojim je z definisano, uvodimo smenu z = x +

1wy, x,y € R. Tada

Im<2z+z> —i—z’Re(ZliQ_) +z=1+4+3:¢

_ _ 21—
20z — i) —|—:c+zy + i Re Loyt ! +x+iy=1+3
147 1—1
— 2—1 2
( )+:R<w vt ;@+y+)>+x+w:1+&

g+x_y+ Vaotiy=1+3i

9
@x—éwwfi%if:1+m.

Izjednacavajuéi realni i imaginarni deo poslednje jednakosti, dolazimo do sistema

jednacina po realnim nepoznatim x i y :

€T —

1+

N RN
+
Nl =
I
w
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Resenje sistema = = y = 2 odreduje z = 2 4 2i = 2v/2¢/™/* = 23/2¢17/4 Trazene
vrednosti modula i argumenta glase
‘22013‘ = |2|2013 = (23/2)2013 — 93:2013/2 _ 96039/2
25187 +5m

Arg (z2013) =2013(arg z) = 2013% =— = arg (z2013) _

3
1

44. Neka je z kompleksan broj za koji vazi
7r
arg (z+1) == 24+ 1] =V2.
Naéi 2™ i sve vrednosti {/z, n € N.

Resenje: Na osnovu modula i argumenta broja z + 1 odredujemo

oo N |
21 =2 (eos(-]) +isin(-])) = v2(5 i) =1

Vazi z = —i = cos(—7/2) + isin(—n/2). Sada mozemo odrediti 2",

2" = (cos(—ﬁ> —i—z’sin(—E))n = cos(—g) + isin(—g)
N 2 2 N 2 2 )’
kao i n vrednosti {/z

—m/2 42k —m/2 4 2k
777/ T + 4 sin 7ﬂ/ +okm
n n

2k = COS , k=0,1,...,n—1.

45. Ako kompleksan broj z zadovoljava uslov z? — z + 1 = 0, odrediti moduo i
glavnu vrednost argumenta kompleksnog broja

22011 _ 2—2011 .

Resenje: Resenja jednacine 22 — z + 1 = 0 su kompleksni brojevi

1+1iv3 T ™ 1—1iv3 (W)+..<7r>
21=———=cos— +isin- i 2z9=—""=cos(——= isin(—— ).
! 2 3 3 ? 2 3 3

Odredi¢emo vrednost datog izraza za z;:
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2011 —2011
2011 —2011 T e T ™ .. T
21— 2 = (cos——i—zsm—) - (cos—+zsm—
3 3 3 3

20117 . 2011w 20117 L. 20117
S 4+ 72sIn os<— ) — zsm(— )

2011 3
= 2isin =" = 2isin(335 - 27 + g) - 21'*2[ = iV3.
Imamo da je [2301! — 21_2011] = /3, a glavna vrednost argumenta je /2.

Sliéno, za zo ra¢unamo

2011 —2011
z%“” — z2_2011 = (cos(—%) +isin(—g>> — (cos(—%) + isin(—%))

20117 L. 20117 20117 o 2011w
(— ) +zsm<— ) — COS — 781n

= COSs

3 3
2011 3
= —2isin =" = —2isin(335 - 27 + g) - —22"5 = —iV3.
Imamo da je 23011 — 22_2011] = /3, a glavna vrednost argumenta je —m /2.

46. U kompleksnoj ravni predstaviti tacke z ako je:

|z +i| =2, .
a) {arg(z+z’):—7r/3; b) Re(z+1)=—-2;

c) z trece teme jednakostrani¢nog trougla ¢ija su dva temena z; = 01 29 = 2i.

Resenje: a) Po navedenim uslovima jasno je da je
1 3
si=2(cos(~ 1) pisin(-2)) =2(2 i) —1-iv3,

pa je z samo jedna tacka

z=1-i(1+V3).

b) Ako je z = x + iy, tada je
Re(z+1)=Re(z+iy+1)=a+1.

Po navedenom uslovu, = +1 = -2, tj. = = —3, Sto u kompleksnoj ravni
predstavlja pravu paralelnu imaginarnoj osi koja prolazi kroz tacku —3.

c) Kako su svi unutrasnji uglovi u jednakostrani¢nom trouglu jednaki 7/3, treée
teme moze da se dobije rotacijom jednog od zadatih temena oko drugog za ugao
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7/3 u jednom ili drugom smeru. Zadata temena odredena su tackama z; = 0 i
zo = 21, pa su mogucnosti za tre¢e teme

, e . 5 5
2h = 29e™/3 = 2™/ 2e™3 = 9e5T/6 — 2((:05 % + isin %) = —V3+i

ili
2 = zpe 73 = 9™ 267 T3 = 9™/ — 2(COS% + isin %) =V3+i.

A
a) 2if b)

Rez=-3 ir

-35 -15 05

47. Kompleksnim brojevima
z1=2+1 i z3=—2+3

odredena su naspramna temena kvadrata u kompleksnoj ravni. Odrediti pre-
ostala dva temena.

Resenje: Podsetimo se da svaki kompleksni broj z = x + iy moze da se iden-
tifikuje sa uredenim parom (z,y) € R?, sa odgovarajuéom tackom u Ozy ravni ili
sa vektorom polozaja te tacke. Zbog toga se neki geometrijski problemi u ravni
mogu resavati algebarskim metodima u skupu kompleksnih brojeva C. Na primer,
rastojanje izmedu tacaka z; = x1 + iy1 1 22 = X2 + iy moze da se izracuna kao
|zo — 21|. Takode, broj w koji se dobija rotacijom broja z = = + iy oko 0 za ugao
¢ moze da se izracuna kao w = ze®’. Sli¢no, za broj z3 koji se dobija rotacijom
broja zz oko z1 za ugao ¢ vazi zz — 21 = (22 — 21)e¥’.

Zadatak ¢emo resiti na dva nacina.

I nacin: Potrazimo nepoznata temena kvadrata u algebarskom obliku. To su
tacke koje su podjednako udaljene od temena 27 i z3 i nalaze se sa razli¢itih strana
dijagonale koja ih spaja. Zato za svako od nepoznatih temena z = x + 1y vazi:
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|z — z1] = |z — 23],
|z — 21|2 = [z — Z3|2,
(z-22%+@y-12=(x+2)%+ (y—3)2,
8xr — 4y = -8,
y=2xr+2.
Zmajudi da je duzina dijagonale kvadrata d rastojanje izmedu naspramnih temena,
na primer z1 i z3, duzina stranice kvadrata a rastojanje izmedu susednih temena,
na primer 2z i 21 i da je d = av/2, imamo:
|23 — 21| = V2 |2 — 21,
V2= 22+ B-12 =v2 /=2 + (y— 1)?,
(x—2)%+(y—1)?=10.

Prema tome, koordinate trazenih temena zadovoljavaju sistem jednacina
(z—2)2+ (y—1)? =10, y=2x+2,

¢ija su resenja (x2,y2) = (1,4) i (z4,y4) = (—1,0). Dakle preostala dva temena
kvadrata su zo = 14411 24 = —1.

II nacin: Trazena temena kvadrata zo i z4 nalaze se na duzima dobijenim rotaci-
jom dijagonale z1z3 oko temena z1 za uglove —7/4 i /4 redom. Osim toga, zbog
odnosa izmedu duzina stranice i dijagonale kvadrata vazi:

|23 — 21| = V2 |22 — 21, 23 — 21| = V2 |24 — 2]
S obzirom na geometrijsku interpretaciju mnozenja kompleksnih brojeva, vazi
23— 21 = \/567”/4(22—21), 23— 21 = \@e_ﬁi/4(24—zl).
Zbog toga imamo:

—7i/4

1
z9 — 21 = E(zg—zl)e ,

=21+ L(23 — 21) (COS<_%) + isjn(_%))

V2
:2+i+\}§(—2+3i—2—i)(\g§—i\é§>

=144
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1 i /4
2 — 2 = ——=(23 — 21)e™ %,
4 1 \/ﬁ(:i 1)
+ 1 )( T 4 isi 7()
4 = 2 —\(Z3 — %2 COS — 7S1n —
4 1 \/§ 3 1 4 4

1
:2+i+ﬁ(—2+3i—2—i)(7+27)

=—1.

48. U kompleksnoj ravni oznaciti
a) resenje jednacine 23 = —3 — 3v/3i;
b) treée teme jednakostrani¢nog trougla ¢ija su dva temena odredena komplek-
snim brojevima z; =144 1 29 = —i.

Resenje: a) Trazena resenja z = v/—3 — 3v/3i predstavljaju treée korene kom-
pleksnog broja. Da bismo ih odredili, neophodan je trigonometrijski ili eksponen-
cijalni oblik kompleksnog broja —3 — 3+/3i.

|3 3V3i = /(-3)2 + (-3V3)2 = V36 = 6,
—3—3v3i = 6( — L — i) = 6( cos(—27/3) + isin(—27/3)).

Formula za n—ti koren kompleksnog broja glasi

2k 2k
_m(g++g+> k=0, n—1.
n n

Tako je
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—27/3 + 2k —27/3 + 2k
;7,'162\?/6((:037r/3+7r—i—isilf17T/3+7T>7 kE=0,1,2.
\
Trazene vrednosti su ‘/.Ee ’
—9 )
20:\3/6<cos7r+isin7r>, Bl ‘ L.
9 9 .,f’/// \\\ V6 6
4 4 Vee s |,
21:\3/6<cosg+ising>, Vée %ei'zT"
10 10
29 =V6 Cos—ﬂ+isin—ﬂ . S on
9 9 y_Zx
y 3
—3-3iV3
—6if

b) I nacin: Primetimo da zadatak ima dva razli¢ita resenja jer se jednakostraniéni
trougao moze konstruisati sa dve razliCite strane duzi zjze. Predstavicemo pos-
tupak odredivanja jednog od reSenja, uz napomenu o promenama u analognoj
proceduri za nalazenje drugog resenja.

Kompleksni brojevi (tacke) poistoveéuju se sa njihovim vektorima polozaja.
Tako i operacija sabiranja vektora i rotacija vektora oko koordinatnog pocetka,
dobijaju svoju algebarsku interpretaciju:

e sabiranje/oduzimanje vektora se svodi na sabiranje/oduzimanje odgovarajuéih
kompleksnih brojeva,
e rotacija vektora za ugao ¢ interpretira se mnozenjem kompleksnog broja brojem

e,

Trazeno trete teme z3 jednakostrani¢nog trougla moze se odrediti kao kraj
vektora zg—z§ = z3 — 29 koji je rezultat rotacije vektora 22 = 21 — 29 za
ugao /3 (—m/3 za drugo resenje). Dajuéi ovim geometrijskim operacijama odgo-
varajuce algebarske interpretacije, postavljeni problem svodi se na resavanje jednacine

Z3 — 29 = (Zl — Zg)eiﬂ/3

po nepoznatom temenu z3. Sledi da je

i 1 3
=z + (21— 22)e™P = —i + (1 + 2@’)(2 +@'\2f>,

dakle
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1 V3
2325_\/5"‘@7.

Drugo resenje, analognim postupkom, dobija se da je

1 V3
Zé:§+\/>—27

A

1 \/3 z1=1+i
z==-VBi— '

2 2
*

L
3 1 V3
\ S L)
2 2
Zz=—ll *

II nacin: Uvodenjem algebarskog oblika za trazenu tacku z3 = x4+ iy, nepoznate
koordinate x,y € R mogu se dobiti iz uslova jednakosti duzina stranica 2923, 2123

i 2921 u jednakostrani¢nom trouglu Azyzo23 :

23 — 2| =z — 21| =]z — 2| & [r+ily+ )| =z -1+i(y—1)| = |1 + 24

& P+ Y+’ =@-1P+@y-1=1+2=5s
{2x+4y:1, {lef'y,

2+ (y+1)2=5 20y% = 15
= y:ig, T =3FV3,
§to ponovo daje vrednosti koordinata treéeg temena (0.2) i (0.3).

49. Neka z1, 20 € C zadovoljavaju sistem jednacina

4T =643, T+ 2 =11—4i.
1

Odrediti z3 € C tako da tacke odredene brojevima z1, 29, 23 budu temena jed-

nakostrani¢nog trougla.
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ResSenje: Ako kompleksni brojevi z1 = x1 + iy1 1 29 = x3 + iys zadovoljavaju
sistem jednacina, tada vazi

1 +iy1 + w2 —1y2 = 6 + 3¢,
—(z1 —iy1) + x2 +iye = 4+ 114,
tj.
(x1+22—6)+i(y1 —y2—3) =0,
{(—331 +axo—4)+i(yr +y2 —11) = 0.
ReSavanjem sistema jednacina

r1+22—-6=0, ; y1—y2—3=0,
—x1+a2—4=0 y1+y2—11=0
dobijamo
'1:1:]-7 .’L‘2:5, 3/1:7» y2:47
Sto znaci da je
21:1—{—7i, z9=b+41.

Posto su svi unutrasnji uglovi u jednakostrani¢nom trouglu jednaki 7/3, treée teme
moze da se dobije rotacijom temena zy oko temena z; za ugao /3 ili —7/3. Zato
zadatak ima dva reSenja:

zé:Zl+(z2—21)€”/3=1+7i+(4—3i)(;+i\§)
(3+3\[) ( +2v3),
A=zt (m—z)e =147+ (4 - 3@')(1 - Z*@

- (3737 +i(5 —248).

50. Dokazati
5tanf — 10 tan® 6 + tan® 0

tan 50 =
an 1 —10tan?6 + 5tan? 0

Resenje: Posmatrajmo kompleksni broj z = cos + isinf. Prema Moavrovoj
formuli vazi
2% = (cosf + isin#)° = cos 560 + i sin 56 .
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Ako za odredivanje z° primenimo binomnu formulu, dobijamo

5

2% = (cos§ +isinf)° = ,;) <2) (cos 0)>*(isin 0)*
= cos® 0 + Hisinf cos* @ — 10sin% 0 cos® 6 — 10i sin® H cos® @ + 5sin* @ cos O + isin® 6.

Uporedivanje realnih i imaginarnih delova razli¢itih izraza za z° daje

cos 50 = cos® § — 10sin?  cos® § + 5sin? § cos 0,

sin 50 = 5sinf cos* @ — 10sin® @ cos? O + sin° 0.
Zato je

sind0  5sind cos*f — 10sin> 6 cos? @ + sin® 6

tan 56 = =
cos50  cos® — 10sin? 0 cos3 O + 5sin? 6 cos 6

5sin 6 cos* § — 10 sin® # cos? 6 + sin® §
cos® 6

cos® @ — 10sin? 6 cos® 0 + 5sin? 6 cos O
cos®

B 5tanf — 10tan3 0 + tan® 6
~ 1-—10tan%6 + 5tant g

51. Izracunati zbir

S=sinz +sin2z +sin3x +--- +sinnx.

Resenje: Pored zbira S posmatrajmo i zbir
C=1+cosz+cos2x +cos3x+ -+ cosnx.
Tada je

C+1iS =14 (cosz+isinz)+ (cos2x + isin2z) + - - - + (cosnx + isin nx)

n

- Zn:(cos kx +isinkz) = En: ke _ Z(eiz)k '
k=0 k=0

k=0
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Poslednja suma predstavlja zbir prvih n + 1 ¢lanova geometrijskog niza ¢iji je
kolicnik ¢ = e'* | pa je

n n+l _ q el ntl 1 i(n+tl)z _ q
Ct+is=Y ¢ =1 _ () _°
k=0 ¢-1

el —1 el —1

Sa ciljem da se razdvoje realni i imaginarni deo poslednjeg broja izvr§imo trans-

formaciju
ei(n+1)z/2 (ei(n+1)a:/2 _ ef'i(n+1)x/2)

eir/2 (eiz/Z _ e—im/Z)

C+1iS=

Imajuéi u vidudaje z—2=2iImz i

e—i(n+1)x/2 _ €i(”+1)$/2, e—i:c/2 _ 611/27
ei(n+1)z/2  imejr nT onx
——— =€ =CO0Ss — +sIn—,

eir/2 2 2

vazi sledeée:

- 2i Tm ef(mtDz/2  gip (thz nx nx
FQ _ inx/2 2 -l
C+iS=e i Imee2  —  sin : (cos - + 4 sin -5 ) .

Konac¢no dobijamo

. 1 . De .
sin W cos & sin W sin %
C= sin Z ’ 5= sin £ '
2 2

52.*Ako je z = cos(2m/3) —isin(27/3), odrediti vrednost determinante

2

N

1 z
D=z 1
1 22

— N

Resenje: [zracunaé¢emo vrednost determinante D. Oduzeéemo od prve kolone
tre¢u (vrednost determinante se ne menja) i dobijamo
2 1— 22 5 2
= 0 1
0 22

N
N

= (1-2)

e i‘ —(1- 21— 2.

1 z
D=z 1
12

— N
— N

z
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Za datu vrednost z = cos(27/3) — isin(27/3) treba odrediti 22 i 23. Odredi¢emo

prvo z3:

2 2 3
23 = (cos(—%) + isin(—g)) = cos(—2m) + isin(—2m) = 1.

S obzirom na dobijeni rezultat, vrednost determinante je D = 0.

53.* Odrediti moduo i glavnu vrednost argumenta broja z € C koji zadovoljava
jednacinu

z 1 z
0 -1 2|=2-—8i.
1241412

Resenje: Izracunavanje determinante tre¢eg reda, npr. Sarusovim pravilom,
polaznu jednaé¢inu pretvara u izraz

2— (4+3i)2+2=2-8i < (4+3i)z—Zz=S8i.

Uvodenje algebarskog oblika kompleksnog broja z = x + iy, x,y € R, je dalje
transformise u

(44 3i)(x+iy) —x+ iy =8 < 3z —3y+i(3z+ 5y) = 8i.

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova izraza na levoj i desnoj strani posled-
nje jednakosti, polazni problem svodi se na reSavanje sistema jednacina u skupu

3z — 3y =0, o =2
3z + 5y = 8§, 3z + dx = 8.

Trazeno resenje je tada z = 1 + 4.

realnih brojeva



