10.3.10 Uré€ity integral

Predpoklady: 100309

V n¢kolika minulych hodinéach jsme sgililintegrovat - hledali jsme primitivni funkce.

Kratké shrnuti:
Pro hezké funkcé (x) dokazeme postupem, ktery nazyvame derivovant, ragla pesre

funkei f (x), kterétikame derivace funkc€ (x) (pisemef (x)=F'(x)).
Funkce f (x):
- tika, jak rychle se v libovolném badnni hodnoty gvodni funkceF (x),

e uréuje hodnotu sirnice t&ny grafu v libovolném baf
* umo#iuje v zakladni fyzikalni situaci, kdy je jedna ¥elia pfimo Unmérna zneéng jiné

. ds . s ds
veliciny (V:E) vypcCitat velcinu, kterd udava zému V:E.

Pro hezké funkcef (x) dokazeme postupem, ktery nazyvame integrovarit, zegla pesre
funkei F (x), kterétikame primitivni funkce k funkcif (x) (pisemeF (x) :J' f (x) dx).
Funkce f (x):

* umo#iuje v zakladni fyzikalni situaci, kdy je jedna ¥elia pfimo Unmérna zneng jiné

veliciny (v= %) vypcitat velkinu, kterd je utena znénou druhés= jv dt.

Zatim jsme neprobrali Zadné matematické aplikasrifivni funkce. Z fyzikalni aplikace je
ziejme, Zantegrovani ndm zachycuje "gfibyvani hodnot" funkce F (x) , které je dané

hodnotami funkce f (x).

Jak jsme ziskali vzorce pro drahu rovriong zrychleného pohybu v prvnimdaoiku, kdyz

jsme o integrovani a derivovani nédimani potuchu?
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Rychlost auta se #nila (rovnongrné zvétSovala)= nemohli jsme pouzit vzores=t .




v=at
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Rozdlili jsme si pohyb na jednotliv&asti, ve kterych jsmetpdpokladali rovnorrny pohyb

rychlostiv; (pak je mozné pro kazdou takoveéast pouzit vzores =Vv.At). Celkovou drahu
pak gedstavoval satet jednotlivych schodl
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Cim ter¥i byly schidky, tim mensi byla chyba, kterou jsmi@yypoctu drahy udlali.
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Kdybychom dokéazali p#itat s nekonén¢ tenkymi sclidky, ziskali bychom drahu zcela

2
presré jako plochu pod grafem rychlosti=S=—2 _ty_tlat_at :latz.

Stejny vysledek jsme ziskali integrovanim vzovceat :

s:jv dt = s:jat dt =%at2 +C =%at2 (pro nulovou hodnotu @ateini rychlosti a
pocateini drahy).

Zda se, ze:
* integrovani umoiuje gitat nekonéné¢ mnoho nekon@é malych kousk (podobri
derivovani umoitovalo utit podil dvou nekongn¢ malych kousk),
* integrovani ma&co spoléného s peitanim ploch (které si "rozime" na nekonéné
mnoho nekon&né malych kousk).

Vzorec pro drahu rovnoéme zrychleného pohybu jsme dokazakiijenom diku tomu, ze
plocha, ktera ho reprezentovalalantvar trojuhelniku (pro ktery mame vzorec), s e§tem
mnoha jinych ploch jsme si n&¥li rady. Pokud integrovéni s vypiem ploch opravdu
souvisi, mohli bychom tyto problémy ¥g§it, protoZe integrovat dokazeme daleko vic funkci
nez jen linearnv = at.



Prostudujeme situaci phv &ji. Integrovani provadime s funkcems libovolnou plochu
rozcklime tak, aby jednotlivéasti bylo mozné povaZovat za plochy ohéanécasti grafu

funkce.
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Cast plochy nyni mizeme vnimat jako plochu pod grafem funkge f (x) presrEji jako
rovinny Gtvar omezeny:

- grafem funkcey = f (x) pro (a;b),

e primkou x=a,

* piimkou x=b,

o piimkou y =0 (osax).
Zkoumany Gtvar je @wen bodya, b a funkcif = ozna&ime ho tedyU = (a,b, f ) jeho obsah
pak S(U). Funkcef mize byt libovolna spojita a nezaporna.

Cislo S(U) muazeme hrub odhadnou pomoci nasledujiciho obrazku.
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- Cislo S(U) je urit& vétsi nez obsah zeleného obdélniku, jehoZ vy3kawsgir
(nejmen3i hodnota funkcg= f (x) v intervalu(a;b)) = S(U)=m(b-a).
- Cislo S(U) je urité mensi nez obsaferveného obdélniku, jehoz vyska se rovha
(nejwtsi hodnota funkcey = f (x) v intervalu(a;b)) = S(U)<M (b-a).
Celkow tedy plati:m(b-a) < S(U)<M (b-a).

PF. 1: Pras v nerovnost nezapisujeme jako(b-a) < S(U) <M (b-a)? Najdi giklad
)<

)<
funkce, kuili které musime pouzit zapm(b-a)< S(U)<M (b-a).

- Nas postup se snazime pro#tach nejobecéji, u libovolné konstantni funkcg = C by oba
obdélniky splynuly s vy3rafovanym Gtvarem a platijom(b-a)=S(U) =M (b-a).



- ProtoZe plochu pod grafem konstantni funkce umipegitat i bez integrd, meli bychom se
' snazit, aby postup platil i pro ni a mohli jsmezizameé vysledky pouZzit pro kontrolu.

Pti odvozovani vzorce pro drahu rovnéme zrychleného pohybu jsme digaistavovali, jak
je plocha sloZena z malych velmi tenkych ntelti = prozkoumame, co se&je s obsahem

pod kivkou, kdyZ k gmu jednu takovou nudiku pridame.
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Zvolime xO(a;b) a tim rozdlime GtvarU =(a,b, f ) na dw ¢asti, zajima nas, jak sesni

plocha zelenéasti U =(a, X, f ) . Obsah atvaru zavisi na tom, jakevolime, proto jej
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mizeme povazovat za funkci prénméx a zngit ho S(x).

Pr. 2: Jak se budou émit hodnoty funkceS(x) , kdyZ sex bude z nakreslené polohy
priblizovat k bodua? Ui hodnotuS(a) a S(b).

| Pokud budeme hodnoskupriblizovat k bodua, bude se plocha zeleného Gtvaru zmenSeyat
' budou se zmen3ovat hodnoty funkggx) .

\ y=f(x)
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-+ S(a) =0 (pokud bodk splyne s bodera, zeleny ttvar ma nulovy obsah).
'« S(b)=S(U) (pokud bodk splyne s boderh, zeleny Gtvar splyne s Gtvarem

U=(ab, f) ajejich obsahy se budou rovnat).

Jak souvisi zeny hodnoty funkceS(x) s hodnotami funkcef (x) ?
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AX
Posunutim z#tSenimx o Ax se obsah Utvaru #8i ocervert vyznaenoucast

AS(x) = S(x+Ax) - S(x).

Pr.3:  Funkce f (x) je spojita v intervaly x; x+Ax) a proto v tomto intervalu nabyva
nejwetsi hodnoty f (x,) i nejmensi hodnotyf (x ). &emu se rovnajk, a x v
predchozim obrazku? Odhadni pomoci hodfgk,) a f (x,) ervere vyznateny
obsahAS(x).

y=f(x)
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V nasem pipact plati:
'+ %, =x (funkce v intervalu(x; x + AX) nejwtsi hodnotu v boilx),

e X =X+Ax (funkce v intervalu(x; x+Ax> nejmensi hodnotu v bédk + Ax).
ObsahAS(x) je urité:

~+ mensi nebo roven obsahu modrého obdélrfikw, ) Ax,

~« V&tsi nebo roven obsahu fialového obdéInik(x, ) Ax.
Plati tedy: f (x)Ax< AS(x)< f (x,) A

Zaéneme nerovnosf (x ) Ax< AS(x) < f (x,) Ax upravovat.
f(%)Ax<AS(x)< f(x,)Ax /:Ax

AS(x)
AX

f(x)s< < ()



Chyba v uteni AS(x) se bude zmenSovat s tim, jak se budespteatcerven&sast utvaru,
tedy s tim jak, sé\x bude blizit k nule. Jak s¢igmenSovaniAx zachova nerovnost

AS( X
()< 250 < 1 ()2
Najednou plati:
e Ax - 0+ (Ax je v naSem fipact vétSi nez nula),
* X, — X, protoze funkce je spojita tak&(x,) - f (x),
« X - X, protoZe funkce je spojita taki(x,) - f (x).

B0 .

Ziskavame nerovnostf (x) < lim &(X)s f(x) = lim

x-0+  AX X 0+
Stejre bychom postupovali vifpads, Ze Ax bylo zaporné a ziskali bychom vztah
AS( X
lim J =f(x).
x-0- AX

Spojime ob limity dohromady:ling%ix) =f(x).

dS(x)

Prejedeme k diferencialnimu zépisu:d— = f (x) = hodnoty funkcef (x) udavaji znsnu
X

funkce S(x) (vypadalo to tak od ga@tku) = funkci S(x) mizeme najit integrovanim.
S(x) :j f (x)dx=F(x)+C

PF. 4: Hodnotu funkceS(x) a tedy obsah utvarll =(a,x, f ) mizeme it vztahem
S(x) :j f (x)dx=F (x)+C. C znai neznamou integtai konstantu, kterou

hledanim primitivni funkce neiiieme uéit. Bez jejiho uéeni by vSak obsah mohl
nabyvat libovolné hodnoty (coZ je zjevnesmysiné). Hledej Zigob, jak ukit
konkrétni velikost integkai konstantyC.

- Pro funkci S(x) jsme stanovili dé podminky:
| » S(a)=0,

« S(b)=S(U).

Vyuzijme podminkuS(a) =0:
S(x)=F(x)+C

- S(a)=F(a)+C=0

F(a)+c=0

o= ()

(
Pro obsah celého Gtvatu =(a,b, f): S(b)=F (b)-F(a).



P¥i ur &eni obsahu GtvaruU =(a,b, f ) ohrani¢eného libovolnou na intervalu(a;b)

spojitou funkei f (x) postupujeme ve dvou krocich.
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y=f(x)
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«  Ur&ime primitivni funkci F(x) k funkci f (x).

«  Ur&ime rozdil hodnot primitivni funkce F (b)-F(a)=S(U).

Rozdil F (b) - F(a) hraje v matematice i aplikacich velniileZitou roli, proto ma sj
nazev i zné&eni.

Necht F je primitivni funkce k funkcf v intervalul. Rozdil F (b) - F (a)
funkénich hodnot funkc& v libovolnych bodecla, b tohoto intervalu se nazyva

urdity integral funkcef v mezich oda dob a zn&i se J': f (x)dx.

Terminologie:
* X-integr&ni proménna,
* a-dolni mez integralu,
* b-horni mez integralu,
e f-integrand.
Pii vypoctech se BZ2re zapisuje jako saidist postupu i nalezend primitivni funkce:

[ f(x)ax=[F(x)] =F(b)-F(a).

Dodatek: Urcity integral zavedeny timto apobem se nazyva Newtibnuréity integral.
Krome této klasické definice se od 19. stoleti pouzivaenrjSi soktova
definice utitého integralu. MySlenku sétové definice jsme pouZili na péatku
hodiny u gikladu s odvozovanim vzorce pro drahu rovéomi zrychleného
pohybu: rozdlime interval na jednotlivé nuaky a dokazeme, Zeizjemiovani
déleni, horni i dolni odhad postupsntiuji k jedné hodnat kterou prohlasime za
urcity integral.

PF. 5: Urdi obsah Utvaru, ktery vytyije graf funkcey = x*, prox od 1 do 3.
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' Plochu uéime vypa@tem ucitého mtegralu:jl X dx = 3 =———=9——3:
1

Obsah plochy podasti paraboly od 1 do 3 }%9



Pr. 6: Primitivnich funkciF k funkcif existuje nekon#¢ mnoho a vdechny maji tvar

F (x)+C. Dokaz, Ze hodnota titého integréllujb f (x)dx nezavisi na tom, kterou

z primitivnich funkciF (x)+C pro vypaet zvolime.

Plati: [ (x)dx=[F (x)]. =F (b)-F (a).
Zkusime zvolit jinou z primitivnich funkci, pro kteu platiG(x) =F (x)+C.

jb f(x)ax=[G(x)] =G(b)-G(a)=F (b)+C~[F(a)+C]=F(b)+C-F(a)-C=

=F(b)-F(a)
- Ziskali jsme stejnou hodnote> pii vypoctu ukitého integralu na volbprimitivni funkce
' nezélezi.

NaSe Gvahy se tykaly uzsnych interval. Proto bychom ®i jeS& uvést zgni wty, ktera
urcuje existenci primitivni funkce v uzéeném intervalu.

Ke kazdé funkci spojité v uza¥eném intervalu (a; b> existuje v tomto intervalu
primitivni funkce.

Shrnuti: Obsah plochy podikrkou grafu funkce wime pomoci rozdilu hodnot primitivni
funkce - utitym integralem.



