Cinematica de la particula

estudio del movimiento sin importar las causas.
punto, modelo matematico.

la evolucién temporal de la posicidn de la particula.

Para comenzar, es necesario definir un sistema de referencias con relacion al cual se describen los

movimientos de los demas cuerpos: sistema de coordenadas.

Ejemplo: Ambos observadores (O y O") utilizan los
sistemas de referencias XYZy X'Y'Z".

Si los observadores se encuentran en reposo, observaran
el mismo movimiento de P; pero si se estan en movimiento
relativo, sus observaciones seran diferentes.

Ahora bien, entraremos en detalle para definir la posicién

de un punto, en este caso de P, la cual esta representada por tres
numeros dados de acuerdo a las coordenadas.

X

b Y La posicion de una particula en un instante de tiempo ¢t
se describe a través de un vector 7 (t) el cual se traza desde el

origen de coordenadas, en este caso (O), al punto P.

Fig. 6-1. Dos observadores diferentes
estudian el movimiento de P.
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Figura 1.1: Vector posicion en coordenadas cartesianas.

Entonces, escribimos la
posicidn de la particula:

7({t)=P—-0

La distancia OP se llama
moédulo  del vector y se
representa:

r| 6 r

En tanto, de acuerdo al
sistema cartesiano ortonormal,
las magnitudes de la posicién
corresponden al producto escalar
(.) del vector posicion con los
versores  del sistema de
coordenadas:



() =x()i1+y@)]+z(k, x(t) = #(t).1, etc.
Lugar geométrico de los puntos que ocupa un cuerpo en movimiento.

Es el valor de las componentes del vector posicién a cada tiempo t que da una descripcion
paramétrica de la curva que recorrera la particula en el espacio.

A las componentes del vector o también llamadas proyecciones del radio vector sobre los ejes, se
les asigna un signo positivo o negativo de acuerdo al sentido creciente o decreciente en las coordenadas.
Las componentes es la definicidn algebraica de un conjunto ordenado de tres nimeros de un vector.

La relacion entre el médulo del vector r y las componenteses:  r = /x? + y? + z2

La relacién entre las componentes, direccion y sentido de r, determinados por los &ngulos con sus
tres ejes (angulos directores) es:
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Comprobamos la relacion: / ________________

cos’a +cos*ff +cos’y =1

En tanto, un vector puede definirse geométricamente por el médulo: (|A]) = /A,ZC +AL+ AZ)y
los cosenos directores: cosa = A/|Al, cosp = A,/|A|, cosy= A,/|A| (por larelacion:
cos2a+ cos2f+ cos2 y=1).

“La suma y resta de vectores permite introducir el calculo diferencial de vectores.

Si un vector es funcion de un parametro (el tiempo, por ejemplo), se define como derivada del vector
respecto del parametro a la operacion:

A _ At +At)-Alr)
dt a0 At

que se llevara a cabo analitica o geométricamente (Roederer, Capitulo 2. Cinematica del punto, p41).”

El movimiento de un punto se determina al conocer su posicion en funcién del tiempo: r = r(t),
lo que nos indica que es necesario dar tres funciones de tiempo:



x =x(t) r=r(t)
y=y@®) o a=a(t)
z = z(t) B=p1

y = y(t) se deduce teniendo en cuenta la relacion entre los cosenos directores.

Movimiento rectilineo: Velocidad

El cuerpo se mueve en linea recta describiendo una trayectoria recta (tres, ascensor, etc).

Asignamos un sentido y un punto de
referencia que llamaremos O. El eje Ox
coincide con la trayectoria.

[+ A
. A, B - Su desplazamiento se relaciona con el tiempo:
f f 1 .
0 -; I: x = f(t) , donde x puede ser positiva o
¢ ) negativa.

En el tiempo t el objeto se encuentra en la

Figura 5-8 posicion A, 04 = x

En el tiempo t” el objeto se encuentra en la
posicién B, OB = x’

En ambos puntos, es decir, en ambas posiciones, surge una caracteristica del movimiento: la
Velocidad. Cuanto mas espacio recorre la particula en un lapso minimo de tiempo, mas rapido se mueve.

De esta manera se define la , Y se le adjudica signo positivo si la particula se
mueve hacia la derecha (creciente), y negativo cuando lo hace hacia la izquierda (decreciente); en tanto la
velocidad promedio entre los puntos A y B esta dada por:

x'—x Ax
V= — ,estoes UV =—
t'—t At

Para determinar la velocidad en solo uno de los puntos, por ejemplo en A, debemos hacer los

intervalos de tiempo tan pequefios posibles, y de esta manera estaremos determinando la
, 0 sea, su valor limite el cual depende solo del instante en el cual esta tomado:
Ax

v = lim —
At—0 At

Si observamos la ecuacion anterior, es la derivada de la posicion con respecto al tiempo, o0 sea:

_dx
V=t

Al conocer v = f(t), se obtiene la posicion integrando la ecuacion anterior; y a su vez, de esta
misma al despejar dx = vdt e integrando, se obtiene:



x t
J‘ dr = j vdi,
0 fo

donde x, es el valor de z en el tiempo 4. Y, puesto que [3,dx =z —1z,
t
T =2+ f vdt (5.3)
to

En tanto, de acuerdo al significado de una integral definida tenemos:

Desplazamiento =z —z, = v dl; + v, dly + vydly + ... =
t

=2v¢df- =f vt
10

El signo de la velocidad en el movimiento rectilineo indica el movimiento.

EJEMPLO 5.1. Una particula se mueve a lo largo del eje X de manera que su posi-
cién en cualquier instante ! estd dado por x = 5 + 1, donde = se expresa en metros
y ¢ en segundos. Calcular su velocidad promedio en el intervalo de tiempo entre
(a)2syds,(b)2sy2,1s,(c)2sy2,001s,(d)2sy 200001 s. Calcular también (e)
la velocidad instantdnea a los 2 s.

Solucién: Haremos {, = 2, el cual es comin para todo el problema. Usando x = 5 4
+ 1, tenemos z, = 5(2)* + 1 = 21 m. Entonces, para cada caso, Ar = x —ux,,
1—21 y Al =t—1, =1t—2,

(a) Parat=3s, tenemos Al =15, 2 = 53 +1=46m,y Az =46 m-—21 m=
= 25 m., Por lo tanto:

7= A% _ 25m
At 1s
(b) Para t = 2,1 s, tenemos Al = 0,1 s, x = 5(2,1)* + 1 = 23,05 m, y Ax =
= 2,05 m. Por lo tanto:

- Ax 2,05 m
=— = —— = 20,5 m s-L,
PTAC T Tots ’
(c) Para t = 2,001 s, tenemos At = 0,001 s, @ = 5(2,001)* + 1 = 21,020005 m,
y Ax = 0,020005 m. Por consiguiente:

Az 0,020005 m
At 0,001s
(d) El estudiante puede verificar que para { = 2,00001 s, v = 20,00005 m s-1,

(¢) Notamos que a medida que Af se torna mas pequeno, la velocidad se aproxima
a 20 m s-1, Luego podemos esperar que éste sea el valor de la velocidad instantdnea

cuando { = 2 s, Ciertamente:

dx d
MR a G+

Cuandq { = 2, obtenemos v = 20 m s-! que es la respuesta a la pregunta (e).

D = = 20,005 m s-!




Ahora, pasando de la ecuacion de

velocidad instantanea: v (t) = drd—it)

a coordenadas cartesianas:
. N _ ﬂ n d_y n E ~ N ‘a
v(r) v(t)—dtl+dt]+dtk—xl+y]+zk
(1) 0 En resumen: la velocidad de un cuerpo es

una funcion del tiempo, el movimiento es
uniforme cuando la velocidad permanece
constante.

Figura 1.2: Velocidad instantdnea de una particula.

Si hay variacion en la velocidad, tenemos una nueva caracteristica: la

Igual que la anterior, podemos definir el promedio, es decir, la

Vy—Vq Av
a= —— ,estoes a =—
t,—t, At
En tanto, la se obtiene calculando la derivada de la velocidad con respecto

al tiempo:

. Av  dv  d’x
TTaS0A T oAt de?

La funcion s(t) debe ser derivable dos veces.
Si la aceleracion es constante, el movimiento es uniformemente acelerado.

Al conocer la aceleracion, podemos calcular la velocidad integrando:

] 1
J‘ dv = f adt,
vo to

donde v, es la velocidad en el tiempo £, Luego, como [ dv = v — v,

t
v=vo—|-f a di.
to

Esto nos dice que el cambio de velocidad = v — by = a, dl, + a, dl, + a;di; + ...

t
= Z a; dii = f a dt.
i to

d?x

No obstante con la velocidad, también se relaciona con la posicion: a = F



vdv = adt (ﬁ) = a dx.
dt

v y a posilivos v vV «a negativos
u~ f_l’ X | u <l‘_ﬁ
——— T o —] X
0 P a 0 a P

(@) Movimiento acelerado (va > ()

v positivo y a negalivo v negativo y a positivo

= w_ a v, L, u v

t - - T — X T - - } > X

() P 0 P

(b) Movimiento retardado (vo < )

Cuando conocemos la posicién y la aceleracion, podemos integrar para calcular la velocidad:

vdy = f adx
v x0
302 — Jvf = a dx.
fre))

(ecuacién 5.8)

Representacion vectorial de la velocidad y aceleracion en el Movimiento Rectilineo

. . ., dx
La velocidad es representada por un vector de longitud dada por la ecuacion v = e donde su
direccién coincide con la del movimiento.

., . ., dv
La aceleracion es representada por un vector de magnitud dada por la ecuacion a = e donde

su direccion corresponde a OX u opuesta (positiva 0 negativa). Tomando © como vector unitario en
direccion positiva, escribimos en forma vectorial:

dx
V=Uv =U— y a=x—
dt dt

“Los vectores V' y @ estan dirigidos en la direccion de U o en la direccion opuesta, dependiendo

. dx dv . , . . o . .
de los signos de TR respectivamente” (Mecénica. Alonso y Finn, Tomo | en espaiiol, cinematica,
p.92).

: Signo de vy a son iguales.

Signo de U es opuesto al de a



EJEMPLO 5.2. Movimiento rectilineo uniforme.

Solueién: En este caso v es constante. Entonces a = dv/dl = 0; esto es, no hay
aceleraciéon. De la ec. (5.3), cuando v es constante, tenemos:

. &
a:=x¢+J.;vd!=1:°+v tdt=x0+v(t—t.,).
a 0

v W

! | |
1 ; ,,//
N . A .t'0+1-'(f’—:@,/
| I /.ﬁ'/ .
v = ronst |1 *'n|l .
P 100 . |
! ' I
| |
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L | | | ) _i
(a) Grafico de la velocidad (b) Gréafico del desplazamiento

Fig. 65-5. Graficos de la velocidad y el desplazamiento en el movimiento uniforme.

EJEMPLO 5.3. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Solucién: En este caso a es constante. Por lo tanto, de la ec. (5.6) tenemos
£

t
U*—"l’o*I-J adt =v, + a dt = v, + a(t — i),
to to

y de la ec. (5.3), tenemos

¢ ¢
a:=x,,+f vy + a(t — )] dt = x4 + v, dt-l-»a".‘ (t—t,) di,
to to to

T = Zp + vo(l — &) + ta(t — )] (5.11)
Es también util obtener una relacién a partir de la ec. (5.8),
0t — o = aJ’p dr = a(x — ).
0

Luego
1 = vy + 2a(x — o). (5.12)

En este ultimo movimiento tenemos la caida libre bajo la accion de la gravedad.

Tomando la direccion vertical hacia arriba como positiva, se define a = —g,

donde g = 9,8 m/s2 .



Se puede representar v y x en funcién de t :
1
X = vt + Eat2

to=0 y x,=0,simplificando a: v =v,+at y
v X
- r=vyl+ %alz
y=w/ /
> Vi
] ’iI
!
0 ¢ 0 t
(a) Grafico de la velocidad {b) Grafico del desplazamiento
Fig. 5-6. Graficos de la velocidad y el desplazamiento en el movimiento uniforme-
mente acelerado.

Movimiento curvilineo: velocidad
La particula describe trayectoria rectilinea: en el tiempo t se encuentra en el punto A, su posicién

esta dada por el vector: r = 04 = u,x + Uyy + Uz

il B
11:3'
v i -
j.1 I=—1)
- ——
1 b AR S S - X

En tiempo t” se encuentraen B: 1’ = 0B = UpX” + uyy + u,z’

Su desplazamiento es: AB = Ar

Comor =r+ Ar ,entonces:



AB= Ar=7—7= u(x —x) + u, (¥ —y)+ u,(z' —2)

AB = u, (Ax) + uy, (Ay) + u, (Az)

La velocidad promedio es un vector definido por:
Ar

17=A—t

Ax + Ay + Az
A ae T M A

Se representa con un vector paralelo al desplazamiento:

v=1u

Z

Fig. 5-9. Desplazamiento y velocidad
promedio en ¢l movimiento curvilineo.
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Figura 5-8

Y para calcular la velocidad instantanea hacemos que At Se aproxime a cero:

A
v = 1l1m —
At—0 At

En este instante, el punto B se aproxima a A, donde tenemosa B’y B™":

por lo que el vector AB = Ar cambia continuamente de
magnitud y direccion, como también la velocidad promedio.

Cuando B esta muy cercano a A, el vector AB = Ar
coincide con la direccion de la tangente AT.

En este movimiento la velocidad instantanea es un
vector tangente a la trayectoria, dado por:

dr dx dy dz

= - V= Upe—7+ Uy -+ U; -
dt *dt Y dt Z dt

o

Fig. 6-10. La velocidad es tangente a la
trayectoria en el movimiento curvilineo.




Las componentes de la velocidad en X, Y, Z son:

dx dy dz
dt’ Vy = =~ V= o2

dt ’ dt
V= /v,§+ v+ v2

MATERIALES Y EJERCICIOS EN CLASE POR ZOOM

Uy =

La magnitud de la velocidad:

(Mes: Abril)
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