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1. INTRODUCCION

En el desarrollo de la geometria métrica, ademas de las aportaciones de Monge y sus
discipulos, son los logros destacables la obtencién de la formula para hallar la distancia

de un punto a un plano (Lagrange) y la del volumen de un paralelepipedo (Cauchy).

El espafiol Pedro Puig Adam (1900-1960), gran matematico y extraordinario
didacta, fue autor de una Geometria Métrica que es un clasico de esta
materia.

P. PUIG ADAM
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2. ANGULOS Y DISTANCIAS EN EL PLANO

Angulo entre dos rectas

- -
» v Uy vy U, -V,
cos(r,s)= Lt 2
(N 2 2 2 2
ul-|v Uy +U; -4V, +V,
Distancia entre puntos
i o 2 2

.LP 2 d(P'Q): PQ :\/(Xz_xl) +(y2_y1)
Distancia entre una recta y un punto

A ) Siendo la ecuaciénr, r:ax+by+c=0

|

| , ax, +by, +c¢

| ; d(p'r):w

— ' / va’ +b’
AP A /
diP, r)
%
r rs

d - r
A - Q

Distancia entre rectas

A, Dadas dos rectas, rys.

Si son secantes: d(r, S) =0

sirysson|:d(r,s)=d(A ,s)=d(A,r)
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3. MEDIDA DE ANGULOS ENTRE RECTAS Y PLANOS

Angulo entre dos rectas

El A&ngulo que forman dos rectas es igual al &ngulo agudo determinado por

los vectores directores de las rectas.

— - |H BT R T PR U R PR
171 2 2 a2 F3
DLI{I'J.SJ = DL(UJ. 'v’) = grc Cos

Julz L S -Jvlz ISR
Dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son ortogonales.

rls ey =0 LWy + U v+l v, =0

Ejemplos

Hallar el angulo que forman las rectas:

1.
_x-2 ¥+l =z x+1 y z
TET T T R s |
d=(2,1,1) v =(-1,2,1)
- 2 (-1)+ 12+ 14 1

o(r,s) = m(u, v)= arc cos =

N e



TEMA 7 MATEMATICAS Il

(FE) =arc cos% =20 41°

2.
e 2x+3v-—z+1=10 oo Jx-¥+z-3=0

| x-v+2z+2=0 2k +y-3z+1=0

i3k i
U= 3 -i-5-5j-5k v=[3 -1 1|=ZF+117+5K

1 -1 2 2 1 -3
U =(5,-5,-5) v =(2,11,5)

|52+ (-5)-11+(-5) 5 70

o(r,s) = m(ﬂ, '.7) = arc cos

\/52 + (-5 + (-5 2+ 112+ 57 S

—— 70

F,5|=arc cos = 48 70

( ) 7542

3

r=)c'+1=y—1=.z—2 - X+y+z=0
o 2 3 v -y+3z-1=0
i

v=ll 1 1f=d4i-7-3k
2 -1 3

4=101,2,3) v =(4,-1,-3)

14+ 2:(-1)+3(-3) 7

o(r,s) = U,(J, '._;) = arc cos

JE 2+ 3 42 (174 (-3 14426

(F:E) = arc cos = bE. 48°

7
NN
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Angulo entre dos planos

El A&ngulo formado por dos planos es igual al angulo agudo determinado por
los vectores normales de dichos planos.

F1= [‘ﬂ'ererl) F2= [‘ﬂ‘erZfCZ)
-,
COSa = .
n|-n,
— |/ﬂ1-A2+Bl-BE+C1-C2|

u(nlmz)=&(”v”2)=arCCDSJAl2+52+c2-JA2+BE+C :
1 1 2 2 z

Dos planos son perpendiculares si vectores normales son ortogonales.

n, Lo, n =0 A A +B By +CCy =0

Ejemplo
Hallar el &ngulo que forman los planos:
T =2x-y+2-1=0 T,=X+Z+3=10

ny=1(2,-1,1) m = (1,0,1)
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. 21+ (-1)-0+1-1] 3

DL['E 752:]=Dl(n1fn2)=arc C08422+{_1)2+12l 12+O2+12 = ﬁﬁ

1.

NG

(“w 11:2) =arc cos? = 30"

Angulo entre una recta y un plano

El &ngulo que forman una recta, r, y un plano, =, es el angulo formado

por r con su proyeccioén ortogonal sobre «, r'.

El &ngulo que forman una rectay un plano es igual
al complementario del &ngulo agudo que forman el vector

director de la recta y el vector normal del plano.

G = (L, Ly, i) n=(4,8,C)

o1

-u|
|4 Ly + Brug + C iyl
2 2 2 z 2 2
'\IJ.-ﬂl +B°+ 0 -.Jul + LSS+ Ly

SEN o= COSp = cos (n,u) = |_.
r

o= Grc zen

Si la recta r y el plano m son perpendiculares, el vector director de la
recta y el vector normal del plano tienen la misma direccién y, por

tanto, sus componentes son proporcionales.
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Ejemplos
¥x-1 wv+1 =z
rF = = = —
1. Determinar el angulo que forman la recta 2 1 2 y
el plano T=x+y-1=0
J=I[2J.1J.2:I H=|[1J.1J.D:I
|2-1+1-1+2-D| =
e o= =
N FRE RN IR IO CRN
m=arcsen£=45ﬂ
2
r={x+3y—z+3=[]
2. Hallar el A&ngulo que forman la recta 2x-y-z-1= Dy
el plano T=Zx-y+32+1=0
[
g=1 3 -il=-4-7-7k
2 -1 -1
u=(-4,-1,-7) A =(2,-1,3)
~4 24 (- 1) (-1)+ (-7)3
N 42+ (1) -1+ (-7)-3| o8

ooy« (a7 (77 e (o3 oA

o= &rc sen =22 91°

14
N231
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3. Obtener el angulo formado por el plano y la recta siguientes:

1 y =2
T=s X = I =
3x—d§z=[ﬁl
x=«f§1
Fr=d y=2 ur=(¥3,0,3) n-(1,0,0)
Z =23
J31+0 0430
SEeMo = | | Jg L

J[ﬁ)ﬂ PP L0t ? 23 2

o= arc ser.é= ar
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4. DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS.

Distancia entre puntos

A(Xy, Y1, Z9)

B(X5 Y5, Z,)
> o >
a+AB=b

N
AB =

o

9
- a

9
AB=(Xo— Xy, Y2— VY1, 22— 71)

d (A B) = |AB| =06 — X0 + (V2 -y’ + (22~ 22)°
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Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto, P, a una recta, r, es la menor de la distancia

desde el punto a los infinitos puntos de la recta.

Esta distancia corresponde a la perpendicular trazada desde el punto

hasta la recta.

d(F, r)

Area del parale log ramo
base

Area del paralelogramo =base xh — h =

- -

AP xu,
h :d(P,r):f

Ejemplos

1. Hallar la distancia desde el punto P(1, 3, —2) a la recta

X =2+ 3h
F= }r‘=—1+1.
Z=1-2%

AP = (1-2,3+1,-2-1) = (-1,4,-3) ur =(3,1,-2)
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iJ ok
UrxAP=13 1 -2/=5+117+13K

-1 4 -3
by x 8P| = 52+ 117 + 137 = 335 e | = {37 + 12+ (-2)° = 14
d(p,r)- B 310

Jia 2

2. Hallar la distancia desde el punto P(1, 2, 3) a la recta

x-2 y-3 z-4

r

4 4 2
A(2,3, 4) AP - (1-2,2-3,3-4)=(-1,-1,-1)  wr =(4,4,2)
[
e xAP=|-1 -1 -1|=-2+2]
2 2 4
Prxﬁ_P'|=.J[—2)2+22+Dz=«f§ b=+ 42127 -6
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Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto, P, a un plano, n, es la menor de la distancia

desde el punto a los infinitos puntos del plano.

Esta distancia corresponde a la perpendicular trazada desde el punto al

plano.
P(xg,¥a Zo) t=Ax+By+Cz+0=0
4(P, x) - |zﬂ|)(,:,+ By, + Czy +D|
VA% + B+ C7
Ejemplo
1. Hallar la distancia del punto P(3, 1, -2) a los
planos 11:152)(+jf—z+1=f:ly mp=2y-3=0
L3+ 11-1-2)+1
3P, )= B D10
J2P 12 (-7 Je
21-3
dip, Ta)=—| !
JoR e 22e 02 2
2. Hallar la distancia del punto Q(5, 5, 3) al
olano "= [xfy,2)=[DIDI—4)+|[EJEJ—1)1+[—B,E,Dju._
X 2 =3
i 2 2|=0 2¥+ 3y +10z+ 40=10
z+4 -1 0O

[p2+35+103+40 o5

4, _
(@) 27 3R 4 107 V113
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Distancia de una recta al plano
Dada larectaryel plano =
e Silarectay el plano se cortan - la distancia es cero
e Sino se cortan ( larectary el plano son paralelos o la recta en el plano)

0 d(r,;r)= di(P,;r), Per

Distan entre planos paralelos

Para calcular la distancia entre dos planos paralelos, se halla la

distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro.

También se puede calcular de esta otra forma:

m=Ax+By+Cz+ 0, =0 To=Ax+ By +Cz+ 0, =0
—D|
d o, )= |D2 .
7 72) Ja? B2y P
Ejemplo

1. Calcular la distancia entre los planos ™ =¥~ ¥ - 22+5=0

y n254x—2y—4z+15=[:].

2_-1_-2_5
~47 15

4”2

Los dos planos son paralelos.

Transformamos la ecuacién del segundo plano para que los dos planos

tengan el mismo vector normal.
15

’.I'IZZEEX—}"—23+1—25=D > .:!'|[;r|;1!11;2:]= ==
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Distancia entre dos rectas paralelas

La distancia de una recta, r, a otra paralela, s, es la distancia desde un

punto cualquiera de r a s.

B U s
r
s d
&
p—
A u .
ix 8

dir,s)=d(A,s)= T
Distancia entre dos rectas que se cruzan

La distancia entre dos sectas que se cruzanse mide sobre

la perpendicular coman.

(45)  (67) naciones I
Sean y las determinaciones lineales de las rectasr y s.

m
=< |
]

Los vectores “E. Y ¥V determinan paralelepipedo cuya altura es

la distancia entre las dos rectas.
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El volumen de un paralelepipedo es V= A 'h.

Teniendo en cuenta el volumen es el valor absoluto del producto mixto de
los tres vectores y el area de la base es el producto vectorial de los
vectores directores de las rectas, la altura, es decir, la distancia entre los

dos puntos es igual a:

d(ris)=h=i= ‘[_5:" l;]

Ay px;‘
Ejemplo

Hallar la minima distancia entre las rectas:

X+8 y-10 z-6 . ¥-1 wv-1 =z-1

r=—3 3 -1 1 -2 "4

A(-8,10,6)  0=(2,3,1)

B(1,1,1) v =(-1,2,4)
9 -9 -5
u{[EJu,E} 2 3 1]-136
1 2 4

K
1= 107 - 97 + 7k
4

| R NS

A =|Ex¥|=J1DE—92+?2 - .B30

o 136 _ 684250

J230 115
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5. MEDIA DE AREAS Y VOLUMENES

Area de un triangulo

Ejemplo

Determinar el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1,
3), B(2, —1,5)y C(-3, 3, 1).

ik
w=ABxAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
-2 2 1 2= 1 -
- 7+ L =0i-6]-6k
2 =2 -4 -2 -4
w = [0, -6, -6)
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Area del paralelogramo

Geométricamente, el moédulo del producto vectorial de dos vectores
coincide con el &rea del paralelogramo que tiene por lados a esos
vectores.

—+ —o-‘

A= ‘u‘-h: ‘qu‘sencz: ‘uxv

Ejemplo

Dados los vectores 4 (3’1’ _l)y W= (2“ 3, 4), hallar el é&rea del

paralelogramo que tiene por lados los vectores “ y v.

—

- 7 1= - .
[+ k=7Fi-14j+ 7k
7 5 3 7

1| =
4

UXV= i -

> 4 2 4

M LD =t
W L

‘1 -1

- ‘3 -1

A= }J’xﬂ=~j?2+142 + 72 = 204,72
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Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor

absoluto.
U Uy
W, W, Wy

V= % A -altura

A =% ABx AC| altura=h= ‘AHD -COS(A%D, h)
Por tanto:

111 > - — — 1| = — - - - —
\Y =§§ ABx AC|AD|-cos| AD,h =€ AD-| ABx AC ||=—| AB,AC, AD
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Ejemplo

Obtener el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(3, 2,
1), B(1, 2, 4), C(4,0,3)yD(1, 1, 7).

AB=(1-3,2-24-1)=(-2,0,3)

AC =(4-3,0-23-1)

L, -2,2)

AD ={1-3,1-2,7-1)=(-2,-1,6)

:%‘E}Fﬂ
2 0 3
[E,E,ﬁ} 1 -2 2|=24-3-12-4=75
2 16
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Volumen del paralelepipedo

Geométricamente, el valor absoluto del producto mixto representa
el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son tres vectores que

concurren en un mismo vértice.

Volumen= ‘[E AD, A—E]

Ejemplo
Hallar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores:
u=(3-25) v=(22-1) w=(-432)
3 -2 5

V:[E},E,ﬂ: 2 2 -1=91
4 3 2
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6. LUGARES GEOMETRICOS EN EL ESPACIO

Plano mediador

Se Ilama plano mediador de un segmento al perpendicular a él en su punto medio. Es el
lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los extremos del

segmento:

d(AM)=d(M,B)

Ejemplo

Consideremos dos puntos del espacio, por ejemplo A(1,2,3) y B(3,-5,6). Vamos a tratar
de hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de estos dos

puntos.

Sea P(X, Y, z) un punto cualquiera de dicho luga r(PLANO MEDIADOR). Se verifica:
d(P, A) = d(P, B), es decir

Vel 2422 +232 =V 5e3) 2 +ly+5) )2

Elevando al cuadrado y desarrollando se llega a 2x - 7y + 3z = 28
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Plano bisector

Semiplano bisector es el que divide a un angulo diedro en dos iguales. Es el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de los semiplanos que forman el angulo diedro:

d(P,a)=d(P,8)

Ejemplo

Consideremos dos planos que se cortan; sean, por ejemplo:
a: 3X+2y+z=6 y Bix+y+2z=3

Vamos a hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de
estos dos planos.

Sea P(X, y, z) un punto de dicho lugar, entonces se verifica d(P,c) = d(P,B).

|Jx+2y+z-6] |wry+22-3
Vid '3

de donde

Jutdy+z-6 _ wry+273
. Vid Ve

Jnt2y+z-6 __ xty+2:-3
. Vid Ve

Estos dos planos dividen al &ngulo diedro que forman los planos dados en dos
partes iguales, y se llaman planos bisectores.
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Esfera

La superficie esférica es el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al
centro, Q, es una constante, r.

Los puntos X = (x, y,z)de una superficie de centro Q = (x,, Y,,Z, )y radio r cumplen la
siguiente condicion:

Entonces:

QX = X =Q = (%,¥,2)~ (X1 Yo 20) = (X~ Xg, Y = Y0, 2 2,)

—

QX| = (x=x%, ) +(y =y, )? +(z -2, )

-

Y como |QX|=r, entonces

Jx=x, ) +(y—yo)* +(z—2,)* =r , elevando al cuadrado ambos términos, nos
queda

Ecuacidén reducida de la esfera.

(X_Xo)2 +(y_yo)2 +(Z_Zo)2 =r’

X2 = 2x%, + (%, ) +y2 = 2yy, +(y, )’ +2% =222, +(z,)* = r?
2

X2 4 Y% 4+ 2% = 2x%, — 2y, — 2224 + (X, ) + (¥, )+ (z,) =T

X2+ y2 2% = 2x%, — 2YY, — 2224 + (X, )* + (v, )+ (z,)* =r* =0

A=-2%,B=-2y,C=-22,,D =(x,)" +(yo)+(2,) —r

x*+y?+2°+ Ax+By+Cz+ D=0 Ecuacion desarrollada de la esfera.
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A partir de la ecuacion desarrollada de la esfera tenemos una esfera de:

( A B cj
centro=| - —,——,——
2 2 2
2 2 2
radio:\/(é) +(Ej +(EJ -D
2 2 2
Elipsoides.

Se llama elipsoide en el espacio, al lugar geométrico de los puntos cuya suma de
distancias a dos puntos fijos, F y F’, es constante. Un balon de rugby o una lenteja lo
son.

d(X,F)+d(X,F')=k
Hiperboloides

Se llama hiperboloide en el espacio, al lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
de distancias a dos puntos fijos, F y F’, es constante.

d(X,F)-d(X,F')=k
Paraboloides

Se llama paraboloide en el espacio, al lugar geométrico de los puntos que equidistan de
un punto fijo, F, y de un plano fijo, r.

Ejemplos
10f
z 5f
7 s g, =] e AT TS o B
B R T & A0 et

elipsoide hiperboloide hiperbdlico
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TEMA 7

T — —-m

+
—

= t u
= o

hiperboloide eliptico

. e SR e
2o i S
i o !

G v 0 (P A Py

A AR

e

paraboloide hiperbdlico

paraboloide eliptico

Ejemplos reales

Central nuclear de Cofrentes. Hiperboloide hiperbodlico
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Sagrada Familia, béveda central con forma de hiperboloide de una hoja
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