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1 Odvozeni pres plochu pod grafem
rychlosti

Vyjdeme z obrazku 1la, kde vidime graf zavislosti rychlosti na ¢ase pro
RPP pro casovy interval od nuly do néjakého nenulového okamziku t.
Grafem je tsecka rovnobéznd s ¢asovou osou, protoze rychlost RPP je
konstantni. V obrazku je zelené vyznacena plocha pod grafem rych-
losti, jejiz obsah Sp je zfejmé roven obsahu obdélnika o stranach v a t.
Ciselné (nikoliv jednotkové — plocha mé jednotky m?, kdezto souéin v -t
m4 jednotky m - s~ -s =m) tedy plati:

0= o

Vime, ze pro drahu RPP plati vztah:

[ s(t)=wv-t ] (2)

Srovnanim (1) a (2) dostdavame dulezity vysledek:

Obsah plochy Sp pod grafem rychlosti RPP je ciselné roven
urazené draze.

Nyni tento vysledek zobecnime pro libovolny pohyb — tedy i pro
pohyb s nekonstantni velikosti rychlosti, tj. pohyb nerovnomérny (viz
obr. 1b):

Obsah plochy So pod grafem rychlosti libovolného pohybu je
¢iselné roven urazené draze.

Néznak odvozeni — viz obr.2 + aplet v GeoGebte v popisku obrazku.

Tuto fantasmagorickou poucku si krastné muzeme procvicit v ge-
neratoru piitkladi v GeoGebie (viz obr.3).
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So
So

(a) v = konst (b) v # konst

Obr. 1: Plocha pod grafem rychlosti je ¢iselné rovna urazené draze.

(a) Dolni soucet (b) Horni soucet

Obr. 2: Myslenka odvozeni obecné poucky o plose pod grafem rych-
losti. Ndahrada zrychleného pohybu pohybem rovnomérnym v jednotlivych
nudlickach.

[ https://www.geogebra.org/m/qfvurvze ]
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Avim/s] Urci:

a) Drahy urazené v jednotlivych tsecich Napoveda
b) Celkovou urazenou dréhu za 7 s Vysledky
s =13.75m
E
F
C
4.5
2.75
A B 3
1.5
0.5 1.25
0.25 G el
1 2 3 4 5 6 7 8

Obsah plochy pod grafem rychlosti

o o Modré body jsou pohyblivé.
je ¢iselné roven urazené draze.

Obr. 3: Generator pitkladi na vypocet driahy z grafu rychlosti.

[ https://www.geogebra.org/m/Zd5cnZER ]
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vo + at vo + at

Vo Vo

5
t
(a) v(t) = v + at (b) S=5Sg+ Sa

Obr. 4: Dréha RZPP je ¢iselné rovna plose lichobéznika.

[ https://www.geogebra.org/m/xj9cqunv ]

Ted muzeme nasi poucku o plose aplikovat na specidlni piipad ne-
rovnomeérného pohybu, o ktery ndm jde — na RZPP s pocatecni rych-
losti zvg. Grafem zéavislosti drahy na case je v tomto piipadé primka
a jde tedy o urceni obsahu lichobéznika (viz obr.4a). Lichobéznik si
rozdélime na obdélnik a trojihelnik (obr.4b).

e Obdélnik m4a ziejmé obsah Sp = vy - t.
e Trojuhelnik je pravouhly s odvésnami ¢ a a - ¢, takze jsho obsah
je Sa = = -a-t2

2

1
e Celkovéa plocha lichobéznika je tedy S = Sq+Sa = vo-t+§ a1

Dréaha, kterou téleso urazi za dobu t pohybem RZPP je tedy dana
vztahem:

L,
s(t) = vot + §at (drdha RZPP s nenulovou vg) (3)
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v(t) = vo+ at

v(t) B

v(t)

Vo
1
s(t) = vot + > at®

(a) (b)
Obr. 5: Srovnani vztahu pro rychlost a drahu RZPP pro vy # 0 a vg = 0.

Rozbor vztahu (3): Vidime, Ze drdha je tvofena dvéma ¢leny. Prvni
predstavuje ziejmé drdhu rovnomérného pohybu s konstantni rych-
losti vy. Druhy je prispévek k této draze zpusobeny zrychlovanim.

Specialni pripady vzorce:

e Pro (vg # 0; a = 0) dostavame samolitr vzorec pro pohyb rov-
nomeérny s(t) = vt.

e Pro (vp = 0; a # 0) dostdvame jednodussi podobu vztahu pro

dréhu:

1
s(t) = §at2 (drédha RZPP s nulovou v) (4)

Srovnédni vztahu (3) a (4) médme krdstné vyobrazeno v obr.5.
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Obr. 6: Modré tycky predstavuji jednotlivé rychlosti, které se za dobu ¢ objevi

na tachometru auta. (Samoziejmeé jich muzeme vyznacit jen koneény pocet,

ve skutecénosti jich je vsak nekoneéné mnoho.) Kazdou z téchto nekoneéné

mnoha rychlosti jede auto nekone¢né kratkou dobu dt, tedy vSemi jede

stejné dlouho. Vsechny rychlosti maji tedy stejnou vdhu a prumérnou
rychlost muzeme spocitat jako jejich aritmeticky prameér.

2 Odvozeni pres prumérnou rychlost

Ol rait. Budu uvazovat takto. Fdro A zaéne zrychlovat z rychlosti vg a
po case t dosdhne rychlosti v(t) = vy + at. Jakou urazi drdhu? Stejnou,
jako auto B, které by jelo celou dobu ¢ konstantni rychlosti rovnou
pramérné rychlosti auta A. Tato draha je tedy dana vzorcem pro
drahu rovnomérného pohybu:

[ SRzpp = Up -1 ] (5)

Primérna rychlost RZPP: Vznikd otazka, jak zjistit prumérnou
rychlost RZPP? Vime, ze prumérna rychlost obecné neni rovna arit-
metickému pruméru rychlosti, ale vazenému pruméru. Nicméné pokud
maji vSechny rychlosti stejnou vahu — tedy pokud jimi jede faro stej-
nou dobu, potom aritmeticky prumér muzeme pouzit. A to je nastésti
v nasem piipadé splnéno (viz popis u obr.6).
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(a) Lichobéznik preménime. . . (b) ... na obdélnik

Obr. 7: Urceni aritmetického priméru 21 tycek s rovnomérné se zvétsujicimi
délkami.

[ https://www.geogebra.org/m/ftndc2uh ]

Proto ziskame priameérnou rychlost jako aritmeticky priameér
jednotlivych rychlosti:

&
I
ST

(6)

Aritmeticky pramér rychlosti: Dalsi otdzkou ale je, jak udélat
aritmeticky prumeér z nekoneé¢né mnoha hodnot, kterymi rychlost fara na
néjakém casovém tseku prochazi. Budeme snad muset s¢itat nekonecné
mnoho hodnot a délit to nekoneénem? Nastésti to 1ze obejit genialni
fintou.

Vezméme nejprve koneény pocet rychlosti. V obrazku obr.7a je
vyznac¢eno 21 modrych tycéek — rychlosti, jejichz aritmeticky prumeér
je roven jejich souctu vydélenému 21. Vypocet souctu rychlosti si
nyni usnadnime. Vezmeme stied S usecky AB a oto¢ime kolem néj
trojuhelnik SEB o 180°. Tim se lichobéznik AOC B z obrazku 7a zméni
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na obdélnik FOCE. O co se zkratily délky modrych tycek vpravo od
centralni zelené tycky SG, o to se prodlouzily délky modrych tycek vlievo
od SG. Celkovy soucet délek tycek (rychlosti) se tim tedy nezménil.
Soucet délek vsech 21 tycek je tedy 21 - |SG|. Ale délka tycky SG je
ziejmé rovna aritmetickému prumeéru délek nejkratsi (AO) a nejdelsi
(BC) tycky. Soucet délek vsech 21 tycek je tedy

|AO| + |BC|
2

21 -

a prumérnd délka jedné tycky je

|AO| + |BC|
5 40|+ |BC|

A 2

Povsimnéme si, ze prumérna délka tycky vubec nezavisi na poctu
tycek (méli jsme jich 21), protoze ten se ve vypoétu vykrati. Proto
muzeme v mysli pocet tycek zvysSovat libovolné az do nekonecna, ale
prumérnd délka bude stale rovna aritmetickému prumeéru délek krajnich
tycek!!

Pritom fysikélné je |AO| = vy a |BC| = v(t), takze pro prumérnou
rychlost RZPP dostavame

2

. Vo + U(t)

vy = 5 (prumérnd rychlost RZPP) (7)

kde v(0) je pocatecni a v(t) je koncova rychlost. Slovneé:

1
_l4o] +|BC|
. 5 _ 40| +|BC]|

n—»00 n 2
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Pramérna rychlost RZPP je rovna aritmetickému pruméru
pocatecni a koncové rychlosti.

Pro rychlost RZPP plati v(t) = vy + at, coz dosadime do vztahu

(7):
Vo + (vg + at 2vy + at at
== (20 ) _ 02 =y + — (8)

2
Potom dle (5) dostavame pro drahu RZPP:

vp

at
SRgpp:Up'tI Uo"‘; -t

a po roznasobeni mame:

1
s(t) = vot + §at2

coz je presné vztah (3), ktery jsme jiz predtim odvodili jinym zptisobem.
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