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Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

1. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Monotonia: crecimiento v decrecimiento en un intervalo.

+ Unafunciéon f(x) definiday continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo
x€la,b] ytodo h>0 talque x+h€la,b] es [f(x)<f(x+h)

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para
todo x€[a,b] ytodo h>0 talque x+h€la,b] es [f(x)=f(x+h)

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para
todo x€la,b] ytodo A>0 talque x+h€la,b] es [f(x)>f(x+h)

* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a4,b] es monétona si

f(x) escrecienteen [a,b] o f(x) esdecrecienteen [a,b]

Tasa de variacion v monotonia

* Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo

x€la,b] y todo A>0 tal que x+h€la,b] es

TVM(x,h)f(x):f(x+h2_f(x)>0 .

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para

todo x€la,b] y todo A>0 tal que x+h€la,b] es

TVM(x'h)f(x):f(x+h2_f(x):0

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para

todo x€la,b] y todo A>0 tal que x+h€la,b] es

TVM(X_h)f(x):f(x+h2_f(x)<0

Derivada y monotonia.

* Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo
x€la,b] es [f'(x)>0 .
* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para
todo x€la,b] es f'(x)=0
+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para

todo x€la,b] es [f'(x)<0
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Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

#  Ejemplo.- Como la  funcion f(x)=x*-2x" tiene  por  derivada
f'(x)=4x.(x=1).(x+1) . Se cumplird
f'(x)<0six €(—o00,—1)U(0,1)
f'(x)>0six e (—1,0)U(1,+o)
Luego, se cumplira
£ (x) es decreciente six € (—oo,—1)U(0,1)
f'(x) es creciente six € (—1,0)U(1,+o)

2

2. Curvatura: concavidad y convexidad

Tasa de variacion media v curvatura

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es lineal si para todo

+h)—
x€la,b] ytodo h>0 tal que x+h€[a,b] es TVM(x,h)f(x):f(x 2 f(x)

es constante.

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo

x€la,b] ytodo h>0 tal que x+h€la,b] es TVM(x’h)f(x):f(x+h2_f(x)

es creciente.
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Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

+ Unafuncion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es concava si para todo

_|_ —
x€la,b] ytodo h>0 talque x+h€la,b] es TVM(x‘h)f(x)=f(x h}z AL

es decreciente.

# Ejemplo.- Como la tasa de variacion media en el intervalo [x,x+h| de la funcion

f(x)=x es

TVM(x,h)f(x):f(x+h2_f(x):(x+h}33_x3=3.x2+3.x.h+h2

Se cumplira

TVM , , f (x) es decreciente para x<0

TVM , ,, f (x) es creciente para x>0
La funcion  f(x)=x" , serd

Céncava en(—x,0)y convexa en(0,+oo)

5 4
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Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

Derivada v curvatura

Primera derivadas v curvatura

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es lineal si para todo
x€[a,b]  f'(x) es constante.

* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo
x€la,b] f'(x) escreciente.

* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es céncava si para todo
x€la,b]  f'(x) esdecreciente.

Segunda derivada v curvatura

+ Una funciéon f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es lineal si para todo
x€la,b]  f''(x)=0
* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo

x€la,b]  f''(x)>0

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es céncava si para todo
x€la,b]  f''(x)<0

X

# Ejemplo.- La funcion  f(x)=e" es convexaentodo R ,yaque f'(x)=e* quees
una funcion creciente en R o bien utilizando la segunda derivada f''(x)=e">0  para

cualquier x € R . Mientras que la funciéon f(x)=Inx es céncava en todo R" , ya que

1 . : : 0 .
f ’(x)=; que es una funcion decreciente en R’ o bien utilizando la segunda derivada

" 1 +
S (x)=- —<0  para cualquier x €R
X

Pagina 4



Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

3. Extremos relativos y puntos de inflexion

Maiximos y minimos relativos

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] y c€(a,b) ,
decimos que el punto P(c, f(¢)) es un maximo relativo de f(x) , si existe un
entornodec, E(c,h)cla,b] talque f(x)<f(c) ,paratodo x€[E(c,h)—|c}]

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] y c€(a,b) |
decimos que el punto  P(c, f(¢)) un minimo relativo de f(x) , si existe un entorno
dec, El(c,h)cla,b] talque f(x)>f(c) ,paratodo x€[E(c,h)—{c}]

Siuna funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] tiene puntos extremos
relativos (mdximos o minimos), y la funciéon f (x) es derivable en el intervalo (a,b) ,
entonces, su derivada se anula en dichos extremos relativos. Es decir

Si P(c,f(c)) espuntoextremode f(x) = f'(e)=0 .
El teorema reciproco no es cierto, ya que por ejemplo  f(x)=x" , cumple
£'(0)=3.0°=0 . Sin embargo, el punto P(0,f(0))=P(0,0) no es ni maximo ni minimo
relativo, ya que la funcion es creciente, y por tanto no tiene ningun mdximo, ni ningun minimo
relativo. El punto P(0,0) es un punto de inflexion, donde la funcién pasa en este punto de
concavidad a convexidad.

Puntos de inflexion

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] tiene un punto de
inflexion en (c, f(c)) con c€[a,b] silafuncion f(x) cambia de curvatura en
dicho punto.

Ademés, si una funcion f(x) tiene un punto de inflexion en (c, f'(¢)) y es derivable
en (a ,b) , susegunda deriva se anula, es decir
(¢, f(c)) espuntodeinflexion =  f''(c)=0
El teorema reciproco no es cierto en general, es decir puede ser f''(c) = 0y no ser
(¢, f(c)) un punto de inflexion
# Ejemplo.- Para hallar los puntos de inflexion de la funcion  f(x)=x*—6x* , hallamos
la segunda derivada  f''(x)=12.(x*~1) , que se hace cero para x=—1 y x=1 .Y como
f''(x)>0para x<—1= f(x)esconvexaen(—wo,—1)
[ (x)<0para—1<x<1= f(x)escéncavaen(—1,1)
f'"(x)>0parax>1= f(x)es convexaen(1,+»)

Los puntos (=1, (=1)) y (1,f(1)) son puntos de inflexion de f
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Aplicaciones de las derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

Para estudiar los maximos o los minimos relativos de una funcién, podemos utilizar la
primera derivada que nos aporta informacion del crecimiento o decrecimiento de la funcién, o la
segunda derivada que nos aporta informacion de la concavidad o convexidad.

Es decirsi f(x) esuna funcién definida y continua en un intervalo [a,b] y derivable
en (a,b) y c€(a,b) .Si f'(c)=0 y E(c,h) esunentornodec

« Si  f'(x)>0 para cualquier x€(c—h,c) 'y f'(x)<O0 para cualquier
x€(c,c+h) , (c, f(c)) esunmaximo relativo de la funcion 1 (x) .

« Si  f'(x)<0 vpara cualquier x€(c—h,c) 'y f'(x)>0 para cualquier
x€(c,c+h) , (c,f(c)) esun minimo relativo de la funcion f(x) .

e Si  f'(x)>0 para cualquier x€(c—h,c+h)—{c] o f'(x)<0 para cualquier

x €(c—h,c+h)—(c} , (c,f(c)) esunpunto deinflexién de la funcién f(x) .

« Si f''(x)>0 para cualquier x € (c—h,c+h)—{c] lafuncién f(x) es convexa

en un entono de Pl(c, f(c)) ,luego (c,f(c)) es un minimo relativo de la funciéon

f(x)

« Si f''(x)<0 paracualquier x € (c—h,c+h)—{c} lafuncién f(x) esconcavaen
un entono de P(c, f(c)) , luego (c, f(c)) es un maximo relativo de la funcion

f(x)

# Ejemplo.- ;De qué tipo son los posibles puntos extremos de  f(x)=x"'-2x> ?
Como la derivada primera es  f'(x)=4x’—4x . Los posibles puntos criticos son
x=0,x=—1,x=1 . Y como la derivada segunda es f''(x)=12x"—4

Para x=—1, f''(x)=8>es convexa en x=—1= P(—1,—1)es un punto minimo .

Para x=0, /''(x)=—4=es concava en x=0= P(0,) es un punto maximo .

Para x=1, f''(x)=8=es convexa enx=12 P(1,—1)es un punto minimo .

2
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4. Problemas de optimizacion

Para resolver un problema de optimizacion, en el cual podemos utilizar una funcion real para
interpretar el problema. Podemos hallar el éptimo del problema (minimo o mdximo) estudiando los
extremos relativos de dicha funcion.

# Ejemplo.- En una ciudad de la costa el ayuntamiento dispone de unos terrenos publicos en
las afueras de la poblacion. Se quiere construir un parque y zona de recreo de  10000m> , pero
con la condicion de que tenga forma rectangular, y que el coste del vallado sea minimo. ;Qué
dimensiones tendrd que tener dicho parque, si queremos dejar 10 metros sin vallar en la zona de

entrada?

Si denominamos x e y las dimensiones en metros, del parque, debemos de hallar el minimo
valor del vallado 2.x+2.y—10 , sujeto a que su darea sea x.y=10000 .

Eliminando, y de ambas ecuaciones, obtenemos la funcion del vallado

2
Fx)=2x+2.10000 45 _2x=10.x+20000 =, <1000
X X

Y teniendo en cuenta que

, 2 x> —20000
frx)=
X
., 40000
rrle)=

Y como
f'(x)=0= x=100
£'(100)>0
f(x) tendrda un minimo relativo en x=100 , por tanto el rectangulo buscado sera un

cuadrado de lado 100 m.
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5. Asintotas

Una asintonta de una funcién f (x) es unarecta ala que se acerca la funcién cuando x
tiende a un determinado punto o también cuando x tiene al infinito. Distinguiremos tres tipos de
asintotas:

e Larecta x=a esunauna asintota vertical de la funciéon f (x) enelpunto x=a ,si
se cumple cualquiera de las tres condiciones:
1) [im,_, f (x)|=00 2) flim_, f(x)|=+0  3) [lim_ . f(x)=+0c0
« Larecta y=b es una una asintota horizontal de la funcion f(x) , si se cumple
cualquiera de las dos condiciones:
1) lim,_,_, f(x)=b 2) lim,_,, f(x)=b
 Larecta y=mx+n es una una asintota oblicua de la funcion [ (x ) , Si se cumple

cualquiera de las dos condiciones:

1) lim Lx)zm y lim_ [ f(x)-mx]=n
X
2) limx_urwf(x):m y lim,_ [ f(x)-mx]=n
X
x2
# Ejemplo.- Para determinar las asintotas de la funcion y= , COMOo:
limxﬂorf(x)z_oo y limﬁoff(x)zﬂ’o = x=0 es una asintota vertical.
lim f(x):—oo y lim f(x):+°° = f no tiene asintotas horizontales.

limx—iwmzl y 1imxa+oo[f(x)_x]:0 = y=x es asintota oblicua de f
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. X . ,
# Ejemplo.- la funcion [ (x) :TM tiene por asintotas las rectas y=—1ley=+1
1
01
7 6 5 4 3 2 y J 0 1 2 3 4 5 6 7
1

_ Ccosx

# Ejemplo.- La funcion  f(x)

lim, f(x)=—c0

tiene una asintota vertical en x = 0, ya que

lim . f(x)=+o0

# Ejemplo.- La funcion [ (x)=

tiene como asintota oblicua la recta  y=x
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6. Dominio, recorrido, puntos de corte y regiones graficas

Dado que el Dominio de wuna funcién f es el subconjunto
Df:{x € R:esta definido /(x| , y el recorrido €s el subconjunto
Im = ={y € R:3x €Rralque f(x)=y} . El dominio y el recorrido de una funcién nos permite

obtener las regiones del plano que las que existe la funcion

# Ejemplo.- Dada la funcion f(x):xx_l , como Df={|R—[—l,1}} e Im =R
Estudiando el signo dexyde f(x) en los intervalos (—o,—1),(—1,0),(0,1),(1,+o)
e si x€(—ow,—1) 2 y€(—w,0)
o i (—1,0) =  ye(0,+m)
-~ si x€(0,1) > yE€(-20)
e si x€(l,+x) = ye(0+oo)

Luego, si coloreamos de azul las regiones del plano que contienen la grafica serd

Que si representamos la funcion comprobamos que efectivamente esta dentro de esta region

Puntos de corte de una funciéon f (x) con los ejes de coordenadas.

 Para calcular los puntos de corte de una funciéon f (x) con el eje X , resolviendo la
ecuacion  f (x)=0 , si obtenemos las raices 7,,7,,....7; , los puntos de corte seran:
(o S L)) (g S () £()
«  El punto de corte (si existe) de una funcion f (x) coneleje ¥ ,sera (0,£(0))

# Ejemplo.- Los puntos de cortede y=x"—x con los ejes serdn: (-1,0),(0,0),(1,0)
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7. Simetria y periodicidad

Simetrias.

Funcion par. Eje de simetria x = 0.

Un funcion  f(x) es par, si para cualquier x se cumple f (x)=f(—x)
Es decir, la gréafica de f es simétrica con respecto a eje OY (recta x = 0).
# Ejemplo.- La funcion  f(x)=x'-2x> es una funcién par, y

por tanto simétrica, respecto de eje OY, ya que para cualquier x se cumple

X 2x=f(x)=f(=x)=(—x)*"-2(—x) e v\/ 2
Funcion impar. Centro de simetria C(0,0). s ‘

Un funcién  f(x) es impar, si para cualquier x se cumple  f (x)=—f(—x)

Es decir, la graficade f es simétrica con respecto al origen de coordenadas (0,0)

1
# Ejemplo.- La funcion f(x)Z—; es impar, y por tanto

simétrica respecto del origen de coordenadas, ya que

0= s (0= L) 4

(_X) X

Periodicidad.
Un funcién  f(x) es periédica, si existe un nimero T, tal que para cualquier x se cumple
f(x+T)=f(x) .Alnamero T se le denomina periodo de la funcion.
# Ejemplo.- La funcion f(x) = parte decimal

(x) = x — parte entera (x) es una funcion pericdicade _/ / / [/ /. [/ [/ [/ . /

periodo T =1

-1

Puntos de discontinuidad.

Un funcién  f(x) es discontinua en un punto x = a, cuando se cumple alguna de las dos
condiciones siguientes lim ., f(x)#f(a) lim__ _f(x)#lim__  f(x)

# Ejemplo.- La funcion f(x) = parte entera (x) es discontinua en cada numero entero a, ya

que si a es un numero entero, se cumple

lim f(x)=a-1#a= f(a)=lim_. f(x) 14 S
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8. Representacion grafica de funciones

Para representar una funcion debemos de seguir al menos el siguiente esquema

Dominio de [ (x)=Df
Recorridode / (x)Im
Regiones grafica
a) Regiones negativa 'y positiva )
((x, (x))
)

b) Cortes con el eje OX (r, f(r

Valores que puede tomar x

Valores que puede tomar la y

A
f(x)>0}
)’(’"2:

Con 7| ,7,,...

(x)<0}  (por encima de OX)
(por debajo de OX)

(), oo (e, (1))

.7, raices de la ecuacion  f (x)=0

¢) Cortes con el eje OY

(0, £(0)) (si existe)

Simetrias
a) Funcion par

b) Funcion impar

Periodicidad

f(x)=f(—x) (ejedesimetria el eje OY)
S (x)==

f(=x)
fx+T)=f(x)

(centro de simetria el origen)

(T es el periodo minimo)

Puntos de discontinuidad

lim,_, f(x)#f(a) o lim_ f(x)#lim_ . f(x)

Ramas infinitas y asintotas

a) Ramas o asintotas verticales
xX=a

b) Ramas o asintotas horizontales
y=b

¢) Ramas o asintotas oblicuas

y=mx+n;,m,n€ER, m#0

Monotonia
a) Crecimiento

b) puntos criticos y extremos
(a, f(a)) tal que

¢) Decrecimiento

lim,_,, f(x)=%wolim__ f(x)=xcolim__ . f(x)=%c0

[xER: f'(x)>0} (intervalos de crecimiento)

f'(a)=0y f""(a)>0 (minimo relativo)
f'(a)=0yf""(a)<0 (mdximo relativo)

[x€R: f'(x)<0} (intervalos de crecimiento)

Curvatura
a) Convexidad

b) de

tal que

Puntos inflexion

(a, f(a))

¢) Concavidad

[x€ER: f'""(x)>0] (intervalos de convexidad)

f'"(a)=0y f'"""(a)>0 (céncavo-convexo)
f'"(a)=0y f'""(a)<0 (convexo-céncavo)
0j

[xeR: f""(x)<

(intervalos de concavidad)
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Construccion de funciones a partir de otra

f(x)yg(x) sonfunciones opuestas <  g(x)=—f(x)V €D, ,ND,
# Ejemplo.- la funcién g(x)=x" esopuestaa f(x)=—x" ,yaque g(x)=—Ff(x)
Dos funciones f(x)yg(x) sonparesentresi <  g(x)=f(-x)V €D,ND,
# Ejemplo.- f(x)=x+1 y g(x)=—x"+1 son pares entre si, ya que ~ g(x)=f(—x)
Valor absoluto de una funcién |f(x)| y simetria horizontal (OX)
Para representar una funcion valor absoluto
a) Dibujamos primero la funcion f(x), sin el valor absoluto.
b) Los trozos de curva positiva se dejan como estan.
c¢) Los trozos de curva negativos se sustituyen por los trozos de curva simétricos de aquellos
respecto del eje OX.
# Ejemplo.- La grdfica de la funcion — f(x)=|x"—1| es

Valor absoluto de la variable f (|x|) y simetria vertical (OY)

Para representar una funcion valor absoluto de la variable

a) Dibujamos primero la funcién f(x), sin el valor absoluto para valores de x positivos.

b) Para valores negativos de x, la grafica es simétrica respecto del eje OY de la parte
anterior dibujada.

# Ejemplo.- La representacion grdfica de la funcion  f(x)=+(x) serd
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Funciones reciprocas.- Dos funciones f(x)yg(x) (con Ima,cD, ) son reciprocas si
g(f(x))=x;f(gly)=y» .

La funcién reciproca de f(x) se de designa por 1~ (x) .

Dos funciones reciprocas son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

# Ejemplo.- f(x)=2" y & (x)=log,x son funciones reciprocas, ya que se cumple:

log,2"=x y 2l =y
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