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1 herhaling 2D

1.1 vectoren

Begrip: gedrienteerd lijnstuk, zonder vast beginpunt
@ Codrdinaten

Om van het beginpunt naar het eindpunt van @ te gaan:
cen verplaatsing van 2 eenheden in de x richting en 1 eenheden in de yrichting

m
1
[
o
[
N

EI scalaire vermenigvuldiging

/| lineaire combinatie van vectoren

w=1-d+2-9

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/cRmm4Ez4

1.2 vergelijking rechte

© RB(z;y)

fall

Ta 2/ ] 2 2 13 5 1o

a=2

B y=2x+3 Op de rechte kan je de blauwe punten verplaatsen zodat
b=3 Je telkens een andere plaatsvector (P) en/of richtingsvector (R)
_.— krijgt
Vectoriéle vergelijking
(punt)vector Q@ richtingsvector it

D k-R

Q] plaatsvector P

[#) sarametenvergeiiiing
(5)=(8)++( 3. )

_x_y-3
k_1_ 2.1

keR

=y=2x+3

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/vzmgsnny
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2 punt

Codrdinaat van een punt

P=(y2)=(3, 4,5 |

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng

3 Vectoren

3.1 puntvector

RleardebdBed@ 4N
P=(xy2)=(3,-4,5) |
Puntvector : OB = P

P=3-E,+(-4)-E,+ (5)-E,

-
Figure 4: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng

3.2 willekeurige vector

Rekenen met puntvectoren:
A+ AB= B :
sAB=B-A4

co(AB) = co(B) — co(A)

SRRt

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/msnt9fvp
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3.3 norm en scalair product

PP SON S IP AN

A(x,y,2)=/(2, 4, 6) Iclte, 4, -3) ]
B(x,y,2)[(-2, 2, 4) ] ol(s, 0, 6) ]

AB  colAB) = colB) — col) = (-2,2,0) ~ (2,4,6) = (4,2, -2)

==

D co(CD) = (~1,-4,9)

inproduct 4 -

norm ||| = \/ui + u3 + u3
IAB]| = /(0" + (2" + (-2)* = V24

hoek cos(0) = ”;‘""i

m(ﬁ:cﬁ):mf_w—s — AB,CD = 97.11°

=

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEng

4 vectorruimte

Het begrip reéle vectorruimte R,V,+

R3x2 R[xz] o Vectorruimte V

Y eeh iy ggTe AL e

A+B= [2 5] e R2? £(2)+9(z) = 22> — 52+ 10 € Rlz] itT=W€m 1)Wu, v EV: ut+v €V (deopteling van vectoren is inwendig)
o2

A+B=B+A f@)+9(@) = g(=) + f(=)

d+7—d+a 2)Vu, v €V: u+ v = v+ u Deopteliing van vectoren is commutatief
2 3 0 2 3 2
[ 1 4]+[0 0]—[ 1 4] 2% —3z+5+0=22"—3z+5

di0=7 3)3 0€EV, 04+v=v=1v+0 eriseenneutraal element voor de optelling van vectoren
i+0=1a

AYVv €V, I —v EV: v+ (—v) = (—v) + v) = 0 elke vector heeft cen symmetrisch element

5)Vu, v, wER: (u+v)+w=u+ (v+ w) deoptelling van vectoren is associatief

het scalair product van een een vector
6)VveV,VreR: r-veER met een regel getal is een vector

R _ De scalaire vermenigvuldiging
DYUEV, Vra € R r(av) = (ra)v I

8)Vu,v €V,VreR: 7+ (u+v) =7 U479 peceapaire vermenigvuldiging is distrubitief t.o.v.

9)VuEV, VrsER: (r4s)-v=r-vts-v zowel de optelling in R als in V
5 VT : =

10) Vv E€V: 1-v=v=wv-1 1ishet neutraal element voor de scalaire vermenigvuldiging

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/fgsz7mab
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5 rechte

5.1 begripsvorming

Een rechte wordt bepaald door: - —

V] Punt P [V/] richtingsvector -
py =-1 ';1 = ,, -
52 =5 LZ =2
i 2 r3=3,
py\ (-1
~(8)-() ()0

(V] rechte
Vergelijkingen opstellen:

[v] Willekeurig punt Q [) vector
[¢] Toon vectoriéle vergelijking:

0Q =0P +Pq )‘.= 2

=P+ AR

(36 ()

[v) Toon cartesiaanse vergelijkingen

z+1_y75_272

1 2 3
gegeven: gegeven:
r<—>{ 2c4+y—2z=—4
- = 2z—1
r—y+3z=12 T<—>w=2y—3=z—
Gevraagd: 5
Bepaal Parametervergelijking
28 3\ _2(2—3)
2 1 o1 ) [P0 3 3 'r<—>1a::2(y—§>=T
1 -1 3 12 0 1 =7 -2
3 3

8 2 8 2 1 5
T=3- §k =2 _Z 1 3 2
e %8 7 z 3 3
y=-—gtzk re |y )= 28 |+ k 7
z=k z 3 3 0 1
0 1 T 3 1
Bepaal alleen Richtingsgetallen T ( y) = 2 | +Ek| 2
z
2e+1y—1z=—4 1 5
re le—1y-+32z =12 2 2

a bl _ o .
cd'iad b-c

1 1
-1 3

|2 -1
1 3

2 1
B A -eony

EPRT

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/h2NSnEud

5.2 onderlinge stand twee rechten

5.2.1 mogelijke gevallen

Onderlinge stand 2 rechten

[v] stelsel [] richtingsvector
[v]  snijdend: Unieke oplossing

(] evenwijdig

(] samenvallend

(] kruisend

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/tmzxrbbh
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5.2.2 snijdende rechten

(¥
me (v
=
snijpunt:

6+A=5—p Adp=-1
“1-A=-3+4p o {_x— 4“—_
0
1
0

I
—
»
Rl
+
>
—
<=
—
D
==
]
Lo
@ oo
Lee
+
T
s
Selallog

443 =-3+pn BA—p=—

1 1 | -1 1 —2
rref| -1 —4 | —2 0 | 1 s {’\M___lz
3 -1 | -7 0 | o

T=6+(-2)1=4
y=—1+(=2)(-1)=1 P(4,1,-2)
z2=4+(=2)3=—2
[ Bepaal hoek:

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/tmzxrbbh

6 vlak

6.1 begripsvorming

Vergelijking vlak

Een vlak wordt bepaald door 3 niet collineaire punten

A(—4,-12,5)
_ B(—4,6,4)
M toon vlak C(4, —6, 3)

Vectoriéle vergelijking viak
(] vector AB
[#] veetor ac
[v] vectorae , _,
w11 AQ = MAB + AC
[#] toon vergelijking w =0A + m
0=4A+4qQ

(0 =A +\AB + pAC
Parametervergelijkg viak

- (9

|Z] Cartestiaanse vergelijking vlak

Ay

v+4 0 8
y+12 6 6
z—5 -1 —2

=0

Figure 11: https://wuw.geogebra.org/m/tyxzarbk


https://www.geogebra.org/m/tmzxrbbh
https://www.geogebra.org/m/tyxzar6k

6.2 onderlinge stand twee vlakken

Onderlinge stand twee vlakken
walvallap
srline"d a2 +3y+z=4 2 03 1 .4
pea-y+z=5 17517175
evenwijdi acu+dy+z=4 3=§=1 ﬂ
19 gtz by+2:=5 176 275
2 3 1 4
samenvallend ae2r+3y+z=4 AT 6253
B —dx—6y—2z=-8

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/r3tjnhga

6.3 vlakkenwaaier

a—r+yt+z=-—1
B —x+3y—2z = —4

vlakkenwaaier:

Yyerk(x+y+z+1)+1(—x+3y—2z+4)=0k IR

v (k—Dx+ (k+ 30y + (k— 20z + (k+4l) =0

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/zkqecuwg
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6.4 onderlinge stand rechte en vlak

Een rechte en een viak kunnen:
mogelijkheid evenwijdig Zijl'l algebra,
—
fia* By =0

a—zty—z—1=0=1i,=(1,1,-1)

] 3 1
e v ={1)+k{ 1]|=L3+kk1+k8+2k)
2 8 2

Ap Ri=1-141:14(-1)-2=0
of stelsel: vlak en rechte: vals

L3+ k14 k84 2K) invullenina s v~y —z-1=0
3+k+1+k-8-2k—1=0&-5=0

@ mogelijkheid, snijdend zijn [i algebra,

x 3 =1
l«—»(i’l):(l)—k 0 | = L(3—k,1,8—6k)
z 8 —6

wmvullentina —x+y—2z—1=0geeft:

3—k+1—-84+6k—1=0ck=1=5(3-1,1,8—6)=(2,1,

2)

mogelijkheid;  samenvallend zijn E algebra;

T 2 1
l e ( y) = ( 1)+k( 1) = L(2+k,1+k,2+ 2k)
z 2 2

invullentna —x+y—2z2—1=0geeft:
24+k+14+k—-2—k—1=0<< 0-k=0= Onbepaald

Figure 14: https://www.geogebra.org/m/qpjszrty
7 loodrechte stand

7.1 normé&scalair product van twee vectoren

. Alxy,2)=(2, 4, 6) Icl6, 4, -3) '\

B(x,y,2)(-2, 2, 4) | D[5, 0, 6)
VI AB  olAB) = colB) - co(4) = (~2,2,4)

v
vl CD co(CD) = (—1,-4,9)

Minorm ||| = \Jud 4 ud 4 g

A3 = 4+ (-2t (2 = Vo

(2,4,6) = (—4,-2,-2)

[v| inproduct

W= v+ Uz v+ uz- vy

AB-CD = (=4)- (=1)+ (=2)- (~4) + (-2)- (9) = -6

[Thoek

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/Up7HKEmg
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7.2 loodrechte stand van twee rechten

Loodrechte stand rechten

alb< R, -R,=0 .
@ 2 1

u«-.(y): 1 +k-(2)
z =3 3 2
* -1 2 1

ber | W)= -2 |+k-| 2
z 3 =2 8 .29 67 B 54 43320 A fq 22 334 a5 5 95 87 &

= 90°
albs R, -Ry=1-2+2-243-(-2)=0 y
\J

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/furrudtk

7.3 normaalvectoren van vlakken

Normaalvector van een viak:

vb:mw s le—3y+4z =6

(1, —3,4)
wordt de normaalvector van n genoemd. Dit is de vector die loodrecht op het vlak staat

m.a.w. 7 staat loodrecht op elke willekeurige v</ordie in het viak ligt
willekeurige vector in het vlak : P\

met P(—4,2,4) € 7 en X(x,y,2)

7 PX =
A-(X—P) =
"X =

0
0
.
(25 - (
3]l ¥] =
4 z
M)-z+(-3)-y+#)-z = 6
r—3y+dz = 6

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/tyxzar6k

7.4 loodrechte stand van twee vlakken

Loodrechte stand van twee viakken

alB e i, Liig

verplaats vlakken

S e

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/r3tjnhga
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8 afstanden

8.1 afstand tussen twee punten

Afstand tussen twee punten
Afstand tussen twee punten:

48] = /(02— w0 = (o — )+ (22 — 22

48] = -1 - @)+ (@) - @)+ (6) - (1))

[AB| = \/(=8) + (-1 - (4)" = VO LT +16

|AB| = Va6

Figure 19: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv

8.2 afstand tussen punt en rechte

.‘/)(bqj“Aq&,XAsczC)

Afstand van een punt tot een rechte:

@

RSN
P -1 3
L«—;(y)_( 9 )+,\( —2) P(—1,5.9)
z 1 -1

d(P,)=ILP| Met |LP| minimaale ken L verplaatsen)
L(—1+3XA2—2X\1—2)

IP=(—1+1-3A5-2+2\9—1+))=(=3)03+2)8+))
Kortste afstand:

LP-R=0

(—3M)-3+(3+20)- (-2 +(8+N)-(-1)=0

S -9N-6—-41-8-)X=0

& -1 -14=0 L=(-1-3,2+2,1+1)=(-4,4,2)
e N=-1

e« 19719 » m

Figure 20: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv
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8.3 afstand tussen twee kruisende rechten

z Toon willekeurig punt op rechten @ I Vﬁ
A=-2 —
e . A = (0, —1, —4)

p=3.2
) B = (7.4,-1.2,-2.2)

[ ] richtingsvectoren van I, en |,

3—p—A 1.8

— —14+2p—A 7.4
V1 A ﬁ—( 1—p—A )—(70.;)

[ hoeken tussen v; en AB en tussen v en AB
&, AD = 46.9957° 1, AT — 44.9808°
[v/) afstand |AB| |AB|=7.6184

kortste afstand als 57, AB = 90°en w3, AB = 90°

algebraische berekening

2(—1 420 —A)—1(1—p—A)—1(B—pp—A) =0
=1 420 =N+ 11 —p—A)+1B—pp—A) =0

bp—6=0 _ [ p=1
< —3A+3=0 A=1
A(3,2,—1) en B(3,1,0) met
IIAB|| = /o + (-1*+ (1) = V2

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/a7fx9aqv

8.4 afstand tussen punt en vlak

Afstand van punt tot viak

Pl(1, 2, 3)

acl xl Ytz 1) =0

4

a—=lx+ly—z—1=0

_|u-zptv-yptw-zp+1
d(P,a) = e
d(poay = DD+ Q)@+ (1) (3)+ (1)
VO + 1)+ (=1)?

d(P,a) =

-

Figure 22: https://wuw.geogebra.org/m/a7fx9aqv

10
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9 hoeken

9.1 tussen 2 rechten

Hoek tussen twee rechten
Pl 2,3 Ral4s 1]

Pb\_gz, -1,4| Ry (0 1)

|- R
1Rl - |1 Fel]

cos{a ) = cos( iy, By) =

I64) - () + (6)- () + (1) (1)
VAP @ = (=0 /04 (07 = (12
_ |15]

- VB3 VIT

cos(a,b) =

—

a,b=cos () = 60.02°

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/furrudtk

9.2 tussen 2 snijdende vlakken

p=2 IT : w4+ vy +wiz =1
\’/.} =5 2z+5y+5z =5
w, =5 Ii: ny=
2
t =5 5)
5
u, =1 . : =
& 2 Uk + oy +woz =12
v, =10 x+ 10y =3
-
wy =0 II;: nx=
: (2)
t,=3 5
. 5
. o )
(urr.uurm
o (2)(1) + (5)(10) + (5)(0)
V@t + e+ 67 W+ 00 + 0

= 45.2"

Figure 24: https://wuw.geogebra.org/m/r3tjnhga

11
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9.3 tussen een rechte en een vlak

Hoek tussen rechte en viak
aezty—z+1=0

kS 0 4
re=| yv]=(0])+Al -3

£ 0 6

0=a,r
—
o8

0= 90" —p = 00° —1ig,

in(8) = sin(90° — ) = sin(90° — 1, ) = cos(ri, )

X [1-4+1-(=3)+(-1)-6| 5
sin(6) = _
VEaps - Jes(alie VIS
—nt( 5 ):21 2
f = sin’ (\/ﬁ .69
Algemeen :
acurtoyLtwz+i=0
Eila,b,0)

luratv-btw-|

sin(8) = Vi +ei 4wt Vel +b -

M e 22122 e e

Figure 25: https://www.geogebra.org/m/qpjszrty

10 meetkundige plaatsen

10.1 bollen

Bol

Meetkundige plaats:
Gegeven vast punt M | M P | = r

willekeurig punt P

S @-m)+ -t - a) =" |

met M(xy,y{,24) en rM=:(l. -1,3)

Figure 26: https://www.geogebra.org/m/jsffxvqd

12
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10.2 middelloodvlakken

Middelloodvilak

Gegeven:
2 punten Aen B IAPI = IBPI

willelkeurig punt P
A:[(z, -1, 5) \
E:{m, 3,-1) \

M midden [AB]: (3, 1, 2)

3,

-1
D normaalvector : MA : (—z)
a——=lz—2y+3z+t=0

Mea (—1)-(8)+(=2)-()+(2)-(2)+t=0
t=-1

a— —x—2y+3z=1

of |AP|=|BP| met P(x,y,z) uitwerken

Figure 27: https://www.geogebra.org/m/jsffxvqd

10.3 Dbissectorvlakken

Bisector (deel)vlakken:

Gegeven zijn twee snijdende vliakken:

a<—>[4m—32+1:0 ]

3¢—»[2x+2y7z73=0 I

P(z,y, z) € deelvlak{c, 3} : d(P,a) =d(P,[)

|4w+0y73z+1|= 2z4+2y—1-—3|
V@ + 02+ (=3 /@7 + @)+ (-1)?

<V9-(4z+0y—32)=v25-(2x+2y—2—3)
of
VO-(4z+0y—3z+1)=-—V25-(22+2y—2z—3)

o dy—>2x—10y—4z+18=0
of
dy—22x+10y—142—12=0
Merk op:
dyLdy; want fig, - 1ig, =0
(2)(22) + (—10)(10) + (—4)(—14) = 0

Figure 28: https://www.geogebra.org/m/jsffxvqd

11 Toepassing

Van foto’s tot 3-dimensionale modellen: de wiskunde achter virtuele realiteit

12 Oefeningen

12.1 vectoren

1. Bewijs:

13
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Gegeven:
AABC
D,E,F midden van lijnstukken

TB:AD+BE+CF =0

2. midden van een lijnstuk

Midden van een lijnstuk:
M=4+ % AB
—A+l@-3)
_4A+B
-2
co(ﬁ) _ (-’El ‘; T2 , Y1ty 2+ Zz)

2 72

co(M) = (# 2 +2_3 , 3—42'2) = (2.5,-0.5,2.5)

Figure 29: https://www.geogebra.org/m/msnt9fvp

3. zwaartepunt van een driehoek

Zwaartepunt van een driehoek
Z is zwaartepunt van AABC:
AZ =2ZM
s Z-A=2M-72)
&3Z=4A+2M

M=§+Z"
2

w7 _A+B+C
3

o
(3, -6 B)-s2 . g%

3
- -e=

co(2) = (h+z;+zc1y,x+y3n+yc,24+zsn+zc>

A:[(l,2,7’) ] B:[(2,4,74) ] c:[(a,—s,o) ]

z=(2,0,1)

Figure 30: https://www.geogebra.org/m/msnt9fvp

4. Bewijs

VABCD is a pyramid with a rectangular base ABCD.

Relative to some appropriate axes,

N

VA represents -7i - 13j - 11k

-

AB represents 6i + 6j — 6k

N c
AD represents 8i — 4j + 4k.

K divides BC in the ratio 1:3.

K
- A

Find VK in component form. B 3

5. oefening 51 uit bundel

14
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6.

12.2
1.

Geef VV, PV van CV y=-z +4

ijkingsproeven
Beschouw de driedimensionale ruimte met cartesiaans assenstelsel en de rechte r met pa-
r=1+¢
rametervergelijking 7 < <y =2+1¢ . Verder hebben we twee vlakken v, en vy met
z=3+t,teR

vergelijkingen v; < x + 2y +3z =3 en vs <> x +y + 2z = 6. Welk van de volgende uitspraken is
waar?

(a) de rechte r is evenwijdig met het vlak v,

(b) de rechte r is evenwijdig met het vlak vy

(c) de rechte r staat loodrecht op het vlak vq

(d) de rechte r staat loodrecht op het vlak v

(antw: d)

Gegeven: het vlak o <> 4x — 2y + 42 = 1 en het punt P(1,1,1). Er zijn twee vlakken
evenwijdig met « zodat de afstand van het vlak a tot het vlak g gelijk is aan de afstand
tussen het punt P en het vlak a. Welk van de onderstaande vergelijkingen is een cartesiaanse
vergelijking van één van deze vlakken (37

(a) 4o -2y +4z=-8
(b) dx -2y +4z=-4

(c) 4w -2y +4z=¢
(d) 4z -2y +4z = %
(antw: b)
Beschouw de driedimensionale ruimte met cartesiaans assenstelsel en de rechte r met param-
r=-3t+2
etervergelijking r < {y =2 . Welk van de onderstaande vectoren is evenwijdig

z=-3t+2,teR
met de rechte r?
(a) (L_lal)
(b) (1,0,1)
(c) (1,1L,1)

(d) (1,2,1)
(antw. b)
. Beschouw de driedimensionale ruimte met cartesiaans assenstelsel, het punt P(0,1,-1) en de
x =3t
rechte r met parametervergelijking r < Jy =2 -t . Wat is de x-codrdinaat van het

z=-1+2t,teR
punt op de rechte r dat het dichtst bij het punt P ligt?

(a) 15
(b)
(c) 1
(d) 3

4

12.3 Toepassing

15



Meetkundig probleem met diverse hulpmiddelen voorstellen en
oplossen

Alex et Elisa, deux pilotes de drones, s'entrainent sur un terrain constitué d’une
partie plane qui est bordée par un obstacle.

On considére un repére orthonormé (0; 7,7,k), une unité correspondant a dix

metres. Pour modéliser le relief de la zone, on définit six points O, P, Q, T, Uet V par
leurs coordonnées dans ce repére :

0(0;0;0), P(0;10;0), Q(0;11;1), T(10;11;1), U(10;10;0) et V(10;0;0)

La partie plane est délimitée par le rectangle OPUV et l'obstacle par le
rectangle PQTU.
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Obstacle

Les deux drones sont assimilables a deux points et on suppose qu'ils suivent des
trajectoires rectilignes :

¢ le drone d’'Alex suit la trajectoire portée par la droite (AB) avec A(2;4;0,25)
etB(2;6;0,75);

« le drone d’Elisa suit la trajectoire portée par la droite (CD) avec C(4;6;0,25)
etD(2;6;0,25).
Partie A : Etude de la trajectoire du drone d’Alex

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

2.

a. Justifier que le vecteur 7(0;1;—1)est un vecteur normal au
plan (PQU).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (PQU).



3. Démontrer que la droite (AB) et le plan (PQU) sont sécants au point | de
coordonnées(z; % : -;-)

4. Expliquer pourquoi, en suivant cette trajectoire, le drone d’Alex ne rencontre
pas l'obstacle.

Partie B : Distance minimale entre les deux trajectoires

Pour éviter une collision entre leurs deux appareils, Alex et Elisa imposent une
distance minimale de 4 meétres entre les trajectoires de leurs drones.

L'objectif de cette partie est de vérifier si cette consigne est respectée.

Pour cela, on considére un point M de la droite (AB) et un point N de la droite (CD).

Il existe alors deux réels a et b tels que AM = a AB et CN = b CD.
On s'intéresse donc a la distance MN.

1. Démontrer que les coordonnées du vecteur MN sont (2—=2b;2-2a; —0,5a).

2. On admet que les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires. On admet
également que la distance MN est minimale lorsque la droite (MN) est
perpendiculaire a la fois a la droite (AB) et a la droite (CD).

Démontrer alors que la distance MN est minimale lorsque a = %‘73 eth=1.

3. En déduire la valeur minimale de la distance MN puis conclure.
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