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Tak hele, nebudu ti zastirat, ze tato problématika je tiplné zasadni.
Tak se na to jukneme.

Toto bude veli¢ina, ktera vyjadiuje otacivy ucinek sily na téleso. Pac
téleso se muze otacet jak kolem bodu, tak kolem osy, lze zavést

e Moment sily vzhledem k bodu
o Moment sily vzhledem k ose

Jak tika starej dobrej Urgosik, je vsak dobré si uwvédomit, Ze samotné
otacent je moznym, nikoli vsak nutnym ndsledkem momentu sily, a proto

ani bod ¢i osa, k nimzZ moment sily vztahujeme, nemusi byt bodem ci
0sou otdceni.

1 Otaceni kolem bodu a kolem osy

(a) Vzdalenost P a O se neméni (b) Trajektorie P lezi na kulové plose

Obr. 1: Rotace télesa kolem bodu

[ https://www.geogebra.org/m/gvxegtmc ]
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(b) Trajektorie P je kruZnice se stfedem

(a) Vzdalenost P a O se neméni
na ose rotace

Obr. 2: Rotace télesa kolem osy

2 Moment sily vzhledem bodu

V prostoru mame bod O a vektor sily F' s vektorovou primkou p. V jaké
vzajemné poloze muze byt v prostoru primka a bod? Je to stejné jako
v roviné — bod na pfimce bud lezi, nebo na ni nelezi.

Pokud bod O lezi na vektorové primce sily, nemuze mit sila zadny
otacivy ucinek, to je jasné.

Uvazujme dale druhou moznost — bod O nelezi na vektorové primce
sily.

Na obrazku 3a je téleso volné otacivé kolem bodu O. V bodé P, jenz
je vaci O urcen polohovym vektorem 7, je piisobisté sily F', kterd svird s
polohovym Vektorem thel a. Rovina obrazku splyva s rovinou urcenou
vektory 7" a F'. Silu rozlozime do dvou smérit — do sméru vektoru 7 a
do smeéru kolmého k vektoru 7 (viz obr. 3b). Vzniknou slozky F.a F,
Vektorova primka slozky F. prochazi bodem rotace O, takze evidentné
nema na téleso zadny otacivy ucinek. Ten ma pouze slozka F, kolm4
k polohovému vektoru. Otacivy ucinek je zrejmé umérny velikosti této
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Obr. 3: Moment sily vzhledem k bodu

slozky F; = F'sina a také velikosti polohového vektoru r. Oznacime-li
velikost tohoto ucinku M, bude zrejmé platit

M=r-F,=r-(Fsina) (1)

Této nové veli¢ciné budeme fikat moment sily vzhledem k bodu.
Vzhledem k tomu, tento ucinek zpiisobuje otaceni, které se muze dit v
prostoru v riznych smérech, podle toho, kam bude sila v prostoru mirit
(viz obr.1b), bude jisté rozumné piisoudit momentu sily vektorovy
charakter.

Smeér tohoto vektoru momentu sily M by bylo vhodné zvolit tak,
abychom z néj jednoznacné poznali rovinu, v niz se bude dit otaceni,
tedy rovinu tvorenou vektory 7’ a F'. Proto budeme chtit, aby byl vektor
M kolmy na tuto rovinu (viz obr. 4a).

Pritom orientace tohoto vektoru by méla naznacovat smysl otaceni.
Napr. v obr. 3a bude sila otacet télesem ve sméru hodinovijch rucicek a
v obr. 4a bude sila otacet télesem proti sméeru hodinovych rucicek. Tyto
dva rtizné smysly otaceni tedy vystihneme dvéma moznymi orientacemi
vektoru M. Zbyva urcit, kterou orientaci prisoudime kladnému a kterou
zapornému smyslu otaceni. Bylo stanoveno dohodou, Ze tuto orientaci

4



2 MOMENT SILY VZHLEDEM BODU

Y4
AR

smeér momentu sily

(a) Smeér: vektor M je kolmy na rovinu (b) Orientace: Pravidlo pravé ruky urci
vektorti 7 a F jednu ze dvou moznych orientaci

Obr. 4: Smér a orientace vektoru momentu sily

urc¢ime pomoci pravidla pravé ruky.

Pravidlo pravé ruky: Umistime oba vektory pomyslné do spolec-
ného vychoziho bodu (viz obr. 4b) a nechdme nejkratsi cestou rotovat
vektor 7 k vektoru F. Pravou ruku umistime malikovou hranou do ro-
viny vektoru 7 a F' tak, aby ohnuté prsty smérovaly ve sméru této rotace.
Potom vztyceny palec urcuje orientaci vektoru M.

Shrnuti: moment sily F' vzhledem k bodu O (viz obr. 5) je vektor
M, pro néjz plati:

« jeho wvelikost je dana vztahem

[ M=r-Fsina J (2)

o jeho smeér je dan kolmici k roviné tvorené vektory 7" a F
e jeho orientace je ddna pravidlem pravé ruky pro rotaci vektoru
7 k vektoru F.

Tyto tii vlastnosti jsou odpovidaji matematicky vektorovému sou-
¢inu:

[ M:FJ 3)
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Obr. 6

3 Jiné vyjadreni velikosti momentu sily
vzhledem k bodu

Z obrazku 3b jsme dostali pro velikost momentu sily vzhledem k bodu
vztah (1), tedy

(r=rn ) "

Takto mizeme chéapat moment jako soucin vzddlenosti pusobiste P
sily F od bodu O a tecné slozky sily Fj.
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Nyni obrazek 3b trochu doplnime (viz obr. 6) a vyjadiime M jinak.
Do obrazku pridame vektorovou primku p sily F azboduO spustime na
primku p kolmici. Vzdalenost paty této kolmice R od O, ¢ili vzdalenost
vektorové primky p od bodu O oznacime d a nazveme rameno sily
F. Pro d z trojihelniku PRO dostévame

d = rsina (5)
Vztah (1) mizeme s pouzitim (5) upravit takto:

M=r -F,=r-(Fsina)=(rsina) - F

[ M=d-F ] (6)

Velikost momentu sily vzhl. k bodu O proto mizeme vyjadrit jako
soucin ramene sily d a velikosti sily F'.

Rameno sily d je vzdalenost bodu O od vektorové primky
sily F'.

4 Moment sily vzhledem k ose

Mé¢jme v prostoru osu rotace o a vektor sily F' s vektorovou primkou p.
V jaké vzajemné poloze poloze mohou byt v prostoru primky o a p?
Ze stereometrie vime, ze to mohou byt rovnobézky, riznobézky nebo
mimobézky.

V obrazcich 7a a 7b mame situaci, kdy vektorova primka je rov-
nobézna nebo riznobézna s osou. Je jasné, ze ani v jednom z téchto
pripad nema sila otacivy tcinek. Proto zadna sila lezici v roviné urc¢ené
osou rotace a bodem P nemd otacivy ucinek.

Uvazujme treti moznost, ze vektorova primka je mimobézna s osou
rotace. Tocivy uc¢inek bude mit pouze prumét sily F' do roviny kolmé

7
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(a) rovnobézky (b) ruznobézky

Obr. 7

k ose (viz obr. 8a). Slozka Fj rovnob&ma s osou todivy tcinek nem4.
Snazi se osu natocit, ale pac osa je pevna, ma tato slozka smulu! Silu F
jesté v roviné kolmé k ose déle rozlozime na slozku F ve sméru primky
OP ana slozku F; k nf kolmou (viz obr 8b). Ani slozka Fj todivy tdinek
nema, snazi se posunout osu, pac osa je pevna, ma tato slozka smulu!
Vidime, ze v posledku ma tocivy tuc¢inek pouze slozka F’g

Dale postaci, kdyz se omezime jen na situace, kdy sila F lezi v roviné
kolmé k ose, takZe splyva se svim primétem F' (viz obr. 9a). Slozka
F’; je nulova a slozky F"g a F"g, preznacime na F; a F’t Polohu bodu P
ur¢ime polohovym vektorem umisténym v bodé O, v némz osa protina
rovinu rotace.

Nyni obdobnymi tvahami, jakymi jsme v sekci 2 vymysleli veli¢inu
moment sily vzhledem k bodu, vymyslime velicinu moment sily vzhle-
dem k ose. Jistojisté to bude opét vektor a budeme jej opét znacit M.

Velikost vektoru M bude ziejmeé umeérna velikosti slozky F, a vzdé-
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(a) Rozklad na dvé slozky

(b) Rozklad na t¥i slozky

Obr. 8: Mimobézky

[ https://www.geogebra.org/m/ybct23bg#material/fuf5ttub ]

lenosti bodu P od osy rotace, tedy velikosti polohového vektoru 7.

[ M=r.F ] (7

Rotace se muze dit (na rozdil od rotace kolem bodu) pouze v roviné
kolmé k ose. Za Smér vektoru M bude proto vhodné zvolit smér osy

rotace, pa¢ zname-li tento smér, vime, Ze rotace se déje v roviné k nému
kolmé.

Orientaci vektoru M uréime stejné jako u momentu vzhledem k
bodu pomoci pravidla pravé ruky.

Shrnuti: moment sily F, kterd lezi v roving kolmé k ose, vzhledem
k této ose je vektor M, pro néjz plati:


https://www.geogebra.org/m/ybct23bq#material/fuf5ttu6
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o= — TS5 P
7 O r
\\
(a) Rozklad na dvé slozky (b) Moment sily vzhledem k ose

Obr. 9: Sila v roviné kolmé k ose

[ https://www.geogebra.org/m/ybct23bg#material/fjzgfqth ]

o jeho welikost je dana vztahem

[ M =r-Fsina ] (8)

kde r je vzdalenost plisobisté P od osy rotace, ¢iliz velikost polo-
hového vektoru bodu P s poc¢dtenim bodem O (prusecikem osy s
rovinou kolmou k ose prochézejici bodem P) a « je velikost tihlu
mezi polohovym vektorem 7 a silou F

e jeho smér je dan osou rotace o

o jeho orientace je dana pravidlem pravé ruky pro rotaci vektoru
7 k vektoru F.

e Vektor M umistujeme do libovolného bodu na ose rotace

Tyto tTi vlastnosti jsou odpovidaji matematicky vektorovému sou-
¢inu:

10
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Obr. 10

[ M=¢FxF ] (9)

Poznamka: Pokud by sila F nelezela v roving kolmé k ose, vzali
bychom jeji kolmy primét do této roviny F’ a moment sily F' by
potom byl dén vztahem

M =7x F (10)

5 Jiné vyjadreni velikosti momentu sily
vzhledem k ose

V obrazku (10) je pohled ve sméru osy o, takze osa se promitd jako

bod, ktery splyva s bodem O. Opét jako u momentu vzhledem k bodu

zavedeme pojem rameno sily d. Ale bacha, nyni to je vzdédlenost dvou
primek:

11
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Rameno sily d je vzdalenost vektorové primky sily F od osy
rotace o.

Péa¢ vidime, ze d = r - sin «, dostavame vzhledem k (8)

(i) )

6 Vztah mezi momentem sily vzhledem k
bodu a momentem sily vzhledem k ose

osao

Obr. 11

12
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Nejprve intuitivné. Co vyjadiuje smér vektoru momentu? To, Ze ro-
tace se déje v roviné kolmé k tomuto sméru.

Podivame se na obrazek 11, kde jsme se vratili k obecné poloze sily
F| k jejimu rozkladu do t¥i slozek a ke znaceni z obrazku 8.

Kouknémez se nejprve na na moment M, sily F vzhledem k libovolné
zvolenému bodu A na ose 0. Bod A je poc¢atecnim bodem polohového
vektoru 7 bodu P. Moment je umistén do bodu O a jde sikmo doli pod
sedou rovinu kolmou k ose o. Je kolmy na modrou rovinu vektoru 7 a
ﬁ jejichz je vektorovym soucinem.

Kdyby téleso nebylo vazano na osu o, otacela by ho sila v této modré
roviné. Moment M A je v obrazku rozlozen do slozek M AL & M All-

o Slozka My, je kolmym primeétem vektoru M, do osy o a vyjadruje
rotaci v Sedé roviné kolmé na osu o.
o Slozka My vyjadiuje rotaci v roviné obsahujici osu o.

Vyslednd rotace by byla slozenim téchto dvou rotaci. Ale téleso je
vazano na osu, ktera je pevnd, takze se bod P v roviné kolmé na slozku
My otdcet nemiize. MiiZe se otacet jen v Sedé roviné kolmé na rotacni

osu, takze se uplatni jen slozka My,.

Hypotéza: Vypada to tedy tak, ze kolmy primét M4, momentu
sily vzhledem k libovolnému bodu A do osy o by mohl byt sou-
casné momentem této sily M, vzhledem k této ose.

M, = My, (12)

Pfitom vime dle vztahu 10, ze ma byt (médme pfeznaceno 7 na 75)

—

M, =7y x F' =15 x (Fy + Fy) = 7% x Fy + 73 x Fy

Ale 7 || F’Q, takie 7 x Fy = 0. Procez plati pro moment vzhledem k
ose:

M, = 7 x Fj (13)
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Abychom ovérili nasi hypotézu, musime dokézat, ze

MAL:FQXF_% (14)

Nejprve vyjadiime cely moment My a potom najdeme jeho kolmy
prumét do osy My, .
Dle definice momentu k bodu A plati

—

FXMA:F

Vektor 7 mame v obrazku 11 rozlozeny do slozek, takze plati 7 =
71 4+ 75. Podobné plati F' = F; + F5 + F3. Takze dostavame

Ma=(7F +7) x (Fi + By + F)
My=7 X Fi+7 X Fy + 7 X Fy + 7 X Fy + 7 X Fy + 7% x Fy

Ale rovnobézné vektory maji nulovy vektorovy soucin, takze
F1XF1:F2XF2:O
A proto

My=7 X Fy+ 7 X Fy+ 7 x Fy + 7 X Fy (15)

Nyni si stac¢i uvédomit, ze prvni dva ¢leny souctu lezi v roviné kolmé
k ose, takze posledni slozka, ktera je kolmé na tuto rovinu, musi byt
hledanym primeétem vektoru My do osy o:

MAJ_:FQXF_; (16)

A to jsme chtéli dokazat. Vskutku tedy plati:

14



6 VZTAH MEZI MOMENTEM SiLY VZHLEDEM K BODU A MOMENTEM
SILY VZHLEDEM K OSE

\7
AIRA

Moment sily M, vzhledem k ose o je roven kolmému pramétu
momentu této sily M, vzhledem k libovolnému bodu A osy o
do této osy:

[ M, = My, ] (17)

15



	1 Otáčení kolem bodu a kolem osy
	2 Moment síly vzhledem bodu
	3 Jiné vyjádření velikosti momentu síly vzhledem k bodu
	4 Moment síly vzhledem k ose
	5 Jiné vyjádření velikosti momentu síly vzhledem k ose
	6 Vztah mezi momentem síly vzhledem k bodu a momentem síly vzhledem k ose

