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Problemas — Tema 9

Problemas resueltos - 8 - ejercicios para obtener la
ecuacion de la recta y del plano

1. Consideremos los puntos 4(2,6,—3) y B(3,3,-2)
a) Halla la ecuacioén de la recta que contiene a ambos puntos.

b) Determina una ecuacién para el plano equidistante de ambos puntos.

a) Para escribir la ecuacion de una recta necesitamos un vector director de la recta y un punto de la recta.

El vector A_’BZ(I,—3,1) es paralelo a la recta, que ademas pasa por el punto A(2,6,—3) . Por lo
tanto, la ecuacion paramétrica resulta:

x=2+a
. y:6—3a
z=—3+a

b) El plano equidistante de ambos puntos pasa por el punto medio del segmento AB . Ese punto medio
243 6+3 —-3-2, /5 9 5
> 22 Ty

sera: C=( D)

El vector A_BZ(I,—3, 1) es perpendicular al plano solucion. Y con un vector perpendicular al plano y un
punto del plano podemos escribir su ecuacion general A x+B y+Cz+D=0

[M:x-3y+z+D=0
El término independiente lo sacamos sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacién del plano.

5 9 5 27 27
2 3.2-24D=0 —» D=2 . TI:x-3y+z+2l=
5 3 773 D=0 D > x—=3y+z 2 0
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2. Dado el punto P(l, 1, 1) y el plano Il:x—y+z=35 , calcular la ecuacion paramétrica y la
ecuacion continua de la recta perpendicular al plano y que pasa por el punto.

De la ecuacién general del plano podemos deducir su vector caracteristico u"H=( 1,—1, 1) , perpendicular
al plano.

Y con un vector paralelo a la recta y un punto de la recta, tenemos su ecuacion paramétrica.

x=14+A
r: y:l—}\‘
z=1+A

Despejando el parametro libre e igualando, tendremos la ecuacion continua de la recta.

x=1_ y—-1 z-1
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-1
3. a) Hallar la ecuaciéon del plano que contiene a la recta I”Zx—ZZyT:Z"H y al punto

A(2,5,1)

b) Obtener los puntos de corte del plano I1:x+2y+4z—4=0 con los ejes cartesianos del
espacio tridimensional.

a) Podemos expresar la ecuacion del plano a partir de dos vectores linealmente independientes y un punto
del plano.

El punto lo tenemos: A4 (2,5,1)
Un primer vector del plano seria uno de los vectores directores de la recta » que contiene. Es decir:
i=(1,3,1)

Y si el punto A no pertenece a la recta » , podremos obtener un punto B de la recta y trazar el
vector AB |, que seré linealmente independiente respecto al vector ii=( 1,3 ,1)
Comprobemos, entonces, que A no pertenecea r

5—-1

4
2-2 :T =14+1 — 0:§ =2 — Absurdo matematico — El punto no pertenece a la recta.

Obtengamos ahora un punto de la recta. Viendo a ecuacioén continua, podemos tomar B(2,1 s —1)

El vector AB sera: AB=(O,—4,—2) . Por lo tanto ya tenemos todos los elementos para expresar la
ecuacion paramétrica del plano (como el enunciado no exige ninguna ecuacion en concreto, planteo la
paramétrica).

x=24+a
Iy =5+30—4p
z=1+a—2p

X z
b) Sabemos que la ecuacién segmentaria del plano —4%4—21 nos ofrece los puntos de corte con los
a c

ejes: (a,0,0) , (0,6,0) , (0,0,¢) .Porlo tanto:

M:x2y+H4z-4=0 - Il:xR2y+4z=4 — HZ%-F%-FZII

Siendo los puntos de corte: (4,0,0) , (0,2,0) , (0,0,1)
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x—=2y+z=0

ylos puntos P(1,—2,0) y 0(0,1,3)
x—z=0

4. a) Dadalarecta r :[

a) Hallar la ecuacién del plano que contiene alarecta 7 vy es paralelo al vector PQ .

b) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a 7 , que pasa por ( e intersecta a 7 en un
punto.

a) Un plano queda determinado de manera unica por un punto del plano y por dos vectores linealmente
independientes del plano.

Si el plano contiene a la recta » podemos tomar el vector director de la recta como uno de los vectores
del plano, y un punto de la recta como punto del plano. Para ello pasamos la recta de implicita a
paramétricas.

- x—=2y+z=0
| x—z=0

X
z=N — X=N, Yy=A — r: y=
z

> > >

A4(0,0,0)er , ii,=(1,1,1)

Si el vector PQ es paralelo al plano, podria ser nuestro segundo vector, siempre y cuando sea
linealmente independiente respecto de L_[r

PO=(-133)
1
Ambos vectores son linealmente independientes por no ser proporcionales, ya que —I;é =

Por la determinacion lineal del plano podemos obtener su ecuacién general.

R 1 -1 x
(i, PO, A):|1 3 y|=0 - I:z—y=0
1 3 =z

b) Tomamos un punto arbitrario de la recta r , recordando que ese punto arbitrario tendra como
componentes la ecuacién paramétrica de la recta: 4 (A, A, )

Creamos el vector QA=(A, A—1,A—3)

Si la recta solucion corta a 7 en un punto y lo hace de manera perpendicular, el vector (OA debe ser
ortogonal al vector director i, =(1,1,1) — Producto escalar nulo:

OAd-ii,=0 — Ah—141—3=0 — A=4/3

Con este valor del parametro, sacamos el vector director de la recta solucion:
0A=(4/3,1/3,—5/3)

Y con el vector director de la recta solucién y el punto Q(O,1,3) podemos obtener su ecuacion
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parametrica —» s:{ y=1 4—;
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5. Sea el triangulo de vértices 4(—1,1,0) , B(0,—23) y C(2,1,—1)
a) Halla la ecuacién del plano que contiene al triangulo .

b) Halla la ecuacion general de la recta que une el punto medio del segmento AB y el punto medio
del segmento AC

a) La determinacion lineal del plano H(ZZ,V, A) nos permite calcular la ecuaciéon general del plano a
partir de un punto del plano y de dos vectores del plano que sean linealmente independientes. El punto
puede ser, por ejemplo, A (— 1,1 ,O) . 'Y los vectores linealmente independientes podemos tomarlos de los
veértices del triangulo.

AB=(1,-33) , AC=(3,0,—1)
Los dos vectores no son proporcionales entre si, por lo tanto son linealmente independientes.

1 3 x4+l

(i, v, 4)=|-3 0 yp-1|=0 — 049(y—1)+3(x+1)-0+Hy—1)+9z=0
3 -1 z

10(y—1)43(x+1)492z=0

M:3x+10y4+9z—-7=0

b) Sea D el punto medio del segmento AB . Lo calculamos con la semisuma de las componentes de
-1 -1 3 —-—
los extremos del segmento — D(TTE) . Sea FE el punto medio del segmento AC |,y sus
1 -1 )

coordenadas son — E (5,1 ,

-

3
Obtenemos un vector director de la recta —» DE=(1, 5 —2)

x=—1 +A
Y podemos escribir la ecuacidon paramétrica de la recta: r: y:_?l%}\
3
z==—2A
2

La ecuacion general la obtenemos eliminando el parametro Ay expresando la recta como el corte de dos
planos:

-1.3,. 1 -3 I
r:y22<x2)ﬂrzxy4
z=%—2(x4—;) 2x+z—l=0
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6. Los puntos A(13,—4) , B(2,6,7) y C(5—1,2) son tres vértices consecutivos de un
paralelogramo.
a) Halla el cuarto vértice D

b) Halla la ecuacion de la recta que pasapor 4 y C

c) Halla la ecuacién del plano que contiene al paralelogramo.

a) El punto medio del segmentoqueune A y C es:
M=(3,1,-1)

Y M también es el punto medio del segmento queune B y D .Porlotanto,si D(x,y,z)

(31,—1)=(2= 8ty TH2) g yee4 | 2=—9 - D(4,-4,-9)
2 2 2
Otra forma de plantearlo es la siguiente. El vector AB tiene la misma direccién, sentido y médulo que el

vector DC . Por lo que podemos igualas sus componentes.

- . 1=5—x
AB=(1,3,11) , DC=(5-x,-1-y,2—z) - {3=—1—y} — x=4 , y=—4 , z=-9
11=2—z

b) Para la recta necesitamos un punto y un vector. El punto puede ser, por ejemplo, A(1,3 ,—4) .Yel
vector AC=(4,—4,6) .La ecuacién continua de la recta sera:
- x—1 y-3 zH+4
"4 —4 6

c¢) Para el plano necesitamos un punto y dos vectores linealmente independientes. El punto puede ser, por
ejemplo, A(1,3 ,—4) . Uno de los vectores AC =(4,—4,6) .Y el segundo vector AB=(1,3,11)
Ambos vectores son linealmente independiente, al tener como extremos finales vértices distintos del
paralelogramo.

Otra forma de ver que son independiente es comprobando que no son proporcionales. Es decir:

Y la ecuacién paramétrica del plano resulta:
x=1+4a+p
I y=3—4a+3p
z=—4+4+60+11p
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