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1 Uvod

Jsou dény dvé kruznice ki (E;71) a ko(F;72). Vezmeme kruznici k(S; ), ktera
se obou kruznic dotykd. Co je mnozinou M (viz obr. 1) stiedu vSech ta-
kovychto kruznic?

Obrazek 1

Je zfejmé, ze fesSeni bude zaviset na vzdjemné poloze kruznic ki, ko, déle
na tom, zda poloméry 71,5 jsou shodné nebo ruzné a na tom, zda se jednd o
dotyk vnitini nebo vnéjsi. (V obrazku 1 maji zadané kruznice nulovy prunik,
ruzné poloméry a oba dotyky jsou vnéjsi.)

2 Prehled moznosti

Vsechny moznosti volby vyse zminénych parametri muzeme prozkoumat v
apletech https://ggbm.at/fwtuhtwf a https://ggbm.at/gcvbpdxs.

7 apletu vidime, ze mnoziny stiediu M se sklddaji z primek, hyperbol a
elips.

Piimky jsou dvojiho typu:

e 0sa opp Usecky EF


https://ggbm.at/fwtuhtwf
https://ggbm.at/gcvbpdxs
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e pifmka EF

Hyperboly jsou dvojiho typu a lisi se velikosti hlavni poloosy:

ry—r
e h, — hyperbola ,rozdilovd*“: a, = L 5 2
ry4r
e hg — hyperbola ,souctova‘“: as;= 1—; 2

Vidime, Ze a, < ag, takze hyperboly h, maji vzdalenost hlavnich vrcholi

mensi nez hyperboly hg.
Elipsy el jsou jen jednoho typu a maji velikost hlavni poloosy

r1+ 7o
Ae] = 2

V piipadé, ze E = F, stava se z elipsy kruznice m.

Uvedené vztahy dokazeme v kapitole 3.

2.1 Kruznice kq, ks maji stejné poloméry

(https://ggbm.at/fwtuhtwf)
e Poloha 1: |EF| > 1 +ry = M = ogr U h, (viz obr.2)
e Poloha 2: |[EF|=r;+ry — M =ogp U EF (viz obr.3)

e Poloha 3: |[EF| <r;+ry — M = ogp Uel (viz obr.4)


https://ggbm.at/fwtuhtwf

Obréazek 2: r{ = r9; poloha 1

Obrézek 3: 1 = ro; poloha 2



Obrazek 4: ry = r9; poloha 3

2.2 Kruznice ki, ks maji rizné polomeéry

(https://ggbm.at/gcvbpdxs)

Poloha 1: |[EF| > ri + 13 — M = hy U hg (viz obr.5)

Poloha 2: |[EF|=r;i+1ry— M = h, U EE (viz obr.6)

Poloha 3: |[EF| <1+ 12 — M = h, Uel (viz obr.7)

Poloha 4: |[EF|=|r; —ra| = M = EFuel (viz obr.8)

Poloha 5: |[EF| < |r; —ra] = M = el (viz obr.9)

Poloha 6: |[EF| =0 — M = m (kruznice) (viz obr.10)


https://ggbm.at/gcvbpdxs

Obrazek 5: ry # r9; poloha 1

Obrazek 6: 11 # r9; poloha 2



Obrézek 7: r1 # ry; poloha 3

Obrézek 8: r1 # ry; poloha 4



Obrazek 9: r1 # ro; poloha 5 Obrézek 10: r1 # rg; poloha 6

2.3 Piechody hyperboly a elipsy k pfimce, polopfimce a
usecce

Mezni piipady hyperbol a elipsy, kdy tyto kuzelosecky prechézeji
v primku, dvojici poloprimek & v dsecku, muzeme sledovat v apletu
https://ggbm.at /ugadethv.

3 Veéty a dikazy

To, ze hledanymi mnozinami bodi M jsou v jednotlivych pitipadech piimky,
elipsy a dva druhy hyperbol (rozdilova a sou¢tova), je mozno vyslovit
jako véty, které 1ze snadno dokézat. Ukdzeme si dukazy vybranych piipadu.
Dukazy pro vSechny ostatni pfipady by byly podobné.

3.1 Mnozinou M je osa usecky EF

Tato situace nastava jen pro r1 = rg, a to v nékolika pfipadech. Vyberme
jeden z téchto pripadu, vyslovime ptislusnou vétu a dokazeme ji.


https://ggbm.at/uga4ethv

3.1.1 Piipad 1

Vezmeme piipad, kdy kruznice ki, ko maji stejné poloméry a jsou v poloze 1,
kdy se neprotinaji. Pfitom uvazujme kruznici k, kterd ma s obéma zadanymi
kruznicemi vnéjsi dotyk (viz. obr.11).

Miuzeme vyslovit nédsledujici vétu:

Obrazek 11: r; = ry — poloha 1 — vnéjsi dotyk — osa tsecky EF

Véta 1: Osa tusecky EF

Jsou dany dvé kruznice ki(E,r1) a ko(F,re), které nemaji zddny
spole¢ny bod a maji stejné poloméry (r; = r2). Mnozinou stiedu vsech
kruznic, které maji s obéma kruznicemi vnéjsi dotyk, je piimka, ktera

je osou usecky EF.

Dukaz. Véta mluvi o dvou mnozinach:

e My je mnozina stfedu vSech kruznic k, které maji se zadanymi
kruznicemi vnéjsi dotyk.

e M> je osa ogp tsecky EF, tedy mnozina vSech bodu v roving, které
maji od E i F stejnou vzdélenost.

Ditikaz rovnosti dvou mnozin M; = M se provadi ve dvou krocich:



1. Dokaze se, ze M1 C My, tedy ze kazdy prvek M; je prvkem Moy, Ciliz
pro libovolny prvek X dokazeme implikaci

XEM1:>X€M2

2. Dokaze se, ze My C My, tedy ze kazdy prvek Ms je prvkem My, ¢iliz
pro libovolny prvek X dokazeme implikaci

XEMQéXGMl

Takze jdeme na to:

Obrazek 12: X je stied k = X € ogp

Krok 1: Zvolme libovolnou kruznici k, kterd mé s obéma kruznicemi
k1, ko vnéjsi dotyk v bodech Ty, Ty (viz obr.12). Pro jeji stfed X plati

| XE| = [XTh|+ |WE| =7+ |XF| = |XT| + |ToF| =7 +ro
Pac ale ry = ry, dostavame, ze
| XE|=|XF)|

Stred X kruznice k lezi tedy na ose tisecky EF'. Tim jsme pro libovolny
bod X v roviné dokazali implikaci

X jestred k= X € ogp
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Obrazek 13: X € ogrp = X je stied k

Krok 2: Zvolme libovolny bod X osy ogp (viz obr.13). Ozna¢me jako
Ty, T pruseciky piimek X FE, X F' s kruznicemi ki, ko. Dle definice osy
usecky plati:

|[EX| = |FX|

Ale |[EX|=r1 +|XTi| a |[FX| =ry + |XTy|, procez
r1+ ‘XTl‘ =179+ ‘XTQ‘
Ale r = 7o, takze
[ XT| = |XTy

Bod X je tedy stiedem kruznice k, ktera prochézi body 17, T>. Protoze
body Ti,T5 lezi na tuseckich |EX|, |FX]|, dotyka se kruznice k& obou
kruznic k1 i k2 vnéjsim dotykem. Tim jsme pro libovolny bod X v
roviné dokézali implikaci

X €ogrp = X je stred k

Tim je dukaz dokoncen. O

11
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3.1.2 Dalsi pripady

Podobné véty jako je véta 1, kdy hledanou mnozinou je osa usecky EF,
bychom mohli pro r; = ry vyslovit také pro dalsi piipady. Jejich dikazy
by byly analogické dukazu piedchozimu a délat je nebudeme. Jsou to tyto
piipady:

e Poloha 1,2,3 — vnitini dotyky (k1, k2 lezi uvniti k) (viz obr. 14, 15, 16 )

e Poloha 2 — vngjsi dotyky (k1, ko lezi vné k) (viz obr.17). Zde je potieba
si uvédomit, ze bod dotyku P kruznic ki, ky 1ze povazovat za kruznici
k s nulovym polomérem, takze i tento bod lze do hledané mnoziny
zapocitat. Pokud by se ndam nelibila bodova kruznice, museli bychom
fici, ze hledanou mnozinou bodu neni celd osa ogp, ale jen tato osa
bez stiedu dsecky EF. (To je néco podobného jako mnozina zvand
Thaletova kruznice, coz je kruznice nad prumérem AB, ovSem bez bodu
A, B.)

e Poloha 3 — vnéjsi 4 vnitini dotyky (k1, k2 lezi vné k, nebo k lezi uvnitt
¢ocky tvotené ki, ko) (viz obr. 18, 19 ). I zde muzeme oba pruseciky P, Q
kruznic k1, ko povazovat za bodové kruznice. Oba piipady, kdy kruznice
k se dotyka bud vné, nebo lezi uvnitt ,,cocky* tvofené kruznicemi k1, ko,
muzeme slouéit a vyjde ndm opét, Zze hledanou mnozinou stfedu je osa
usecky EF.

Obrazek 14

12



Obréazek 15 Obréazek 16

Obréazek 17
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Obrazek 19

Obrazek 18

3.2 Mnozinou M je primka FF
Tato nezajimava a nudna situace nastava ve tfech pripadech:
e 71 = ro9; Poloha 2 (viz obr.20)

e 71 # r9; Poloha 2 (viz obr.21)

e 71 # r9; Poloha 4 (viz obr.22)

Obrézek 20
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Obrazek 21 Obrézek 22

Véta 2: Primka EF

Jsou dany dvé kruznice ki (E, 1) a ka(F, r2), které maji jeden spoleény
bod T'. Mnozinou stfedu vSech kruznic, které se v bodé T' dotykaji obou
téchto kruznic, je piimka EF.

Diikaz. Dukaz je evidentni. O

3.3 Mnozinou M je hyperbola ,rozdilova* s ohnisky F, F

Tato situace nastava jen pro ri # 79, a to v poloze 1,2 a 3. Vybereme jeden
z téchto piipadi, vyslovime piislusnou vétu a dokazeme ji.

3.3.1 Piipad 1

Vezmeme piipad, kdy kruznice ki, ko maji rizné poloméry r; > ro a jsou v
poloze 1, kdy se neprotinaji.

1. Uvazujme nejprve kruznici k', kterd m4 s obéma zadanymi kruznicemi
vnéjsi dotyk (viz. obr.23). Mnozinou M’ stiedu vSech takovychto
kruznic je zfejmé prava vétev hyperboly h,.

2. Uvazujme déle kruznici k", kterd ma s obéma zadanymi kruznicemi
vnitini dotyk (viz. obr.24). Mnozinou M" stiedu vsech takovychto
kruznic je zfejmé leva vétev hyperboly h,.

15



Obrézek 23: 11 # ro — poloha 1 — vnéjsi dotyk — prava vétev h,

'
'
'
'

'
'

B

Obrézek 24: r1 # ro — poloha 1 — vnitini dotyk — leva vétev h,
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Sjednocenim obou vétvi dostavame celou hyperbolu h,.. Vyslovime vétu:

Véta 3: Hyperbola ,,;rozdilova*

Jsou dany dvé kruzmice ki(E,r1) a ko(F,r2), které nemaji zadny
spole¢ny bod, maji ruzné poloméry (r1 > r2) a |EF| > 11 + ro.
Mnozinou stfedu viech kruznic, které maji s obéma kruznicemi vnéjsi
dotyk, nebo maji s obéma kruznicemi vnitini dotyk, je hyperbola
h,, kterd ma ohniska E, F' a velikost jeji hlavni poloosy je

rn —r
a, = 12 2 (1)

. J

Diikaz. Diikaz udéldme pro kazdou vétev zvlast. Stejné jako v dikazu véty 1
musime rovnost dvou mnozin dokazat ve dvou krocich.

1. Prava vétev — vnéjsi dotyky

Krok 1: Zvolme libovolnou kruznici k, kterd ma s obéma
kruznicemi ki, ko vnéjsi dotyk v bodech 77,75 (viz obr.25). Pro
jejl stted X plati

| XE|—|XF|=(r+mr)—(r+re)
| XE|—|XF|=mr1 —ro (2)

Pa¢ plati r; > ro, je pravé strana rovnice (2) kladnd, procez levé
strana musi byt téz kladna. Tedy
| XE| > |XF|

Odtud plyne, ze bod X lezi na pravé vétvi hyperboly s ohnisky
E. F a s velikosti hlavni poloosy

L — T2
a, = 5

17
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Obrazek 25: X je stted k = X € prava vétev h,

Krok 2: Zvolme libovolny bod X pravé vétve hyperboly h, (viz
obr.26), kterd m4 ohniska E, F' a velikost hlavni poloosy

T —T9
2

Apr =

Obrazek 26: X € prava vétev h, = X je stied k

Oznatme jako Tiy,T» pruseciky piimek XFE, XF s kruznicemi
k1, ko. Dle definice hyperboly plati pro bod X:

IXE[ = [XF|| =71 —72

18
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Ale pat |XE| — |XF| > 0, muzeme absolutni hodnotu na levé
strané odstranit:

’XE’ — |XF‘ =7r1—"T

Odtud plyne

’XE’ —r = ’XF‘ — 79

Takze dostavame

| XT| = | XT>|

Proto bod X je stfedem kruznice k, kterd se dotyka vnéjsim
dotykem (pa¢ T7,7T% lezi na tdseckach |EX]|,|FX]|) obou kruznic
k1, ka.

2. Leva vétev — vnitini dotyky

Krok 1: Zvolme libovolnou kruznici k, kterd ma s obéma
kruznicemi kq, ko vnitini dotyk v bodech T1,T, (viz obr.27). Pro
jeji stted X plati

| XE|— |XF|=(r—r1)—(r—ra)
| XE| - |XF|=—(r1 —12) (3)

Pa¢ plati r; > 79, je prava strana rovnice (3) zdporna, procez leva
strana musi byt téz zdporna. Tedy
IXE| < |XF|

Odtud plyne, ze bod X lezi na levé vétvi hyperboly s ohnisky
E, F a s velikosti hlavni poloosy

L —Tr
ar = 5

19



Obrazek 27: X je stted k = X € leva vétev h,

Krok 2: Zvolme libovolny bod X pravé vétve hyperboly h, (viz
obr.28), kterd m4 ohniska E, F' a velikost hlavni poloosy

KT —T9

Obrazek 28: X € leva vétev h, = X je stied k

Oznatme jako Ty,T» pruseciky piimek XFE, XF s kruznicemi
k1, ks. Dle definice hyperboly plati pro bod X:

| XE|— |XF||=r1—r

20
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Ale pat |XE| — |XF| < 0, muzeme absolutni hodnotu na levé
strané odstranit:
—(‘XE‘ - ’XFD =T1—T9

Odtud plyne

| XE|+r=|XF|+ry

Takze dostavame

[XTh| = | XTy|
Proto bod X je stfedem kruznice k, kterd se dotykd vnitFfnim

dotykem (pa¢ E, F' lezi na tuseckach |T1X|,|T>X]|) obou kruznic
ki, ko.

O]

3.3.2 Dalsi pripady

Rozdilova hyperbola vystupuje i v situaci, kdy kruznice ki, ko maji jeden
¢i dva spoleéné body (viz obr. 6 a obr. 7). Dukazy bychom udélali tuplné
analogicky jako v predchozim ptipadé.

~ sy

Vétu 3 lze tedy rozsitit na tyto tii polohy dvou kruznic ruznych poloméru.

3.4 Mnozinou M je hyperbola ,ssouctova“ s ohnisky FE, F

Tato situace nastava, kdyz kruznice £ ma s jednou z kruznic k1, ks vnéjsi a
s druhou vnitini dotyk, pficemz tato druha kruznice lezi uvniti kruznice k.

To je mozné jen ve dvou piipadech — v poloze 1 pro r; = ry (viz obr. 29)
a v poloze 1 pro 1 # ro (viz obr. 30).

Prvni piipad je jen specidlnim piipadem druhého, proto vétu vyslovime
obecné pro jakékoli polomeéry.

21



Obrézek 29

Obrézek 30

22



Véta 4: Hyperbola ,,souctova‘

Jsou dany dvé kruznice ki(E,r1) a ko(F,r2), které nemajl zadny
spole¢ny bod a |EF| > r1 + r9. Mnozinou stiedu vSech kruznic, které
maji s kruznici k; vnéjsi dotyk a s kruznici ko vnitini dotyk, nebo
naopak, je hyperbola hg, kterd ma ohniska F, I a velikost jeji hlavni

poloosy je
_ it

a5 = — (4)

Duikaz. Dukaz udélame jen pro levou vétev, protoze dukaz pro pravou vétev
je uplné obdobny.

Krok 1: Zvolme libovolnou kruznici k, kterd m& s ki vnitini a s ko
vnéjsi dotyk v bodech Ty, T, (viz obr.31). Pro jeji stted X plati

| XE|—|XF|=(r—r)—(r+re)
|XE|—|XF|:—(T1+T2) (5)
[ XE| - |XF|[=r1+72 (6)

Obrézek 31: X je stied k = X € leva vétev hg

Pa¢ prava strana rovnice (5) je zdpornd, je i leva strana zépornd. Tedy

23



IXE| < |XF|
Odtud a z rovnice (6) plyne, ze bod X lezi na levé vétvi hyperboly s
ohnisky F, F' a s velikosti hlavni poloosy

T1L+ T2
ar = 5

Krok 2: Zvolme libovolny bod X levé vétve hyperboly hs (viz obr.32),
kterd ma ohniska F, F' a velikost hlavni poloosy

_r1+Te

ar = 5

Obrézek 32: X € leva vétev hy = X je stied k

Oznac¢me jako 11, T5 pruseciky piimek X E, X F' s kruznicemi k1, ks. Dle
definice hyperboly plati pro bod X:

|| XE| —|XF||=r +re

Ale pa¢ | X E| — | X F| < 0, muzeme absolutni hodnotu na levé strané
odstranit:

—([XE| = [XF|) = +r

24



Odtud plyne

| XE|+r=|XF|—ry

Takze dostavame

| XT| = | XTy|

Proto bod X je stiedem kruznice k, kterd se dotykd kruznice k;
vnitinim dotykem (pa¢ E lezi na tsecce |T1X|) a kruznice k2 vnéjsim
dotykem (pa¢ T lezi na usecce |FX]|).

O]

3.5 Mnozinou M je elipsa s ohnisky F, F

Tato situace nastdvd v nékolika piipadech. Vyberme jeden z téchto
pripadu, vyslovime piislusnou vétu a dokdzeme ji.

3.5.1 Pripad 1

Vezmeme piipad, kdy kruznice ki, ke maji razné poloméry a jsou v poloze
3, kdy se protinaji ve dvou bodech. (Uplné stejné je to ale i ve specidlnim
piipadé, kdy poloméry jsou shodné.) Pfitom uvazujme kruznici k, kterd ma
s k1 vnitini dotyk a s ks vnéjsi dotyk, nebo naopak (viz. obr.33). Pruseciky
kruznic povazujme za bodové kruznice s nulovym polomérem.

Muzeme vyslovit nasledujici vétu:

Véta 5: Elipsa

Jsou dany dvé kruznice ki (E,r1) a ko(F,r2), které maji dva spolectné
body. Mnozinou stiedu vSech kruznic, které maji s kruznici k; vnitini
dotyk a s kruznici ko vnéjsi dotyk, nebo naopak, je elipsa el, ktera
ma ohniska E, F' a velikost jeji hlavni poloosy je

_ it
as = 92 (7)

25



Obrézek 33

Diikaz. Dukaz udélame pro vnitini dotyk s k1 a vnéjsi dotyk s ke. Opaény
piipad se dokazuje obdobné.

Obrazek 34: X je stfed k = X € el

Krok 1: Zvolme libovolnou kruznici k, kterd ma s ki vnitini a s ko
vnéjsi dotyk v bodech Ty, T, (viz obr.34). Pro jeji stted X plati

26



| XE|+ | XF|=(r1—1r)+ (ra+71)
|XE‘+‘XF]:T1—|—T2 (8)

Odtud plyne, ze bod X lezi na elipse s ohnisky F, F' a s velikost{ hlavni
poloosy

QAe] = 9 (9)

Pruseciky P, Q kruznic ki, ke povazujeme za specidlni piipad kruznice
k (nulovy polomér). V tomto piipadé je stied kruznice k totozny s P
resp.  a i zde plati vztahy (8) a (9) .

Krok 2: Vezméme elipsu el (viz obr.35), kterd ma ohniska F,F a
velikost hlavni poloosy

r1+ T2
Ael = 9

Obrézek 35: X € el = X je stied k

Ta musi nutné prochdzet bodem P, protoze pro néj plati |[EP|+|FP| =
r1 + r9. Z téhoz duvodu prochéazi i bodem Q.

27
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Zvolme libovolny bod X elipsy el ruzny od bodu P, Q. Dle definice
elipsy pro X plati:

| XE|+ | XF|=2ae
r— | XTi|+ro+ | XTo| =r1 + 17
| XTy| = | XTs| (10)

Dle vztahu (10) je tedy bod X stfedem kruznice k, kterd prochézi body
T1,T5. Pa¢ X lezi na useéce ETy a T5 lezi na tsecce F' X, ma kruznice
k s kruznici k1 vnitini a s kruznici ko vnéjsi dotyk.

Zvolme nakonec bod X elipsy el v bodé P ¢i Q. Tyto body muzeme

povazovat za stfedy kruznic s nulovym polomeérem, které maji s ki
vnéjsi a s ko vnitini dotyk.

3.5.2 Dalsi pripady

Podobné véty jako je véta 5, kdy hledanou mnozinou je elipsa el, bychom
mohli vyslovit také pro dalsi pripady. Jejich dikazy by byly analogické dukazu
predchozimu a délat je nebudeme. Jsou to tyto pripady:

e Poloha 3 pro r; = r9 (viz obr.36). To je pouze specidlni piipad situace
7 véty 5 pro r1 = ro.

e Polohy 4 a 5 pro r; # r9 (viz obr.37,38).

e Poloha 6 pro 1 # 72 (viz obr.39). Mnozinou M je kruznice a dukaz je
trividlni.
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Obrézek 36: r1 = r3; poloha 3

Obrézek 37: rq # rg; poloha 4

Obrézek 38: r1 # ro; poloha 5 Obrézek 39: r1 # rg; poloha 6
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