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1 Úvod

Jsou dány dvě kružnice k1(E; r1) a k2(F ; r2). Vezmeme kružnici k(S; r), která
se obou kružnic dotýká. Co je množinou M (viz obr. 1) střed̊u všech ta-
kovýchto kružnic?

Obrázek 1

Je zřejmé, že řešeńı bude záviset na vzájemné poloze kružnic k1, k2, dále
na tom, zda poloměry r1, r2 jsou shodné nebo r̊uzné a na tom, zda se jedná o
dotyk vnitřńı nebo vněǰśı. (V obrázku 1 maj́ı zadané kružnice nulový pr̊unik,
r̊uzné poloměry a oba dotyky jsou vněǰśı.)

2 Přehled možnost́ı

Všechny možnosti volby výše zmı́něných parametr̊u můžeme prozkoumat v
apletech https://ggbm.at/fwtuhtwf a https://ggbm.at/gcvbpdxs.

Z aplet̊u vid́ıme, že množiny střed̊u M se skládaj́ı z př́ımek, hyperbol a
elips.

Př́ımky jsou dvoj́ıho typu:

• osa oEF úsečky EF
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• př́ımka EF

Hyperboly jsou dvoj́ıho typu a lǐśı se velikost́ı hlavńı poloosy:

• hr – hyperbola
”
rozd́ılová“: ar =

r1 − r2
2

• hs – hyperbola
”
součtová“: as =

r1 + r2
2

Vid́ıme, že ar < as, takže hyperboly hr maj́ı vzdálenost hlavńıch vrchol̊u
menš́ı než hyperboly hs.

Elipsy el jsou jen jednoho typu a maj́ı velikost hlavńı poloosy

ael =
r1 + r2

2

V př́ıpadě, že E = F , stává se z elipsy kružnice m.

Uvedené vztahy dokážeme v kapitole 3.

2.1 Kružnice k1, k2 maj́ı stejné poloměry

(https://ggbm.at/fwtuhtwf)

• Poloha 1: |EF | > r1 + r2 →M = oEF ∪ hr (viz obr.2)

• Poloha 2: |EF | = r1 + r2 →M = oEF ∪
←→
EF (viz obr.3)

• Poloha 3: |EF | < r1 + r2 →M = oEF ∪ el (viz obr.4)

3

https://ggbm.at/fwtuhtwf


[X\

Obrázek 2: r1 = r2; poloha 1

Obrázek 3: r1 = r2; poloha 2
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Obrázek 4: r1 = r2; poloha 3

2.2 Kružnice k1, k2 maj́ı r̊uzné poloměry

(https://ggbm.at/gcvbpdxs)

• Poloha 1: |EF | > r1 + r2 →M = hr ∪ hs (viz obr.5)

• Poloha 2: |EF | = r1 + r2 →M = hr ∪
←→
EF (viz obr.6)

• Poloha 3: |EF | < r1 + r2 →M = hr ∪ el (viz obr.7)

• Poloha 4: |EF | = |r1 − r2| →M =
←→
EF ∪ el (viz obr.8)

• Poloha 5: |EF | < |r1 − r2| →M = el (viz obr.9)

• Poloha 6: |EF | = 0→M = m (kružnice) (viz obr.10)
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Obrázek 5: r1 6= r2; poloha 1

Obrázek 6: r1 6= r2; poloha 2
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Obrázek 7: r1 6= r2; poloha 3

Obrázek 8: r1 6= r2; poloha 4
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Obrázek 9: r1 6= r2; poloha 5 Obrázek 10: r1 6= r2; poloha 6

2.3 Přechody hyperboly a elipsy k př́ımce, polopř́ımce a
úsečce

Mezńı př́ıpady hyperbol a elipsy, kdy tyto kuželosečky přecházej́ı
v př́ımku, dvojici polopř́ımek či v úsečku, můžeme sledovat v apletu
https://ggbm.at/uga4ethv.

3 Věty a d̊ukazy

To, že hledanými množinami bod̊u M jsou v jednotlivých př́ıpadech př́ımky,
elipsy a dva druhy hyperbol (rozd́ılová a součtová), je možno vyslovit
jako věty, které lze snadno dokázat. Ukážeme si d̊ukazy vybraných př́ıpad̊u.
Důkazy pro všechny ostatńı př́ıpady by byly podobné.

3.1 Množinou M je osa úsečky EF

Tato situace nastává jen pro r1 = r2, a to v několika př́ıpadech. Vyberme
jeden z těchto př́ıpad̊u, vyslov́ıme př́ıslušnou větu a dokážeme ji.
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3.1.1 Př́ıpad 1

Vezmeme př́ıpad, kdy kružnice k1, k2 maj́ı stejné poloměry a jsou v poloze 1,
kdy se neprot́ınaj́ı. Přitom uvažujme kružnici k, která má s oběma zadanými
kružnicemi vněǰśı dotyk (viz. obr.11).

Můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

Obrázek 11: r1 = r2 – poloha 1 – vněǰśı dotyk – osa úsečky EF

Věta 1: Osa úsečky EF

Jsou dány dvě kružnice k1(E, r1) a k2(F, r2), které nemaj́ı žádný
společný bod a maj́ı stejné poloměry (r1 = r2). Množinou střed̊u všech
kružnic, které maj́ı s oběma kružnicemi vněǰśı dotyk, je př́ımka, která
je osou úsečky EF .

D̊ukaz. Věta mluv́ı o dvou množinách:

• M1 je množina střed̊u všech kružnic k, které maj́ı se zadanými
kružnicemi vněǰśı dotyk.

• M2 je osa oEF úsečky EF , tedy množina všech bod̊u v rovině, které
maj́ı od E i F stejnou vzdálenost.

Důkaz rovnosti dvou množin M1 = M2 se provád́ı ve dvou kroćıch:
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1. Dokáže se, že M1 ⊂ M2, tedy že každý prvek M1 je prvkem M2, čiliž
pro libovolný prvek X dokážeme implikaci

X ∈M1 ⇒ X ∈M2

2. Dokáže se, že M2 ⊂ M1, tedy že každý prvek M2 je prvkem M1, čiliž
pro libovolný prvek X dokážeme implikaci

X ∈M2 ⇒ X ∈M1

Takže jdeme na to:

Obrázek 12: X je střed k ⇒ X ∈ oEF

Krok 1: Zvolme libovolnou kružnici k, která má s oběma kružnicemi
k1, k2 vněǰśı dotyk v bodech T1, T2 (viz obr.12). Pro jej́ı střed X plat́ı

|XE| = |XT1|+ |T1E| = r + r1 |XF | = |XT2|+ |T2F | = r + r2

Pač ale r1 = r2, dostáváme, že

|XE| = |XF |

Střed X kružnice k lež́ı tedy na ose úsečky EF . T́ım jsme pro libovolný
bod X v rovině dokázali implikaci

X je střed k ⇒ X ∈ oEF
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Obrázek 13: X ∈ oEF ⇒ X je střed k

Krok 2: Zvolme libovolný bod X osy oEF (viz obr.13). Označme jako
T1, T2 pr̊useč́ıky př́ımek XE,XF s kružnicemi k1, k2. Dle definice osy
úsečky plat́ı:

|EX| = |FX|

Ale |EX| = r1 + |XT1| a |FX| = r2 + |XT2|, pročež

r1 + |XT1| = r2 + |XT2|

Ale r1 = r2, takže
|XT1| = |XT2|

Bod X je tedy středem kružnice k, která procháźı body T1, T2. Protože
body T1, T2 lež́ı na úsečkách |EX|, |FX|, dotýká se kružnice k obou
kružnic k1 i k2 vněǰśım dotykem. T́ım jsme pro libovolný bod X v
rovině dokázali implikaci

X ∈ oEF ⇒ X je střed k

T́ım je d̊ukaz dokončen.
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3.1.2 Daľśı př́ıpady

Podobné věty jako je věta 1, kdy hledanou množinou je osa úsečky EF ,
bychom mohli pro r1 = r2 vyslovit také pro daľśı př́ıpady. Jejich d̊ukazy
by byly analogické d̊ukazu předchoźımu a dělat je nebudeme. Jsou to tyto
př́ıpady:

• Poloha 1,2,3 – vnitřńı dotyky (k1, k2 lež́ı uvnitř k ) (viz obr. 14, 15, 16 )

• Poloha 2 – vněǰśı dotyky (k1, k2 lež́ı vně k) (viz obr.17). Zde je potřeba
si uvědomit, že bod dotyku P kružnic k1, k2 lze považovat za kružnici
k s nulovým poloměrem, takže i tento bod lze do hledané množiny
započ́ıtat. Pokud by se nám neĺıbila bodová kružnice, museli bychom
ř́ıci, že hledanou množinou bod̊u neńı celá osa oEF , ale jen tato osa
bez středu úsečky EF . (To je něco podobného jako množina zvaná
Thaletova kružnice, což je kružnice nad pr̊uměrem AB, ovšem bez bod̊u
A,B.)

• Poloha 3 – vněǰśı + vnitřńı dotyky (k1, k2 lež́ı vně k, nebo k lež́ı uvnitř
čočky tvořené k1, k2) (viz obr. 18, 19 ). I zde můžeme oba pr̊useč́ıky P,Q
kružnic k1, k2 považovat za bodové kružnice. Oba př́ıpady, kdy kružnice
k se dotýká bud’ vně, nebo lež́ı uvnitř

”
čočky“ tvořené kružnicemi k1, k2,

můžeme sloučit a vyjde nám opět, že hledanou množinou střed̊u je osa
úsečky EF .

Obrázek 14
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Obrázek 15 Obrázek 16

Obrázek 17

13



[X\

Obrázek 18

Obrázek 19

3.2 Množinou M je př́ımka EF

Tato nezaj́ımavá a nudná situace nastává ve třech př́ıpadech:

• r1 = r2; Poloha 2 (viz obr.20)

• r1 6= r2; Poloha 2 (viz obr.21)

• r1 6= r2; Poloha 4 (viz obr.22)

Obrázek 20
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Obrázek 21
Obrázek 22

Věta 2: Př́ımka EF

Jsou dány dvě kružnice k1(E, r1) a k2(F, r2), které maj́ı jeden společný
bod T . Množinou střed̊u všech kružnic, které se v bodě T dotýkaj́ı obou
těchto kružnic, je př́ımka EF .

D̊ukaz. Důkaz je evidentńı.

3.3 Množinou M je hyperbola
”
rozd́ılová“ s ohnisky E,F

Tato situace nastává jen pro r1 6= r2, a to v poloze 1,2 a 3. Vybereme jeden
z těchto př́ıpad̊u, vyslov́ıme př́ıslušnou větu a dokážeme ji.

3.3.1 Př́ıpad 1

Vezmeme př́ıpad, kdy kružnice k1, k2 maj́ı r̊uzné poloměry r1 > r2 a jsou v
poloze 1, kdy se neprot́ınaj́ı.

1. Uvažujme nejprve kružnici k
′
, která má s oběma zadanými kružnicemi

vněǰśı dotyk (viz. obr.23). Množinou M ′ střed̊u všech takovýchto
kružnic je zřejmě pravá větev hyperboly hr.

2. Uvažujme dále kružnici k
′′
, která má s oběma zadanými kružnicemi

vnitřńı dotyk (viz. obr.24). Množinou M ′′ střed̊u všech takovýchto
kružnic je zřejmě levá větev hyperboly hr.
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Obrázek 23: r1 6= r2 – poloha 1 – vněǰśı dotyk – pravá větev hr

Obrázek 24: r1 6= r2 – poloha 1 – vnitřńı dotyk – levá větev hr
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Sjednoceńım obou větv́ı dostáváme celou hyperbolu hr. Vyslov́ıme větu:

Věta 3: Hyperbola
”
rozd́ılová“

Jsou dány dvě kružnice k1(E, r1) a k2(F, r2), které nemaj́ı žádný
společný bod, maj́ı r̊uzné poloměry (r1 > r2) a |EF | > r1 + r2.
Množinou střed̊u všech kružnic, které maj́ı s oběma kružnicemi vněǰśı
dotyk, nebo maj́ı s oběma kružnicemi vnitřńı dotyk, je hyperbola
hr, která má ohniska E,F a velikost jej́ı hlavńı poloosy je

ar =
r1 − r2

2
(1)

D̊ukaz. Důkaz uděláme pro každou větev zvlášt’. Stejně jako v d̊ukazu věty 1
muśıme rovnost dvou množin dokázat ve dvou kroćıch.

1. Pravá větev – vněǰśı dotyky

Krok 1: Zvolme libovolnou kružnici k, která má s oběma
kružnicemi k1, k2 vněǰśı dotyk v bodech T1, T2 (viz obr.25). Pro
jej́ı střed X plat́ı

|XE| − |XF | = (r + r1)− (r + r2)

|XE| − |XF | = r1 − r2 (2)

Pač plat́ı r1 > r2, je pravá strana rovnice (2) kladná, pročež levá
strana muśı být též kladná. Tedy

|XE| > |XF |

Odtud plyne, že bod X lež́ı na pravé větvi hyperboly s ohnisky
E,F a s velikost́ı hlavńı poloosy

ar =
r1 − r2

2
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Obrázek 25: X je střed k ⇒ X ∈ pravá větev hr

Krok 2: Zvolme libovolný bod X pravé větve hyperboly hr (viz
obr.26), která má ohniska E,F a velikost hlavńı poloosy

ar =
r1 − r2

2

Obrázek 26: X ∈ pravá větev hr ⇒ X je střed k

Označme jako T1, T2 pr̊useč́ıky př́ımek XE,XF s kružnicemi
k1, k2. Dle definice hyperboly plat́ı pro bod X:

||XE| − |XF || = r1 − r2
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Ale pač |XE| − |XF | > 0, můžeme absolutńı hodnotu na levé
straně odstranit:

|XE| − |XF | = r1 − r2

Odtud plyne

|XE| − r1 = |XF | − r2

Takže dostáváme

|XT1| = |XT2|

Proto bod X je středem kružnice k, která se dotýká vněǰśım
dotykem (pač T1, T2 lež́ı na úsečkách |EX|, |FX|) obou kružnic
k1, k2.

2. Levá větev – vnitřńı dotyky

Krok 1: Zvolme libovolnou kružnici k, která má s oběma
kružnicemi k1, k2 vnitřńı dotyk v bodech T1, T2 (viz obr.27). Pro
jej́ı střed X plat́ı

|XE| − |XF | = (r − r1)− (r − r2)

|XE| − |XF | = −(r1 − r2) (3)

Pač plat́ı r1 > r2, je pravá strana rovnice (3) záporná, pročež levá
strana muśı být též záporná. Tedy

|XE| < |XF |

Odtud plyne, že bod X lež́ı na levé větvi hyperboly s ohnisky
E,F a s velikost́ı hlavńı poloosy

ar =
r1 − r2

2
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Obrázek 27: X je střed k ⇒ X ∈ levá větev hr

Krok 2: Zvolme libovolný bod X pravé větve hyperboly hr (viz
obr.28), která má ohniska E,F a velikost hlavńı poloosy

ar =
r1 − r2

2

Obrázek 28: X ∈ levá větev hr ⇒ X je střed k

Označme jako T1, T2 pr̊useč́ıky př́ımek XE,XF s kružnicemi
k1, k2. Dle definice hyperboly plat́ı pro bod X:

||XE| − |XF || = r1 − r2

20



[X\

Ale pač |XE| − |XF | < 0, můžeme absolutńı hodnotu na levé
straně odstranit:

−(|XE| − |XF |) = r1 − r2

Odtud plyne

|XE|+ r1 = |XF |+ r2

Takže dostáváme

|XT1| = |XT2|

Proto bod X je středem kružnice k, která se dotýká vnitřńım
dotykem (pač E,F lež́ı na úsečkách |T1X|, |T2X|) obou kružnic
k1, k2.

3.3.2 Daľśı př́ıpady

Rozd́ılová hyperbola vystupuje i v situaci, kdy kružnice k1, k2 maj́ı jeden
či dva společné body (viz obr. 6 a obr. 7). Důkazy bychom udělali úplně
analogicky jako v předchoźım př́ıpadě.

Větu 3 lze tedy rozš́ı̌rit na tyto tři polohy dvou kružnic r̊uzných poloměr̊u.

3.4 Množinou M je hyperbola
”
součtová“ s ohnisky E,F

Tato situace nastává, když kružnice k má s jednou z kružnic k1, k2 vněǰśı a
s druhou vnitřńı dotyk, přičemž tato druhá kružnice lež́ı uvnitř kružnice k.

To je možné jen ve dvou př́ıpadech – v poloze 1 pro r1 = r2 (viz obr. 29)
a v poloze 1 pro r1 6= r2 (viz obr. 30).

Prvńı př́ıpad je jen speciálńım př́ıpadem druhého, proto větu vyslov́ıme
obecně pro jakékoli poloměry.
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Obrázek 29

Obrázek 30
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Věta 4: Hyperbola
”
součtová“

Jsou dány dvě kružnice k1(E, r1) a k2(F, r2), které nemaj́ı žádný
společný bod a |EF | > r1 + r2. Množinou střed̊u všech kružnic, které
maj́ı s kružnićı k1 vněǰśı dotyk a s kružnićı k2 vnitřńı dotyk, nebo
naopak, je hyperbola hs, která má ohniska E,F a velikost jej́ı hlavńı
poloosy je

as =
r1 + r2

2
(4)

D̊ukaz. Důkaz uděláme jen pro levou větev, protože d̊ukaz pro pravou větev
je úplně obdobný.

Krok 1: Zvolme libovolnou kružnici k, která má s k1 vnitřńı a s k2
vněǰśı dotyk v bodech T1, T2 (viz obr.31). Pro jej́ı střed X plat́ı

|XE| − |XF | = (r − r1)− (r + r2)

|XE| − |XF | = −(r1 + r2) (5)

||XE| − |XF || = r1 + r2 (6)

Obrázek 31: X je střed k ⇒ X ∈ levá větev hs

Pač pravá strana rovnice (5) je záporná, je i levá strana záporná. Tedy
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|XE| < |XF |

Odtud a z rovnice (6) plyne, že bod X lež́ı na levé větvi hyperboly s
ohnisky E,F a s velikost́ı hlavńı poloosy

ar =
r1 + r2

2

Krok 2: Zvolme libovolný bod X levé větve hyperboly hs (viz obr.32),
která má ohniska E,F a velikost hlavńı poloosy

ar =
r1 + r2

2

Obrázek 32: X ∈ levá větev hs ⇒ X je střed k

Označme jako T1, T2 pr̊useč́ıky př́ımek XE,XF s kružnicemi k1, k2. Dle
definice hyperboly plat́ı pro bod X:

||XE| − |XF || = r1 + r2

Ale pač |XE| − |XF | < 0, můžeme absolutńı hodnotu na levé straně
odstranit:

−(|XE| − |XF |) = r1 + r2
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Odtud plyne

|XE|+ r1 = |XF | − r2

Takže dostáváme

|XT1| = |XT2|

Proto bod X je středem kružnice k, která se dotýká kružnice k1
vnitřńım dotykem (pač E lež́ı na úsečce |T1X|) a kružnice k2 vněǰśım
dotykem (pač T2 lež́ı na úsečce |FX|).

3.5 Množinou M je elipsa s ohnisky E,F

Tato situace nastává v několika př́ıpadech. Vyberme jeden z těchto
př́ıpad̊u, vyslov́ıme př́ıslušnou větu a dokážeme ji.

3.5.1 Př́ıpad 1

Vezmeme př́ıpad, kdy kružnice k1, k2 maj́ı r̊uzné poloměry a jsou v poloze
3, kdy se prot́ınaj́ı ve dvou bodech. (Úplně stejně je to ale i ve speciálńım
př́ıpadě, kdy poloměry jsou shodné.) Přitom uvažujme kružnici k, která má
s k1 vnitřńı dotyk a s k2 vněǰśı dotyk, nebo naopak (viz. obr.33). Pr̊useč́ıky
kružnic považujme za bodové kružnice s nulovým poloměrem.

Můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

Věta 5: Elipsa

Jsou dány dvě kružnice k1(E, r1) a k2(F, r2), které maj́ı dva společné
body. Množinou střed̊u všech kružnic, které maj́ı s kružnićı k1 vnitřńı
dotyk a s kružnićı k2 vněǰśı dotyk, nebo naopak, je elipsa el, která
má ohniska E,F a velikost jej́ı hlavńı poloosy je

as =
r1 + r2

2
(7)
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Obrázek 33

D̊ukaz. Důkaz uděláme pro vnitřńı dotyk s k1 a vněǰśı dotyk s k2. Opačný
př́ıpad se dokazuje obdobně.

Obrázek 34: X je střed k ⇒ X ∈ el

Krok 1: Zvolme libovolnou kružnici k, která má s k1 vnitřńı a s k2
vněǰśı dotyk v bodech T1, T2 (viz obr.34). Pro jej́ı střed X plat́ı
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|XE|+ |XF | = (r1 − r) + (r2 + r)

|XE|+ |XF | = r1 + r2 (8)

Odtud plyne, že bod X lež́ı na elipse s ohnisky E,F a s velikost́ı hlavńı
poloosy

ael =
r1 + r2

2
(9)

Pr̊useč́ıky P,Q kružnic k1, k2 považujeme za speciálńı př́ıpad kružnice
k (nulový poloměr). V tomto př́ıpadě je střed kružnice k totožný s P
resp. Q a i zde plat́ı vztahy (8) a (9) .

Krok 2: Vezměme elipsu el (viz obr.35), která má ohniska E,F a
velikost hlavńı poloosy

ael =
r1 + r2

2

Obrázek 35: X ∈ el⇒ X je střed k

Ta muśı nutně procházet bodem P , protože pro něj plat́ı |EP |+ |FP | =
r1 + r2. Z téhož d̊uvodu procháźı i bodem Q.
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Zvolme libovolný bod X elipsy el r̊uzný od bod̊u P,Q. Dle definice
elipsy pro X plat́ı:

|XE|+ |XF | = 2ae2

r1 − |XT1|+ r2 + |XT2| = r1 + r2

|XT1| = |XT2| (10)

Dle vztahu (10) je tedy bod X středem kružnice k, která procháźı body
T1, T2. Pač X lež́ı na úsečce ET1 a T2 lež́ı na úsečce FX, má kružnice
k s kružnićı k1 vnitřńı a s kružnićı k2 vněǰśı dotyk.

Zvolme nakonec bod X elipsy el v bodě P či Q. Tyto body můžeme
považovat za středy kružnic s nulovým poloměrem, které maj́ı s k1
vněǰśı a s k2 vnitřńı dotyk.

3.5.2 Daľśı př́ıpady

Podobné věty jako je věta 5, kdy hledanou množinou je elipsa el, bychom
mohli vyslovit také pro daľśı př́ıpady. Jejich d̊ukazy by byly analogické d̊ukazu
předchoźımu a dělat je nebudeme. Jsou to tyto př́ıpady:

• Poloha 3 pro r1 = r2 (viz obr.36). To je pouze speciálńı př́ıpad situace
z věty 5 pro r1 = r2.

• Polohy 4 a 5 pro r1 6= r2 (viz obr.37,38).

• Poloha 6 pro r1 6= r2 (viz obr.39). Množinou M je kružnice a d̊ukaz je
triviálńı.
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Obrázek 36: r1 = r2; poloha 3

Obrázek 37: r1 6= r2; poloha 4

Obrázek 38: r1 6= r2; poloha 5 Obrázek 39: r1 6= r2; poloha 6
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