UZITi GEOGEBRA APPLETU PRO VYUKU TELES
SARKA VORACOVA

ABSTRAKT. Pfispévek je zaméfeny na moznosti vyuziti GeoGebry pro vyuku téles.
Vytvofili jsme volné dostupny soubor interaktivnich vyukovych materialti pokryvajici
vSechna télesa, ktera jsou vyucovana na zakladni a stiedni $kole. Velka pozornost je
vénovana heuristické vyuce objemii a povrchi téles. Postupy pro zkoumani
prostorovych vztahli popsany pied vice nez 2000 lety v Eukleidovych Zakladech a
v Archimedovych spisech mohou byt dobrou inspiraci pro intuitivni zkoumani zaka
zalozené na geometrickém nazoru. Objemy téles patii dlouhodobé ke kritickym
mistim vyucovani matematice, porozuméni prostorovych vztahd a vlastnosti je
Castokrat nahrazeno drilem a dosazovanim do vzorcl. Pravé v této oblasti mize
software dynamické geometrie u¢inné pomoci pro zvySeni zaujeti zakl, provokovani
k vytvareni hypotéz i jejich experimentalnimu ovétovani.

Uvob

Prostorova geometrie patii dlouhodobé ke kritickym mistiim matematického vzdélavani. Dle
[9] se zde vyrazné projevuje, Ze uitelé uéi tak, jak byli sami uéeni, jak tomu rozumi a jak ulohy
sami fesi. Nedostatky ve vyucovani geometrii souviseji s nedostatky v geometrickém vzdélavani
uciteld. Odrazem predstav o axiomatické vystavbé geometrie je soustfedéni Skolni geometrie na
rysovani a terminologii. Geometrie by vSak méla byt od samého pocatku orientovana na
poznavani prostoru, v némz zak Zije, a na rozvijeni predstavivosti [6]. Pfedstavivost, a to nejen
geometricka se obecné rozviji praxi. Vhodny vyukovy software v kratkém Case zprostredkuje
zaktim nahled fady geometrickych situaci a rozsifuje tak evidované modely i zkuSenosti [11].
Prizkum [4] prokazal pozitivni vliv software dynamické geometrie na konstrukci prostorovych
objektl a pfi urovani objemd a povrchi.

1. DYNAMICKA GEOMETRIE

Vyukové webové stranky a programy dnes patii k uc¢ebnim pomickam stejné jako tisténé
ucebnice ¢i sbirky uloh a je zcela jisté, Ze jejich vyznam pro uceni a vyucovani dale poroste.
Vyuziti pocitacovych programii ve Skolské matematice je mozné dvojim zptsobem. Prvni
spociva v feseni standardné zadanych uloh pouzitim pfikazti daného software. V danou chvili
zak ani nemusi znat postup ¢i vzorec vedouci k vysledku, software provede vypocet za néj; z
pohledu zaka jde tedy o jakousi ¢ernou skfinku. Druhy zptisob spociva v podpote aktivni prace
zéaka, povzbuzeni k vytvafeni a oveéfovani hypotéz a experimentovani, jez vede k hlubsimu
pochopeni souvislosti [8].

Pozitivni vliv dynamickych geometrickych programii doklada tada kvantitativnich i
kvalitativnich vyzkumi. Zaci dosahuji vyrazné lepsich vysledki ve standardizovaném testu na
porozuméni geometrickym pojmim a geometrickou piedstavivost. Zaci vyuZivajici
dynamickou geometrii prokazuji hlubsi a trvalejsi zapamatovani ziskanych poznatku (cit. podle

[11]).
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Poslednich deset let je celosvétové nejpouzivangj$im programem Skolské matematiky
GeoGebra. Instalace i online verze jsou zcela zdarma, nenaroéné na hardware a tim i pfistupné
ve vSech Skolnich pocitacovych ucebnach. Zadavani objektt je didakticky promySslené a nastroje
pokryvaji skolské kurikulum od zékladni $koly az po zaklady calculu.

Prostiedi GeoGebry integruje vice edukacnich prostiedi a dalsi moznosti jsou dale vyvijeny.
Velky potencial pro vyuku stereometrie skytd prostiedi AR (rozsifend realita), kdy se
zobrazovany objekt zobrazi na dotykovych zafizeni vnofeny do fotografovaného prosttedi. Dle
studie reklamni spolecnosti Leo Burnett jsou poznatky zprostfedkované augmentovanou
realitou provazeny vétsim emocnim zazitkem a tim jsou zapamatovatelngjsi. Lze ocCekavat
podobny dopad i ve vyukovém procesu.

Na serveru geogebra.org je pres milion appletil sdilenych uzivateli. Bohuzel, vyhledavani
dokumentd k danému tématu je nepiehledné, kvalita a matematicka spravnost nejsou nijak
garantovany, hodnoceni je ponechano udilenim “like®. I pfes tyto nevyhody patii server
Geogebry k u¢innym pomocnikdim pro pfipravu hodin matematiky na zékladni stfedni i vysoké
skole.

Proto jsme i my zvolili tuto platformu pro ulozeni a volného sdileni naseho souboru
interaktivnich materialt ,,Slovnik téles” [16]. Nasi snahou bylo vyuzit moznosti dynamického
software, nahradit pasivni pozorovani interaktivnimi prvky a postupné pridavat ukoly pro
samostatné konstrukce zakl. Soucasti vyukového materialu jsou interaktivni applety pro
zobrazeni téles, dokreslovani siti téles v prostiedi GeoGebra a feSeni testovych otazek.

2. JEDNOTKA OBSAHU A OBJEMU

Teorie miry je tieba péstovat systematicky od ttlého véku. Tak jak dité pfirozené vnima,
ktery objekt je vétsi, ktery je t&€z8i, tak ptirozené by mély byt pojmy pro obsah i objem. Uz od
prvni tfidy je tfeba vénovat této problematice velkou pozornost. Cas straveny objevovanim

jednotky v roving i prostoru se ndm bohaté vrati ve vyssich roénicich.
2.1. Obsahy rovinnych utvara

Nejprve s détmi intuitivné porovnavame velikosti obrazcii, poté vymyslime pravidlo pro
rozhodovani. Vyborné se v této fazi osvédéily nejriznéjsi skladanky a tangramy. Diky Wallace—
Bolyai—Gerwienové vété vime, ze mizeme vhodnym rozlozenim pteskladat jakékoliv rovinné
obrazce stejného obsahu.

OBRAZEK 1. Ctverec a trojuhelnik 1ze rozdélit na shodné &asti; zdroj Wikipedia

Za nejCistsi ditkaz rovnosti obsahtl bylo povazovano jiz v antice rozd€leni obou utvarti na
shodné casti. Eukleides (asi 325-260) vénuje preméné rovinnych tvart prvni dvé knihy
Zakladii. Takové prerovnani neni ov§em mozné u kruznice. V' Zdkladech je pouzita Eudoxova
exhausta¢ni metoda, proto je vztah mezi kruznicemi diskutovan az ve dvanacté knize (Véta 3).
I ve Skolské matematice je objev Cisla m posunut do vyssich ro¢nikd.
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Porozumi-li zaci jednotce obsahu, miizeme zacit pocitat obsahy obdélnikti, popf. odvodit
vzorce. Pro trojuhelniky a rovnobézniky postupujeme podobné. Nejprve dokreslujeme do
¢tvercové sité a pomoci sklddacek odvodime vztah pro vypocet obsahu.

2.1. Objemy téles

Pokud je to mozné, je vhodné pouzit osvédéené rovinné metody i v prostoru. Ovsem je jasné,
objekt je vEétsi nez druhy, osvédCenym piistupem je prelévani vody z vhodné tvarovanych
nadob. Spojité tekuté medium mizeme nahradit diskrétnim, napi. piskem a pfipravit déti na
Demokritovy atomistické tivahy, jez vedly k prvnimu vztahu pro objem kuzele, koule i valce.
Demokritovy dtikazy byly znovu objeveny v 17. stoleti Bonaventurou Cavalierim (1598-1647).
Bez Cavalieriho principu se ve Skolské matematice neobejdeme a je dobré tvahy o nekonecné
malych rozdilech dvou shodnych veli¢in predkladat zakiim systematicky.

Podobné¢ jako anti¢ti geometfi davali prednost rozkladu objekti na stejné casti, i nasi zaci
tento dikaz povazuji za nejpfesvédCivejsi. Rozklad télesa analogicky rovinnému rozkladu
ovSsem nebude v obecném piipadé mozny. Problém rozkladu téles stejnych objemti na shodné
Casti patii mezi 23 takzvanych Hilbertovych problémt, jez ptedlozil David Hilbert v roce 1900
ve své prednaSce na 2. mezinarodnim kongresu matematiki v Pafizi. Tyto problémy
piedstavovaly nejvétsi tehdy nevyfesené matematické problémy. Hilbertiv zak Max Dehn jesté
téhoz roku ukazal, Ze existuji dva trojboké jehlany se shodnou podstavou a vyskou, jez nelze
roziezat na kone¢ny pocet vzajemné shodnych étyfsténa.

VyteSeni vztahu objemid vzajemné nerozlozitelnych téles patii mezi vyznamné vysledky
antické geometrie a bylo dokazovano dvéma riznymi metodami. Archimedes (287-212)
ptiznava prvenstvi vV objeveni vztahu objemu jehlanu, hranolu, kuzele i valce Demokritovi [14].

Dle Demokrita z Abdér (460-370) se vse, co se nachazi v realném svéte, sklada z malych,
lidskym okem neviditelnych a dale jiz ned¢litelnych atomt. Jeho odvozeni vzorce pro jehlan
muselo byt velmi podobné piistupu, jenz v 17. stoleti popsal Bonaventura Cavalieri. Metoda
porovnavani nekonecné tenkych vrstev téles mélo velky vliv na jeho soucasniky i matematiky
pozdéjsiho obdobi (viz Cavalieriho princip, [15]).

Druhou metodou pouzivajici infinitesimalni tvahy je Eudoxova exhaustivni metoda
pouzivana v Eukleidovych Zdkladech, ptedevsim v 11. a 12. knize. Vyslovena jiZ je ovSem
v desaté knize, kde je pouzivana pro dikaz soumétitelnosti iraciondlnich ¢isel.

Véta 1. (Eukleides, Zdklady, Kniha 11). Jsou-/i dany dvé veliciny nestejné, kdyz od vétsi
odecteme Cast vetsi nez polovina a od zbytku opét vétsi nez polovina, a tak stdle budeme ciniti,
zbude néjaka velicina, jez bude mensi nez dand velic¢ina mensi.

O Eudoxovi z Knidu (408-355) je znamo, ze se stal ¢lenem Platonovy Akademie. Platon
(427-347) byl nesmititelnym odpurcem Demokrita a zfejmé od néj vzesel podnét vyloudit z
dikazti vSechny tivahy o atomech. Tak v zadné vété Eukleidovych Zaklad nenajdeme uvahy,
jez by nam pfipominali Cavalieriho princip, vztahy pro objem jehlanu, vélce, kuzele i koule jsou
dokazovany pomoci Véty 1. Archimedes povazoval rovnéz Eudoxtv piistup za nejcistsi a
naprosto dokonaly, sam dimyslnym zplisobem uplatiioval exhaustivni metodu pro uréeni
objemd, ale ve svém spise Metoda piiznava, Zze ke vzorcim doSel porovnavanim na pace a
konstrukci rovnobéznych feztl, tedy postupem blizkym Demokritovym tvaham. Tyto metody
ovSem Archimedes nepovazoval za prikazné, a proto odvozené vztahy dokazoval Eudoxovym
postupem. Ackoliv mizeme zasnout nad Archimedovym divtipem, je to postup mnohdy
zdlouhavy, ktery se do $kolské matematiky nehodi. Pokud ale zvolime spravnou grafickou
reprezentaci, vhodné pomticky a historicky text prevypravime do jednodussi podoby, mizou i
nasi studenti prohlédnout do této stézejni metody antické geometrie.

Je dilezité seznamit jiz na stfedni skole zaky s ivahami o nekonecné malych objektech, pfi
spravném vedeni mohou byt nekteti uchvaceni stejnym zplisobem jako soucasnici Newtona a
Leibnize.
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3. OBJEM KRYCHLE A KVADRU

Analogie uloh nad ¢tvereCkovanym papirem je uZite¢na pro zavedeni krychlové jednotky a
pro vypocet objemu krychle a kvadru. Myslenkovym rozkladim by mély predchazet
manipulace se skuteénymi kostiCkami, mezistupném muze byt rozsifena realita nebo jen 3D
reprezentace interaktivnich appletd. Webovské stranky ,,Objem krychle“ a ,,Objem kvadru*
GeoGebra knihy Slovnik téles [15] obsahuji interaktivni applety s testovymi otdzkami pro
stavby z kosti¢ek a ur€eni objemu.

OBRAZEK 2. Kolik kosti¢ek musite pfemistit, aby byly stavby stejné.

4, OBJEM ROVNOBEZNOSTENU

Objem kosého hranolu, piipadné rovnobéznosténu je prvni pfilezitosti pro pouziti
Cavalieriho principu, ale miizeme se bez n¢j dost dobfe obejit a s vhodnymi pomuickami
demonstrovat pferovnani Sikmého a kolmého hranolu.

Rovnobéznostén a kvadr o stejné podstave a vySce maji stejny objem, podobné jako obdélnik
a rovnobéznik se stejnou stranou a vyskou maji stejny obsah. Jak ale presvédcit zaky, ze tato
analogie plati i v prostoru. Pokud maji ob¢ télesa shodné roviny dvou boc¢nich stén, je
jednoduché prerovnat jedno ve druhé, pierovnani obdélniki a rovnobézniku ndm mize byt
dobrym navodem. Pokud jsou stejné jen roviny spolecné podstavy a hornich stén, je situace
objemu vénovany Vvéty 29 a 30. Pfiblizit ideu dikazu zakim je mozné jen s vhodnymi
pomuckami. V kapitole ,,Kvadr GeoGebra knihy ,,Slovnik téles” je dikaz demonstrovan
V materialu ,,Pferovnani rovnobé&znosténu na kvadr“, nejpiesveédéivéjsim dikazem by ale pro
déti bylo pferovnani realnych objekti.

OBRAZEK 3. Prerovnani rovnobéznosténu na kvadr stejného objemu.

Modry kvadr a ¢erny rovnobéznostén maji shodné podstavy a stejnou vysku, tedy musi mit
stejny objem. Cilem je pferovnat ¢erny rovnobéznostén na modry kvadr, tedy roziezat obé télesa
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na stejné Casti. Ponechdme spole¢ny prinik obou téles, zbyvajici ¢asti rovnobéznosténu
rozdélime na dva trojboké hranoly (zluty, modry) a tii trojboké jehlany (modry, oranzovy a
ruzovy). Vhodnym posunutim zaplnime barevnymi télesy volna mista ve kvadru. Obrazek 3
ukazuje soucasné kvadr i rovnobé&znostén, proto jsou pierovnané ¢asti zobrazeny dvakrat.

5. OBJEM JEHLANU
Odvodit s zaky objevitelskym zpisobem vzorec pro objem jehlanu je komplikovangjsi. Ve
Skolské praxi se Casto spokojime s vyslovenim vzorce bez dikkazu. Duvétivejsi studenty by mohl

presvédcit rozklad krychle na tfi shodné ctyfboké jehlany. Podstavy jehland jsou sousedni stény
krychle, vy$kou je vzdy hrana na podstavu kolma. (viz Objem jehlanu, [16]).

A

2

OBRAZEK 4. Rozklad krychle na tfi shodné jehlany

vvvvvv

jehlany stejného objemu. Kvadr musime rozlozit na Sest trojbokych jehlant stejného objemu.
Jak ale dokazat, ze dva jehlany se shodnymi zakladnami a vySkami maji stejny objem?
Standardné se odvolavame na Cavalieriho princip, my nyni piedveden Eudoxtv dikaz, jak je
pouzita ve dvanacté knize Zdkladhi.

Na obrazku 5 jsou dva trojboké jehlany se shodnymi podstavami a stejnou vyskou.
Dokazeme rovnost jejich objemtl tim, ze bude od kazdého jehlanu odebirat casti stejného
objemu. Sestrojime stfedy vSech hran ¢tyfstént a uvazujeme rozklad kazdého z nich na dva
navzajem shodné Ctyfstény a dva trojboké hranoly (modie). Odpovidaji si hranoly maji shodnou
podstavu a stejnou vysku, tedy maji stejny objem. Odebereme od kazdého ctyfsténu modrou
¢ast, tedy vyCerpame shodné jejich objemy ¢asti vétsi nez polovina.

OBRAZEK 5. Eudoxuyv rozklad jehlanu, prvni iterace
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Z kazdého Ctyfsténu nam zbyvaji dva polovicni Ctyistény a z kazdého z téchto Ctyistént
odebereme opét podobné hranoly, viz obrazek 6. Takto budeme déle postupovat az ndm zbyde
¢ast, jejiz objem je mensi nez libovolné mald veli¢ina. Pokud piedpokladame, ze jsou objemy
porovnatelné a pro kazdé dva objemy vzdy existuje jejich rozdil, je dokazano, Ze jsou si objemy
rovny.

OBRAZEK 6. Eudoxuv rozklad jehlanu, druha iterace

Takovou porovnatelnost objemid milize nazorné¢ demonstrovat ptelitim vody z jednoho
¢tyisténu do druhého. Zjistime nejen, ktery ze Ctyfsténli ma vétsi objem ale i o kolik se jejich
objemy lisi. Dluzno podotknout, Ze tato tivaha by Platona jisté nepotésila.

Dalsi moznosti je nazorny ¢insky dikaz, jenz je popsan v knize Devét kapitol matematického
uméni. Tato kniha pochazi z ptiblizné stejné doby jako Eukleidovy Zdklady a v &inské
matematice hraje i podobnou ulohu. Témér kazdy ¢insky matematik do 20. stoleti se na tuto
knihu odkazoval [3].

Vyznamny ¢insky matematik Liu Huie (20-280) popisuje rozklad trojbokého hranolu na
Ctytboky (Zluty) jehlan a trojboky(Cerveny) jehlan — viz obrazek 7. Postupnym dopliiovanim
hranolti ukdzeme, Ze objem zlutého jehlanu je dvakrat vétsi nez objem Eerveného jehlanu. Odtud
objem jehlanu je téetinou objemu hranolu se shodnou podstavou a vyskou. Animace dikazu je
zpracovana v materialu ,,Volume of Pyramid* na serveru geogebra.org.

OBRAZEK 7. Cinsky ditkaz objemu jehlanu; zdroj geogebra.org

ZAVER

Pti osvojovani matematickych védomosti s podporou modernich technologii zalezi vice na
zpusobu jejich integrace nez typu pouzitych prostiedkti. Hlavnim faktorem, ktery ovliviiuje
vyuzivani technologii ve Skolské matematice, se stava ucitel, zejména jeho didaktické
dovednosti a ICT kompetence [8].
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Nespornou vyhodou integrace pocita¢e do vyuky je diferenciace vyuky a moznost zaku fesit
ulohy svym tempem. Velky rozdil mezi studenty je ve asi nejvetSim problémem pii organizaci
vyuky. Je tieba mit pfipraveny piiklady pro nadané déti, ale na druhé strané jsou i zaci, ktefi
nepfijmou intuitivni ovladani GeoGebry a zivelné experimentovani s nastroji. Doporucujeme
pfipravit si pro takové zaky vytistény navod nebo applet s krokovanou konstrukei, pfip.
instruktazni video. Uloha ugitele jako koordinatora prace déti je nezastupitelna, prace na
pocitai nemiZe byt zcela samostatna, dilezitd je zpétna reflexe a diskuse o nalezenych
vlastnostech a feSenich loh. Ucitel musi zaky usmériiovat a podnécovat jejich do jisté miry
samostatné objevovani a zkoumani danych geometrickych vlastnosti a problému.

Podle naseho nazoru ma GeoGebra potencidl pokryt témata celé Skolské matematiky.
Doufame, Zze se podaii spojit usili vSech nadSenct tohoto software a vytvofit jeden prostor
soustiedici vSechny kvalitni vyukové materidly, jez mohou byt ucitelim podporou pfi tvoiivé
integraci GeoGebry do vyuky matematiky.
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