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1 TON

1 Ton

1.1 Déleni zvuku

http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/186-zakladni-deleni-zvuku

1. Hluky (Sumy, praskéni, skiipdni, ...) — grafem zéavislosti intenzity
(hlasitosti) na case neni periodicka funkce (viz obr. 1) (patii
sem samohldsky)

2. Tény (hudebni zvuky) — grafem zavislosti intenzity (hlasitosti)
zvuku na case je periodicka funkce

(a) Tény jednoduché — maji harmonicky priubéh, tj. grafem
zévislosti intenzity (hlasitosti) zvuku na ¢ase je funkce sinus.
viz https://ggbm.at/mfgtcpsu

(b) Tény slozené — jejich pribeh je periodicky, ale uz se nejednd
0 sinusoidu.

Wuw ‘ )

Obr. 1: Hluk


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/186-zakladni-deleni-zvuku
https://ggbm.at/mfgtcpsu
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Obr. 2: Jednoduchy tén
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Obr. 3: SlozZeny ton

1.2 Jednoduchy a sloZeny tén

Jednoduchy tén. Je fyzikalné tvoren jedinou sinusouidou o urcité
frekvenci. Napiiklad ladicka kmitajici s frekvenci f = 440 Hz vytvari
jednoduchy tén. Také nékteré flétny pry produkuji jednoduché tony.

Jednoduchy tén si miizeme snadno vyrobit sami pomoci PC nebo

mobilu. (http://www.szynalski.com/tone-generator/) Jednoduchy tén
nema zadnou barvu a zni ploSe.
Slozeny ton (patii sem souhldsky) Vétsina hudebnich nastroju vsak vy-
dava tony, které jsou slozené z vice sinusoid ruznych frekvenci. Nejnizsi
z nich udava vysku ténu a miva nejvétsi amplitudu. Ostatni frekvence
maji amplitudy mensi a vytvareji barvu ténu.

Také slozené tony si muzeme vyprodukovat snadno i bez hudeb-
niho néstroje na PC ¢ v mobilu. (https://meettechniek.info/additio-
nal/additive-synthesis.html)

Nejlépe lze podstatu vzniku sloZzeného ténu vysvétlit na struné (viz
Jak mistrnd struna zmatla Bruna — https://www.geogebra.org/m/
fkxvumjb).


http://www.szynalski.com/tone-generator/
https://meettechniek.info/additional/additive-synthesis.html
https://meettechniek.info/additional/additive-synthesis.html
https://www.geogebra.org/m/fkxvumjb
https://www.geogebra.org/m/fkxvumjb

2 FREKVENCE (PODNET P) A VYSKA TONU (VJEM V)

by d
LAY\

Zde se budeme zabyvat pouze vyskou tonu, v dalsim karisaku pro-
bereme jeho barvu.

2 Frekvence (podnét p) a vyska ténu

(vjem v)

Vezméme néjaky frekvencéni generator® a poslechnéme si, jak zni
nékolik frekvenci. PopiSme, co vniméa nase ucho!

®Tfeba tento: http://www.szynalski.com/tone-generator/

Zavér 1: Ucho vnimé jednotlivé tony v ruzné vysce
Zavér 2: Cim vétsi je frekvence tonu f, tim vétsi je vyska
ténu v, kterou vnima nase ucho.

Clovéku se zda, jako kdyby tén o frekvenci f; sedél na jistém stupni
zebriku, ton fo na vyssim stupni a ton f3 na jesté vyssim stupni atd.
Nas pomyslny zZebrik se sklada ze stupna, na které stoupam, kdyz po
ném lezu nahoru, takze bych mu mohl fikat , stupnice*. V hudbé se
pojem stupnice! vskutku pouZiva pro tény s rostouci vyskou, a tedy
s rostouci frekvenci.

Definice 1: Vyska ténu

Vyska ténu v (anglicky pitch) je subjektivni vlastnost toni,
kterda umoznuje jejich usporadani do rady podle objektivnich frek-
venci f.

litalsky scala = stupnice, Zebiik, méfitko. Odtud éeské méritko = skala.


http://www.szynalski.com/tone-generator/
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Maji-li dva tény riznou frekvenci, potom ton s vyssi frekvenci mé
vyssi vysku.

f1>f2:>U1>’UQ (1)

& J

Vztah 1 znamend, Ze zavislost v na f je funkce rostouci (o jakou
funkci se jednd, to zjistime v dalsi kapitole). Kazda rostouci posloupnost
je ale prosta, takze plati:

fi=lh=v=uv (2)

Samoziejmeé plati i obracena implikace, jinak by neslo o funkci, takze
plati ekvivalence:

Véta 1: Rovnost frekvenci a vysek

Dvéma stejnym frekvencim odpovidaji stejné vysky a naopak.

[ fi=faos v = ] (3)

Mame tedy dvé veliciny: vysku v a frekvenci f. Vyska tonu je
dana frekvenci (vztahy 1, 3), ale neni s ni ekvivalentni.

Je potieba si uvédomit, ze frekvence je objektivni fyzikalni veli¢ina
(podnét), kdezto vyska tonu je subjektivni veli¢ina (vjem). Zatimco
frekvenci 1ze objektivné mérit fyzikalnim pristrojem, vyska je subjek-
tivni vnimani zvukového vinéni konkrétni osobou, které primo mérit
mozné neni. To vSak neznamend, 7ze se vétsina lidi neshodne, jaky ton
je vyssi nebo nizsi.

Frekvence mé jakozto fyzikalni veli¢ina jednotku (Hertz), kdezto
vyska tonu jakozto subjektivni veli¢ina jednotku nema — vyjasnime
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pozdéji.
Vyska ténu je tedy pojem spadajici do oblasti psychoakustiky?,
ktera je podoborem psychofyziky?.

3 Zavislost vysky ténu na frekvenci

Vime, ze roste-li frekvence, roste i vyska. Nyni nés bude zajimat, jaka
je presné zavislost vysky v (vjemu) na frekvenci f (podnétu).

3.1 Fechner poprvé utoci!

Hypotéza 1:
Nejjednodussi, co nas napadne je, Ze je to zavislost linearni.
Zkusime tuto hypotézu prozkoumat a oveérit pokusem. Vime, Ze nej-
nizsi frekvence, kterou lidské ucho miize vnimat, je priblizné 16 Hz. Této
hodnoté bychom méli tedy prifadit nulovou vysku (v(16) = 0). Potom
by zavislost v na f méla vypadat néjak tak, jak je to na obrazku 4 —
tedy grafem by méla byt primka.

Diisledek by byl tento: pokud bychom vzali dvé frekvence f; < fo,
odpovidaly by jim vysky v; < vy. Kdyz bychom frekvence zvétsili o

2 Psychoakustika je védni odbor, ktery se zabyva vyzkumem vniman{ zvuku. Pres-
néji studiem a vyzkumem fyziologickych a psychologickych reakci na zvukové pod-
néty, jako je re¢ a hudba. Psychoakustika je jednim z podoboru psychofyziky.

3 Psychofyzika je exaktni véda o funkénich vztazich mezi télem a dusi se snahou
vystihnout fyzikalnimi zdkony psychické déje. Zaméruje se na zkoumani pocitka,
které jsou v jejim chapani charakterizovany obsahem, intenzitou a dobou trvani.
Ustiednim tématem psychofyziky je problém mysli a téla. Predstavitelem tohoto
smeéru byl Gustav Fechner, ktery se zaméroval na zkoumani vztahu mezi psychickym
a fyzickym svétem. Velky vyznam pro toto védecké badani mé jeho kniha Zaklady
psychofyziky. Zasluhou psychofyziky pronikaly do psychologie pfesnéjsi laboratorni
metody. Termin psychofyzika zavedl lékar a psycholog Ernst Heinrich Weber.(Zdroj:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Psychofyzika)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Psychofyzika
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Obr. 4: Zavisi v na f linedrné?

stejné hodnoty Af; = Afy, musely by se kvili linearité zvetSit i vysky
o stejné hodnoty Av; = Awy (obr. 4). Nase hypotéza je tedy tato:

Hypotéza 1: Linearita

Zvysime-li frekvence o stejnou hodnotu, zvysi se i vysky o stej-
nou hodnotu a naopak?
772
Afl = AfQ < A’Ul = AU2

L J

Vidime, jde o vztah obdobny vztahu 3. Hypotézu snadno ovéfime na-
sledujicim pokusem, kdy vezmeme frekvence f; = 100 Hz, f, = 1000 Hz
a Afl = Afg = 10 Hz.
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Pokus 2: Prozkoumani hypotézy 1

https://youtu.be/nzZ8kSsLin0

Slyseli jsme, ze vyskovy odstup mezi tony s frekvencemi 1000 Hz
a 1010 Hz vnimame jako mnohem mensi nez mezi frekvencemi
100 Hz a 110 Hz! No to je skandal! Nase hypotéza se nepotvrdila
a ucho tedy nevnima vysky linearné.

Frekvenci fo = 1000 Hz nestaci tedy zvysit o stejnou hodnotu jako
f1 (tedy o 10 Hz) — musime ji zvysit vic!

\ J

Hypotéza 2: Tak co nas napadne ted? Predtim jsme nechali obé
frekvence prirtist o stejnou hodnotu 10 Hz. Co kdybychom je nechali
prirtist o stejna procenta? Prirtistek prvni frekvence byl 10 Hz, coz
je 10% ze 100 Hz, takze piirustek druhé frekvence by musel byt 10% z
1000 Hz, coz je 100 Hz.

Obecné tedy chceme

Afh Af

—— - 100% = —— - 100%
fi R
To je ale totéz jako
AR A
fi f2

Ciliz pozadujeme rovnost relativnich p¥irtistki (to je néco jako rela-
tivni chyba).
Nase hypotéza tedy je:

Hypotéza 2: Procenta

Zvysime-li frekvence o stejnou procentudlni hodnotu, zvysi se i


https://youtu.be/nzZ8kSsLin0
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vysky o stejnou hodnotu a naopak?

Afy Afy 92
N i GNP\
T e

Hypotézu ovérime nasledujicim pokusem, kdy vezmeme frekvence

f1 = 100Hz, f, = 1000Hz a Af; = 10Hz, Af, = 100 Hz.

https://youtu.be/13VTUmu9ksE

Hura! Hypotéza se potvrdila.

Véta 2: Fechneriv zakon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 1)

Zvysime-li frekvence o stejnou procentudini hodnotu, zvysi se i
vysky o stejnou hodnotu a naopak.

Neboli:

Stejnym relativnim priristkim frekvenci odpovidaji i stejné ab-
solutni prirustky vysek.

%_%@A’IHIAUQ (4)

i f



https://youtu.be/13VTUmu9ksE
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3.2 Fechner ttoci podruhé!

A A
Stejné jako f # v * | tak také Tf # Av! Jaky je vztah mezi Tf a Av
uvidime pozdé&ji °.

No a tedkonc vztah 4 jesté trochu upravime. Pac dle obr. 4 plati:
Afi=fi—h a Afy=fy— f

dostavame

Af A
TR
H-h o f- g
fl f2
non
Rt
h_f
i h

A ted bacha! Ptijde krasl-point, jak se fika u nas v Cernych Vodéra-
dech. Zavedeme novy pojem, ktery je zcela zasadni - hudebni interval.

Akorath tu zasejc budeme mit tu dualitu fyzikadlni podnét — subjektioni
vjem.

Esizeva slySime dva rtzné vysoké tény o vyskach v > v a o frek-
vencich f’' > f, potom

o subjektivné vnimame, zZe je mezi nimi néjaky vyskovy odstup,
ktery je vyjadren subjektivni velic¢inou Awv:

f

4Pozdéji odvodime v = k - In =~

&y
f

5Pozdéji odvodime Av =k -

10
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Av=v—1

o Objektivné je dle 5 tento vyskovy odstup dan objektivnim po-
mérem frekvenci

f/

f

/ /
Neznamend to, ze — = Awv! Jaky je vztah mezi — a Av od-

vodime uZ za chvilku °. Tedkonc se akordt pojdme dohodnout, Ze
zacneme pouzivat pojem interval mezi dvéma tény a budeme
tim myslet jednak subjektivné vnimany odstup mezi vyskami obou
tont a dvojak objektivni pomeér fyzikalnich frekvenci téchto dvou téni.

Definice 2: Hudebni interval

o Subjektivné: Interval mezi dvéma tény o vyskach v’ > v je
vnimand vzdéalenost mezi vyskami téchto ténu: Av = v’ — .

e Objektivné: Interval mezi dvéma tény o frekven-
cich f' > f je pomér jejich frekvenci: f?

& J

Procez muzeme vyse vyslovenou vétu 3.1 formulovat dalsim zpuso-
bem, ty vé!

/! !/
Av=F- lnf7 resp. Av = log, f7

11
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Véta 3: Fechneriiv zadkon pro vnimani vysky zvuku —
(Formulace 2)

Dva subjektivné vnimané hudebni intervaly jsou stejné, pravé
kdyz jsou stejné pomeéry jim odpovidajicich frekvenci.

ﬁ_é<:>A'U1:A’U2 (5)

ho

. J

Priklad 1

Jsou dany dva tény o frekvencich f; = 250 Hz a fo = 375 Hz. Jaky
je mezi témito tony interval?

Vime, ze interval neni dan rozdilem, ale podilem frekvenci.

f2_375_3_15
fi 250 2 7

Mezi tony je interval® g

“Poznamka: Nyni jsme urcili interval objektivné jako pomér frekvenci.
Pozdéji uvidime, Ze je mozné ho urcit i subjektivné (tak, jak ho vnima nase
ucho) jako Av = log, % =0,58.

r
\

Priklad 2

Vezmémez tony z predchéazejiciho prikladu a k nim jesté tfeti tén
s frekvenci f3 = 1200 Hz. Jakou frekvenci f;, musi mit ¢tvrty ton,
ktery tvori s tfetim témem stejny interval jako prvni dva tony,
jestlize ¢tvrty ton je

a) vyssi nez treti

b) nizsi nez teti
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Vime, Ze prvni interval je %

W

a) Musime treti frekvenci zvysit — tedy vyndsobit Cislem
Odtud f; = 1200 - 2 = 1800 Hz.
https://youtu.be/nuW-_HUQYFg

b) Musime tieti frekvenci snizit — tedy vydélit ¢islem % cili
vynasobit ¢islem % Odtud f; = 1200 - % = 800 Hz.

https://youtu.be/Th4iLB05vaA

3.3 Fechner utoci potreti!

Pojdme vzit nyni 3 tény s vyskami v; < v < v3 takové, Ze jsou mezi
nimi stejné vyskové odstupy Av; = Awv, (intervaly), tedy vysky vy, va, v3
tvori aritmetickou posloupnost. Jakou posloupnost tvori frekvence
f1 < fo < f3 téchto tona?

Pac¢ oba intervaly jsou shodné, musi platit

h_tf_
fi
Procez frekvence fi, fa, f3 tvori geometrickou posloupnost s fvocikem
q! Odtud dostavame dalsi formulaci FZ:

Véta 4: Fechneriiv zadkon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 3)

Rostou-li frekvence téni posloupnosti geometrickou, roste je-
jich vyska jen posloupnosti aritmetickou!

Oprava grafu:

13
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Nyni si muzeme trochu poopravit graf z obrazku 4, kde jsme si jesté
blahové mysleli, Ze je zavislost v na f linedrni. VylepSeny graf je na
a ji pritradime vysku v = 0. Vytvorime geometrickou posloupnost frek-
venci s prvnim clenem fy a kvocikem napiiklad ¢ = % Dostavame tedy
hodnoty frekvenci 16, 24, 36, 54, 81, . ..

Prirastktum frekvenci pritadime jisty konstantni prirustek vysky Av.
Jeho hodnotu si miizeme zvolit podle libosti. Vyska i jeji prirtstky jsou
totiz veli¢iny subjektivni a zaviseji tedy na tom, jak je dané ucho cit-
livé na jejich zmény. Citlivy ¢lovék bude pocifovat interval mezi 16 Hz
a 24 Hz jako vyrazny, necita jako maly!

Zvolime-li nas konstantni prirustek vysky jako jednotkovy, dosta-
vame hodnoty vysek 1,2,3,4, ...

Ay
'U4=4
’1)3:3

1)2:2

’1}1:1

’UO:O

fo=16 fi=24 f2;36 f3="54
Obr. 5: Frekvence tvoii GP = vysky tvoii AP

Body grafu jsme spojili provizorné tiseckami — za chvili se dostaneme
k tomu, jakou kfivku jimi mame spréavné prolozit (asi uz to zhruba
tusime).

V tomto prikladu jsme si zvolili kvocik ¢ = % Jinymi slovy interval
mezi jednotlivymi tény je % V hudbé je to velice dulezity interval —
kvinta (ndzev vysvitne pozdéji).

Jesté si zkusime, jak to realné zvudi:

14
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Nizké frekvence 16 Hz, 24 Hz, 36 Hz jsou strasné slabé, zaciname
az od 54 Hz (54 — 81 — 121,5 — 182,25):
https://youtu.be/ KLXGknm4Zas

Vv

kvocikem q = 2. Pojdme si na to udélat priklad:

Priklad 3: Oktava se nesméle predstavuje

Vytvor podobny graf jako v obr. 5 pro oktavové intervaly, tedy
pro kvocik q = 2.

Posloupnost frekvenci bude 16, 32,64, 128,256, . .. Nyni pritadime
hodnotu vysky v; = 1 frekvenci f; = 32 Hz. Dostdvame graf:

/U[)ZO ‘ ¢ L
Jfo=16 fi =32 fo =64 f3=128 fa =256

A jak to zvuci:

15
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Nizké frekvence 16 Hz, 32 Hz jsou strasné slabé, zaciname az od
64 Hz (64 — 128 — 256 — 512 — 1024):
https://youtu.be/4786S0C;EKc

3.4 Fechner ttoc¢i poctvrté (a naposled)!

Vztah mezi GP a logaritmy: Nyni se konecné podivame na to, co
je to presné za matematickou funkci, ktera charakterizuje zavislost mezi
vyskou ténu v a jeho frekvenci f.

Podivame-li se na vyse uvedené grafy posloupnosti kvint a oktav,
jisté nas uz napadlo, ze grafy pripominaji graf logaritmické funkce. Na-
znacuje to i fakt, ze geometricka posloupnost frekvenci je touto funkei
prevedena na aritmetickou posloupnost vysek. Toto vskutku déla lo-

garitmicka funkce.
N7
(2)

yll 0 1 2 3 4

Tabulka 1: GP; q= g

x| 202 22] 23|24
yll 0O 12|34

Tabulka 2: GP; ¢ = 2.

V tabulce 1 jsou v prvnim fadku mocniny ¢isla %, ¢iliz geometricka

16
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. Ve druhém radku jsou logaritmy téchto
. Vime prece, ze plati

posloupnost s kvocikem q =
cisel (logaritmy o zékladu 2

3\’ 3\' 3\ 2

Obdobné v tabulce 2 jsou v prvnim fadku mocniny dcisla 2, ¢iliz
geometrickd posloupnost s kvocikem ¢ = 2. Ve druhém radku jsou lo-
garitmy téchto c¢isel (logaritmy o zdkladu 2). Vime piece, ze plati

N

~—

log,2° = 0; log,2' =1; log,2*=2;

Nyni je jiz zfejmé, ze budeme pro vyjadieni posloupnosti kvint z
obr.5 pottebovat logaritmickou funkci o zakladu % Pritom budeme chtit,
aby pro fo = 16 Hz byla vyska vy = 0. Takze pouzijeme funkci

f
v = logs 16 (6)

Vskutku potom dostavame pro fy = 16 Hz hodnotu

16
vozloggl—szlog%lzo

pro f; =16 - % = 24 Hz dostdvame

3
oy — logs 2072
1 = logs 16 = log

pro fo =16 - (%)2 = 36 Hz dostavame

16 - (3)? 3\ 2
ta=togy 1L <o (7)) =

3
2

3
2

17
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a tak dale. Graf 5 tedy mlzeme opravit tak, ze usecky nahradime
péknou logaritmickou krivici (viz obr.6).

?}4:4

’U3:3

1)1:1

’UO:O

JEGhm f fizoa Lios
. 3 .
Obr. 6: GP s kvocikem k = 3 — kvinty

Analogicky pouzijeme pro posloupnost oktav z ptikladu 3 vztah

v = log, 1f_6 (7)

a graf bude vypadat takto — viz obr. 7.

Zména fy: Jako zakladni frekvenci jsme si zvolili v nasich piikladech
fo =16 Hz. Kdyz se nam vsak zlibi, mizeme si zakladni frekvenci, které
odpovida nulova vyska, zvolit jakoukoliv — tieba fo = 50 Hz.

Misto vztahu v = log, 1i6 budeme mit vztah v = log, 5—};. Jak se zméni
nas graf? To vidime na obr.8.

Graf se jen posune doli ve sméru svislé osy v, ale tvarové se
nezméni. Prirustky vysky Av odpovidajici posloupnosti frekvenci
50, 100, 200, . .. budou uplné stejné jako pro posloupnost 16,32, 64, .. ..
O kolik se graf posune? Plati:

18
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'
o

=20 ‘ ‘ -
h7€6ﬁ:32ﬁ=64 fy = 128 fi = 256

Obr. 7: GP s kvocikem k = 2 — oktavy

v 1
U3 = 3@ }:T 7777777777777777777777777 ; 7777777777 posun: loggg 77777
v =logy~— | v |
16
Vo=2@------------ITn- Lo R e, L
‘ Av i Av
vp=1¢ e +
Av Av : ‘
; : | L
1: 0 128 1;,50 2300

Obr. 8: fy si mizeme zvolit libovolné

f f 50
1 lo L=
%8250 T %2716 16

lo / =1lo f =lo / — log, k
|5 S ——— L-16 I k g 14 16 25

50
Vidime, ze graf funkce v = log, % se posunul o log, 16

19
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Zobecnéni: V hudbé je zékladnim intervalem oktava (pro¢ — viz poz-
déji). Proto pouzijeme jako zéklad logaritmu ¢islo 2. Zakladni frekvenci,
jak vime, si muzeme zvolit libovolné. Dostavame:

Véta 5: Fechneriv zakon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 4)

Vyska tonu v je logaritmickou funkei frekvence f. (Ucho vnima
frekvence téni logaritmicky.)

v = log, fi (8)

kde fy je zakladni frekvence, které chceme priradit vysku vy = 0.

Odvozeni: Vzorec 8 jsme tak trochu uhadli. Pojdme jesté trochu de-
tailnéji ukazat, ze tento vztah je ekvivalentni se vztahem 4 z Formulace

1.

A A
fi f2
To znamena, ze je-li % konstantni, je i Av konstantni. Neboli:
A
Tf = konst; = Av = konsts

Vydélenim rovnic dostdvime §% = 25U — k_Pa¢ konst, je volitelnd
T‘ 2
(Awv je subjektivni), je i konstanta k volitelnd, coz se nam bude za chvili
hodit. Dale dostavame:

20
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Av:k-% 9)

e To znamena, ze absolutni prirtstek vysky je primo umérng
relativnimu prirtstku frekvence.

Vztah 9 mizeme upravit na tvar:

(10)

(11)

o To znamen4, ze rychlost ristu vysky je neprimo umeérnd frek-
venci.

Vezmeme vztah 11, zintegrujeme a dostavame:

30

v=klnf+C

Integra¢ni konstantu C' uréime snadno — pro f = fy (pocateéni frek-
vence, kterou si mohu zvolit) je v = 0 (nulova vyska):

Ozklnfo+0

21
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C = —klnfo
v=klnf—Fkln fy
v=~Fk(lnf—In fy)

Po tpravé dostavame:

v:k-lni (12)

fo

Zde méame prirozeny logaritmus se zdkladem e Jak z toho dostaneme
nas zaklad 2 (ktery se nam hodi kvili oktavam)? Konstanta & je, jak
jsme vysvetlili vyse, volitelna — tak si ji mizeme zvolit tak, aby nam to
vyslo:

f f

k-In - =log,

fo %o
InL
A
f() In2

1
T2
. o 1 . s
Takze zvolime-li k = o a dosadime do 12, dostavame:
n
InL
v=—"-1In i = _f /

— log,
In2 fo In2 082 fo

Coz jsme chtéli odvodit.

Vztah 8 lze graficky vyjadrit dvéma zptsoby. Bud jako zavislost v

na f (viz obr.9) nebo jako zavislost v na % (viz obr.10). V druhém

22
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pripadé nevynasime na vodorovnou osu primo frekvence tont, ale pomeér
téchto frekvenci k zakladni frekvenci fy, coz jsou jen ¢isla bez jednotek,
vyjadrujici, kolikrat je dana frekvence vyssi nez frekvence zakladni.

Dost ¢asto nas zajimd jen jedna oktava (pac jak vysvétlime pozdéji,
ve vSech ostatnich oktavach je to vSsechno podobné), vystacime si s frek-
vencemi od fy do 2fy (viz obr.11)

'U4=4
’U3:3
1)2:2

v =1

’U(]:O

Obr. 10
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1)0:0 / 1
1 2

Obr. 11

3.5 Fechnertuv-Weberuv zakon obecnéji

Na tuvod dvé videa o FW zdkonech tii aplety v GeoGebte: https://
www . geogebra.org/m/hvpgyfwd#material/rudzths9

Priklad 4: Josef Kajetan Molitan

Josef Kajetan Molitan (JKM) jde po ulici, v kapse ma posled-
nich 16 korun (majetek — fyzikalni podnét) a jeho blaZenost
(subjektivni vjem) je na nulové hodnoté. Na zemi najde 8 korun
a jeho blazenost vzroste na hodnotu 1. Po chvili najde dalsi ¢astku
a jeho blazenost se zvysi na hodnotu 2. Jakou nasel ¢astku?
Prvni nédlez byl 50 % jeho pocatecniho majetku. Po prvnim
nalezu ma 16 + 8 = 24 korun. Kdyby nyni nasel zase jen 8
korun, uz by to bylo pro néj malo. Aby jeho blazenost vzrostla o
stejnou hodnotu jako predtim, musi zFejmé podruhé najit 50 %
ze soucasného majetku (z 24 korun), coz je 12 korun!

To by se opakovalo pti dalsich nalezech. Po druhém nélezu ma
24+12=36 korun. Tteti ndlez musi byt 50 % z 36, tedy 18 korun

24
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a majetek se zvysi na 54 korun. Déle musi najit 54/2 = 27 korun
a jeho majetek bude 81 korun. A tak déle.

blaien¢st

IR I SETR N A T U N R N RO
i:]’}::::::::::::::majetek

16 124 136 154 '81

Zavér:

e Vidime, ze k tomu, aby blazenost rostla o stale stejné
prirastky, musi byt relativni priristek prachu stale
stejny (zde 50 %).

e Posloupnost prirtistki jeho majetku by byla
8,12,18,27.... VSimnéme si, ze to je posloupnost ge-

ometricka s kvocientem ¢ = —

2

e Posloupnost hodnot jeho majetku by byla
16,24, 36,54,81.... VSimnéme si, ze to je posloupnost
3

geometricka s kvocientem ¢ = 5

« Posloupnost hodnot jeho blazenosti by byla 0,1,2,3,4, .. ..
Vidime, Ze je to posloupnost aritmeticka s diferenci ¢ = 1.

25
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Nyni si tento priklad zpracujeme obecné: Majetek si oznacime
jako p (podnét) a blaZenost jako v (vjem). Pocateéni hodnota ma-
jetku byla py = 16. Pocatecni blazenost byla vy = 0. Prirtistek majetku
oznac¢ime jako Ap. Prirustek blazenosti oznac¢ime jako Awv.

Zjistili jsme, ze pro to, aby prirtstky blazenosti byly porad stejné,
nestaci stejné prirtstky majetku. Stejné musi byt procentudlni pri-
ristky majetku. V nasem pripadé musely byt procentualni prirtistky 50
%. Byla-li hodnota majetku tfeba p = 24, musel byt prirustek 50 %

z 24, coz je Ap = 12. Procentualni prirtstek je obecné vyjadien jako
A A

2P 100%. Samotny pomér =P se nazyva relativni prirtistek. Nas
p

vychozi poznatek tedy je:

Véta 6: Fechneruv zakon — formulace 1

Ma-li byt Av konstantni
4

A
musi byt 2P onstantni

\ J

Ozna¢me prvni konstantu k; a druhou ky. Dostavame tedy soustavu

Av = kl (13)
A
?p = ky (14)

Vydélenim rovnic dostavame
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e
ki A
A/U = _1 . _p
ky p
Ozna¢me podil obou konstant jako novou konstantu k.
Dostavame
Véta 7: Fechneruv zakon — formulace 2
A
Av =k =2 (15)
p

To znamena, ze absolutni prirtistek blazenosti je primo
umeérny relativnimu prirtistku majetku.

s
\

Tento vztah lze také upravit na tvar:

Véta 8: Fechneruv zakon — formulace 3

(16)

To znamend, ze rychlost rastu blazenosti je neprimo umérnd
majetku.

\. J

Cim vic méame prachii, tim pomaleji nartistd nase blazenost. To je
krastné vidét i z obrazki 12 a 13, kde smérnice spojnic bodu grafu s
rostoucim p klesa.
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V' Avg = Avy = Avy = Avg = ky
- U ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, TR
B A Ap Ap o — T
DR oy (VS R

————————————————————————————————————————

Do \P1 P2 \P3 P4

Apg Apy Apy Aps

Obr. 12

Nyni si ovérime nase pozorovani z prikladu, ze posloupnost hodnot
majetku po, p1, p2, P3, P4 - .. je vskutku geometricka. Vezmeme dvé li-
bovolné po sobé jdouci hodnoty této posloupnosti a urcime jejich pomeér:

Aanrl _ Pn + Apn -1 + Apn

= 1+ ky = konstanta
Apy Pn Pn

Vidime, Ze se opravdu jedna o geometrickou posloupnost s kvocikem
q = ko + 1. (Kontrola: % +1= %)

Véta 9: Fechneruv zdkon — formulace 4

Roste-li majetek posloupnosti geometrickou, roste blazenost,
bohuzel kuzel, jen posloupnosti aritmetickou!

Nyni jiz mame asi podezreni, ze vztah mezi v a p bude logaritmicky.
Proc¢? Za prvé grafanec v obrazku 12 tak vypada a za druhé vime, ze
posloupnost geometricka na ose x a aritmeticka na ose y souviseji s loga-
ritmickou funkci. Takze si to ovérime. Vezmeme vztah 17, zintegrujeme
a dostavame:
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blaziennz)sti R

4 Avg = Avp = Avg = Avsg =

J

3 Ap _Api_App_ Aps _
Po Y44 P2 V2]

,,2,, : : : : : :

S e
sssw}slassssssssssssss
i i i i i i i i i i i i i i i i i | majetek

116 124 136 154 181
8 12 18 27
Obr. 13

k
v:/—dp
p

v=klnp+C

Integracni konstantu C' uréime snadno — pro p = py (poc¢atecni prachy
Josefa Kajetdna Molitdna) je v = 0 (nulova blazZenost):

0=klnpy+ C

C =—klnpg

v==klnp— klnpg

v ="Fk(lnp —Inpy)
p

v==Fk- -ln—
Po

A je to tady:
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Véta 10: Fechneruv zakon — formulace 5
v=k-lnLt (18)
Do

« Blazenost zavisi na majetku logaritmicky.
Neboli:

» Roste-li majetek aritmetickou posloupnosti, roste blaze-
nost jen logaritmickou posloupnosti.

Rozbor vztahu 18: Dosadime-li za p = pg, dostavame v = k-In1 = 0.
Tedy pti pocateéni hodnoté majetku pg je blazenost v nulova.

Jaky vyznam ma konstanta k7 Ta je volitelnd a umoznuje nam
nastavit si citlivost daného subjektu — jak citlivé reaguje jeho blazenost
(vjem) na néarast majetku (podnét).

o Siddha. Kdo je absolutné odpoutdan od majetku, ma tuto kon-
stantu nulovou. At najde jakoukoli ¢astku, s jeho blazenosti to nic
neudéla. Ta zustava furt und porad konstantni — z hlediska obycej-
ného ¢lovéka mozna nulova, ale on je ve stavu skuteéné Blazenosti,
ktera je slovy nepopsatelna a ¢isly nevycislitelna!

o Normalni clovek. V nasem prikladé jsme si stanovili, ze kdyz ma-
jetek vzrostl z pg = 16 na hodnotu p; = 24 (tedy p; = %po -
kvocik nasi GP byl %), vzrostla blazenost z hodnoty 0 na 1 (viz
obr.13) Vypoctéme hodnotu konstanty k:

3
p 2,’!?0 v
%Po
Po

1=k-In

30
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e
1=Fk-In-
1
]{?:—3
ln§

Vidime, Ze miizeme od prirozeného logaritmu pfejit k logaritmu o

zakladu %

P (19)

v= log%
Po

Potom grafanec zavislosti blazenosti na majetku vypada tak, jak

vokazuje obr. 14, coz je v souladu s obr.13.

Obr. 14
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v

o Chamtivec. Ten je dejme tomu dvakrat citlivéjsi na prachy nez
normalni cloveék, takze kdyz mu vzroste majetek z py = 16 na
p1 = 24, vzroste mu blazenost z hodnoty 0 na 2! Jeho konstanta
k bude tedy dvojnasobna nez u normalniho c¢lovéka:

A odtud chamtivec bude mit vzorec pro blazenost tento:

p
v=2-logs — 20
83 (20)

Predchazejici 3 typy lidi mtzeme krastné sledovat v apletu
https://ggbm.at/y2mtuwm]

e Dejme tomu, ze si nyni fekneme, zZe chceme, aby vzrostla blazenost
z 0 na 1 pii vzristu majetku z pg na 2py. Snadno opét vypocteme
hodnotu konstanty k:

p=2py=>v=1

| =k In 220
Do
1=%k-1In2
1
k= —
In2

Nyni frknémez hodnotu konstanty k£ do 18:
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ln£

Po
In2

Vidime, ze mizeme od prirozeného logaritmu prejit k logaritmu o
zakladu 2.

p
v = log, — 21
 Z 1)

Tento vztah budeme pouzivat u zvuku (davod viz déle).
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