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1. Tasas de variacion

La tasa de variacion media de la funcion f(x) enel intervalo [a,a+h] o [a,b]
se designapor TVM (a,h) o TVM (a,b) vy viene dada por
ot (e L) Fla)_f(B)- (@)
h b—a
fla+h)-f(a) A f(a)

) , Se representa también como g((l . Ademas, hay que

=TVM (a,b)

El cociente

observar que este cociente, puede ser positivo, negativo o nulo.

# Ejemplo.- Las TVM (2,4) , TVM (4,6) y TVM(2,8) de la funcién f(x)=x"

seran

6—

TVM (8.2)= <88)

Interpretacion geométrica

f
2
TV (4,6)=219)~ Z( )_E4
f(2
2

La tasa de variaciéon media de  f(x) en el intervalo [a,b]

la recta que pasa por los puntos  (a, f'(a)) y (b, f(b))

representa la pendiente de

# Ejemplo.- La TVM (2,4) de la funcion f(x)=x"
recta que pasa por los puntos  (2,4) 'y (4,16) .

, representa la pendiente de la

N e
N

;
1 0 1/
-2
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2. Tasa de variacion instantanea. Derivada de una funcion en un punto.

Tasa de variacion instantanea

La tasa de variacion instantanea de la funcion f(x) en el punto a, cuando existe es

TVI(a)=lim, , TVM (a, h)=lim, _, f(a+h2_f(a)=f'(a)

# Ejemplo.- Las  TVI(2) de la funcién f(x)=x" serd

2 2 2
VI (2)=lim, _, f(2+h2_f(2)=limh_>0 2 +4h;h =2 _lim, ., 4+h=4

Derivada de una funcion en un punto

La tasa de variacion instantanea de la funciéon f(x) en el punto a se denomina
derivadade /(x) enel punto a,y se designapor f'(a)
« Si f'(a) esunntmeroreal, lafuncion f esderivableen x=a
e Si f '(a) no es un numero real, el limite no existey f es no derivableen x=a

Interpretacion geométrica de derivada de f en un punto

f'(a) representa la pendiente de la recta tangente a £ (x) enelpunto (a, f(a))
# Ejemplo.- La derivada [ '(2) dela funcion f(x)=x , representa la pendiente de la

recta tangente a (x) =x’ que pasa por el punto (2,4)

204

Teorema.- Toda funcion derivable en un punto es continua en dicho punto.

[ (x)=f(a)

Basta tener en cuenta que si existe [ "(a)=lim__,
x—a

, se cumplira

lim,_, (f(x)—f(a))=lim,_, (x“’)(w):

X

—~lim (x—a).limmwﬂ.f'(a):o

xX—a x—a

Luego, f (x) es continuaen Xx=a

Pagina 2



Derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

Sin embargo, el que una funcidn sea continua en un punto a, no implica que sea derivable.

# Ejemplo.- La funcion f (X)=|X| es continua en 0 y no es derivable, como veremos en
el siguiente apartado.

Derivadas laterales de f(x) en el punto a.

Si  f(x) esuna funcion real de variable real y a un punto de su dominio, decimos que:

« fes derivable en a por la izquierda y representamos por f'(a’) si existe

oA fla+h)-f(a) flath)-f(a)
f (a)—hmh_}(). h 0

=lim, ;.-

 fes derivable en a por la derecha y representamos por f'(a’) si existe

R flath)-f(a) fla+h)-f(a)
f (a )—hm,H(r P P

Ademas, una funcion f (x) es derivable en x=a si y solo si es derivable por la

=lim,, -0

izquierda y por la derecha de a, y las derivadas laterales coinciden.

# Ejemplo.- La funcién  f(x)=|x| tiene derivadas izquierda y derecha distintas en

x=0 , ya que
o 0+h|=]0] —h
O 1 |0+4|-]0] &
f (O)=11m}HO+T=Z=+1

Como estos limites son distintos, la funcién — f(x) =|x| no es derivableen x=0 .

3. Ecuacion de la recta tangente a una curva.

Si  f(x) es una derivable en x=a ,yr es la recta tangente a f(x) en el punto
(a, f(a)) . Sim es la pendiente de la recta r, se cumplird
m=f"(a)
Ademas, teniendo en cuenta que el punto (a, f(a))
pertenece a larectar, si (x,») es un punto cualquiera de la

recta se cumplira:

ney=S(a)
XxX—a

Luego, igualando las dos ecuaciones anteriores, tenemos
que la ecuacion de la recta r tangente a  f(x) en el punto

y—fla)

X—a

(a, f(a)) sera f'(a)=
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# Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la tangente a la curva  f(x)=x" en x=2 .
Como f'(x)=4x , la pendiente de la tangente en el punto x=2 es ['(2)=32 ,y

como para Xx=2 es f(2)=16 | la ecuacion de la recta tangente a f , en el punto
P(2,16) es:
y—16=32.(x-2)

4. Funcion derivada

* Una funcion es derivable en un intervalo abierto (a ,b)C IR silo es para cada uno de sus
puntos.
+  Una funcidn es derivable es un intervalo cerrado [a,b]<RR  silo es para cada uno de los
puntos del intervalo (a,b) vy es derivable por la derecha en a y por la izquierda en b.
« Siunafuncién f(x) es derivable en un intervalo abierto (a,b)<RR , como para cada
x€(a,b) existe f'(x) ,alafuncion
(a,b)—R
x— f'(x)
Se denomina funcion derivada de f, y se designa por [ '(x)
# Ejemplo.- Si f(x):\/; , COMo Domf=[0,+oo) , se cumplira
fleth) £l frhx

S (x)=lim,_, P =hm,_,, 7
—1im (Vx+h—\/;).(\/x+h+\/;):hm 1 _ 1
"o h.(Vx+h+x) "0 x+h+Vx 2.4x

Para cualquier x€(0,+»)

* Denominamos derivada segunda o derivada de segundo orden de f a la funcién
derivadade f'(x) ,y expresamospor f''(x)

e  Denominamos derivada tercera o derivada de tercer orden de f a la funcion derivada
de f''(x) , Y expresamos por 1 (x)

* Denominamos derivada n-ésima o derivada de n-ésimo orden de f a la funcion
derivada n-ésima de  f (x) ,y expresamos por f (")(x)

# Ejemplo.- Si f(x)zx3 , se cumplird

f’(x)zlimh_,of(x+h2_f(x)=1imh_)o(x#)3_x3:3x2
f"(x):hmh_)of,(x+h2—f’(x):hmh_'03(x%)2_3x2:6x
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f”(x+h)—f”(x)_ ) 6(x+h)—6x
P —hmh_)o—h
”’(x+h) Sx) L 6-6

—llmh_>0 TZO

=6

S (x)=lim,

f”/(x>:1imh—>0
Y para cualquier n>4 , se cumplira "'=0 .

5. Operaciones y reglas con funciones derivadas

Algunas operaciones con funciones derivadas son:
« Si f(x) y g(x) sondosfunciones derivables, se cumple
(x)xg(x))'=/"(x)xg"(x)
« Si f(x) y g(x) sondosfunciones derivables, se cumple
f(x).g(x))'=f"(x).g(x)+f(x).g"'(x)
« Si f(x) esun funcion derivable y k es una constante, se cumple

(f

)

(

)

(k. f(x))'=k f(x)

« Si f(x) y g(x) sondosfunciones derivablesy g(x)#0 ,secumple
(

f(x) ) _fx).g(x)—f(x).g"(x)

g(x) g (x)’

« Si f(g(x)) esunafuncién compuesta, donde Ima(g(x))cDom(f(x)) ,entonces
(f(g(x)=r"(g(x)).g"(x)

Esta regla se denomina regla de la cadena.

« Si f(x) tiene funcioninversa f'(x) ,entonces

-1 , 1 1 EOENE
ST T e S
# Ejemplos.-
3 N\ 3\, . 2 1 1
o (5x7+2Vx)'=(5x")" +(2Vx)'=15x% +2.2&_15 +¢x
3 . 3N, /= 3 L P 3 1 _ b
. (4 x \/;) =(4x") Nx+4x (\/}) =12x" x+4x W =12x" Vx+2x. \/x
. X ,:(x3)'.\/xx3.(\/x)’:3xz'\/;_rx/x:6x3—x3: 5x°
Vx (Vx) x 2xVx  2vx
3y, 2 , 3 (\/;)2_3
S e e e
+ Como Inx=y&e’=x ,secumplird (lnx)':%:i:Lzl—
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Derivacion implicita

Par derivar una funcion que viene expresada en forma implicita (es decir una funcion en la
cual la variable y no esta despejada), podemos despejarla y derivar después, o podemos utilizar la
regla de la cadena con un método de derivacion implicita, El método consiste en derivar ambos
miembros de la ecuacion con respecto de x , teniendo en cuenta que y es funcionde x ,y

. . ,
posteriormente despejar  y

# Ejemplo.- Si  y’=x , se cumplird

, , 1 1

6. Derivadas de funciones

Derivadas de funciones polinémicas

«  Funcién constante  f (x)=k ,con k€R

f,(x):hmh_,() f(x+h)_f(x):1imh_)0 k—k —0
h h
+  Funcién identidad £ (x)=x
£o(x)=tim,_, LEIE) _pp xkhox
h h
«  Funcién potencial  f (x)=x"
f'(x):hthOf(x—i_h)_f(x):lithO (X'l‘h) —-X _
h h
> (” X" =X .
~lim, =2\ p zanZ(’?).x”"’.h"“zn.x"“
i=1 \!

.y .y, . —1
+  Funcion polindmica f(x)=a,.x"+a,_,.x"'+..+a, x+a,

7(x)=(a,.x") " +(a,_,.x" ")+ ... +(a,.x) +(a,)'=

Zan’n’xn_l"'an—l'(n—l)xn_z-i-...+a,
# Ejemplos.-
Si f(x)=3x’+4x-5 ,entonces ['(x)=3.2.x+4.1-0=6x+4
Si f(x)=6x*-3x’+2x , entonces f'(x)=6.4.x’-33.x’+2.1=24x"-9x*+2
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Derivadas de funciones logaritmicas v exponenciales

Funcion logaritmo

1
La derivada de la funcion f(x)=Inx en (0,+o) es f'(X)=; , ya que

L In(x+A)—In . 1 h) 1,. 1
(Inx)'=lim, (x }2 (x)zhmhﬂozln 1+; =;hmh40%ln 1+E =
h

1.. a1 1
=—1 In|1+—|"==1 Ine=
. m,_,In . m,_,Ilne

1
il
h

y cuyas graficas son

. Inx .,
Teniendo en cuenta que log, x= g °S€ cumplira

(log x)=(mx) L (L) e (1)_, (L
& Ina/ Ina \x/| Ina \x Ea€- X

Funcion exponencial

La derivada de la funcién  f(x)=e" es f'(x)=e" ,yaque

(hlex) ,:—(e )
e

(Ine”)'=(x.lne)'=x"=1

x.lna

Teniendo en cuenta que a*=e

(a*)'=(e"™)'=(e""*)" (x.lna)'=(Ina).a"

, se cumplira
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# Ejemplos.-
y=log,x=y '=10g3e.1—
X
y=3"2 y3'=3"In3
También podemos derivar de la funcion potencia f(x)=x" utilizando exponenciales y
logaritmos, ya que

(x*)'=(e*"™) " =(e“"™)" (a.lnx) ’Zx“.%za.x“_1

Funcion potencial exponencial

La derivada de la funcion 4 (x)=(f(x))¢" es
B (x)=f (2" g (x)dn £ (x)+ £ (x)*" g (x).f '(x) , vaque
B (x)=(f (o) =) = (2 L g (x).n f (x)+ g ().

f'_<x>)_

=f (x| g (x).n £ (x)+g(x).
flx)
=f (e Fg ) f ()4 £ (e F g (). 1 ()
# Ejemplos.-
(Bx+1)"")'=Bx+1)" .cosx.In(3x+1)+3.(3x+1)* """ .senx
(x" =5 x" nx+x5Y (5x+4)

Derivadas de funciones triconométricas

Funcion seno
La derivada de la funcion f(x)=senx en IR es f'(x)=cosx ,yaque

sen(x+h)—sen(x) senx.cosh~+cos x.senh—senx _

(senx)'=lim, i =lim, P
. senx.(cosh—1)+cosx.senh . (cosh—1) sen h
=lim, _,, =lim,_, | senx .———=+cosx. =
h h h
=CoSXx

Y cuyas graficas son

Pagina 8



Derivadas — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

Funcion coseno

La derivada de la funcion f(x)=cosx en R es [f'(x)=—senx yaque

(cosx)’:(sen(x+12l) -

os(x+12l)=—senx

Funcion tangente

—m T
La derivada de la funcion f(x)=fgx en (77) es, f'(x)=1+1g’x yaque
senx| [cosx.cosx+senxsenx| 1 5 2
= > =———=sec’x=1+1g" x

cosx cos” x cos” x
# Ejemplo.-

((cosx+lnx2—x ) =(cosx+lnx —Xx ) .ex+(cosx+lnx2—x3).(ex)’=

(—senx+ 2x-3.x° ex+(cosx+lnx2—x3).ex=

2
= —senx+——3 x> +cosx+Inx’—x )
X

Derivadas de funciones compuestas

Tipo potencial
glx)=(/(x))=g (x)=nf(x))"" 1" (x)
# Ejemplo.-
g(x)=(x+sen x)4$g "(x)=4.(x+sen x)3.(1+cos x)

Tipo logaritmico

g(x)=tn( (x)) =g (x)=L1
(

glx)=log,(f(x))=g"(x)= log, e

# Ejemplo.-

glr=tn(=2.0)> g (x) =222

2
g(x)=logs(x’—2.x)=>g'(x)= 33'X —2 logse
x—2.x
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Tipo trigonométrico
glx)=sen f(x)= g'(x)=(cos f(x)). f'(x)
glx)=cos f(x)= g'(x)=(=sen f(x)).f"(x)
glx)=1g f(x)= g'(x)=(sec’ f (x)). " (x)

g(x)=arcsen f(x)= g'(x)=

Vi-(f(x)F

X )=arccos x)=>g'(x ———1 i x
X)=arc x| g'(x _—71 lx

# Ejemplo.-
g(x)=senx’= g'(x)=2.cos(x’)

, 1 3x°
g(x)=arctgxX’= g (x)zm.?a.xzz A
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7. Tablas de derivadas
Funcion y Funcion derivada y'
yv=k y'=0
y=x y'=1
y=(/(x)) y'=n(f(x)" f(x)
y=a,.x"+a, ,.x"'"+..+a,.x+a, y'=na, x""+(n—1).a, ,.x"+..+2.a,.x+a,
_ _S'(x)
y_lnf(x) y _f(x)
_ ,_S'(x)
y_k)gaf(x) y = f(x) Jlog,e
y:ef(x) yr:fr<x) e/(x)
y:af(x) y'=f’(x).af(x).lna
y=/(xf y=f g (x) n f (x) 4+ (2 g (x). ()
y=sen f(x) y'=(cos f(x)). f'(x)
y=cos f(x) y'=(=senf(x)).f"(x)
y=tg f(x) y'=(1+1g"). f'(x)
[ A 1 !
y=arcsen [ (x) y _W-Jt( )
[ A 1 !
y=arccos f (x) Y __m'f (x)
[ A l !
y=arctg f (x) Y _1+(f(x))2.f (x)
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8. Diferencial de una funcién

La tasa de variacion media de una funcion derivable puede expresarse en forma aproximada
por medio de la derivada. Esta aproximacion es mas que suficiente en la mayoria de las aplicaciones
en las que los errores de las mediciones superan a los contenidos en los calculos.

Para valores de h pequefios, podemos tomar aproximadamente la tasa de variacion media de

una funcién f(x) enunpunto x=a ,como suderivada f'(a) ,es decir:

fy(a)mf(a“_hlz_f(a)

Y la tasa de variacion media se puede expresar también como
f'(a).h~ f(a+h)-f(a)

Que podemos también expresar como
flath)~fla)+f(a).h

Que logicamente esta aproximacion serd mayor, cuanto menor sea h.

Si denominamos incremento de y e incremento de X, respectivamente a
Ay=fla+h)=f(a)
Ax=(a+h)—(a)=h

Obtendremos, de forma equivalente la relacion
f'(a).Ax~Ay

Denominando diferencial de xa dx=lim,,_ ,Ax | obtenemos la expresion
dy=f"(a).dx

Donde dy es la diferencial de y, y por tanto también se utiliza para f'(a) la siguiente

_b

notacion f'(a)=
dx

# Ejemplo.- Si queremos calcular de forma aproximada el valor (2,004)' , podemos
considerar la funcion  f (x)=x" yse cumplird
7(240,004)~ £ (2)+ £'(2).0,004=2"+4.2".0,004=16+0,128 = 16,128
# Ejemplo.- Si el radio de una esfera crece uniformemente con una velocidad de 3 cmls

podemos hallar la velocidad de crecimiento del volumen de esta esfera, puesto que:

4 .4V 4V dR » dR )
=2 n R _dV AR _, 4 R 1y 1R
37 dr dR ar g e

Si deseamos conocer la velocidad de crecimiento del volumen cuando el radio vale, por

ejemplo, 5 cm., tenemos que esta velocidad es: 12.25. m1=300TTcm. /s
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# Ejemplo.- Una lamina cuadrada tiene de lados 10 cm. Al calentarse, su lado experimenta
un aumento de Imm. Hallar

a) La tasa de variacion absoluta o incremento del area.

b) El valor diferencial.

¢) El error cometido

Solucion.- Como la funcién que da el drea del cuadrado es  f(x)=x" , y su derivada es
f'(x)=2x .

a) Ay=fla+h)-f(a)=f(10+0,1)- £(10)=(10,1)’~(10)’=2,01 cm” .

b) dy=f"'(10).dx=20.0,1=2cm’

¢) El error cometido es

Ay—dy=(f(a+h)- f(a))—dy=2,01-2=0,01 cm’

9. Aplicaciones

Algunas aplicaciones del célculo diferencial son las siguientes
» La derivada de una funcion f en un punto (a f ’(a)) , €s la pendiente de la recta tangente
a la gréfica de la funcion en ese punto. La ecuacion de la recta tangente es:
y=fla)=f"(a).(x~a)
# Ejemplo.- La ecuacion de la recta tangente a la funcion  f (x)=cosx en el punto de
abcisa x=0 | es
y—cos0=(—sen0).(x—0)=> y=1
« Si f(x) representa el espacio recorrido por un mévil en funcién del tiempo, entonces:
o LaTVM de f en [ab] indica la velocidad media de dicho moévil entre los
instantes ay b.
o f'(x) eslavelocidad en un instante cualquiera x.
o f''(x) eslaaceleracion en un instante cualquiera x.
# Ejemplo.- Si lanzamos una pelota hacia arriba y la funcion — h(t)=—4,9¢+29¢
representa la altura, en metros, de dicha pelota en cada instante t, en segundos:

La velocidad de esta pelota cualquiera en un instante t sera la derivada del espacio con
respecto al tiempo; es decir:
h'(t)=—9,8¢+29
La pelota comienza a descender cuando la velocidad es cero, cuando —9,8t+29=0 ;

luego, aproximadamente, a los tres segundos de su lanzamiento la pelota empezaria a descender.
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« Si y=f(x) ,entonces la diferencial dey es dy~f'(a).dx
# Ejemplo.- Si queremos hallar cuanto aumenta aproximadamente, el lado de un cuadrado
cuando su drea pasade 9m®> a 9,1m’ .
Si x representa el drea del cuadrado ey es la medida de su lado, entonces y=+x .
Para hallar la variacion del lado utilizaremos la formula anterior

1 1

dy~f'9).0,l=—=.0,1=-.0,1~0,01667 m
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