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Geometriai feladatok

megoldasok
I. megoldés:
A
D
B_
F E C

A BCD derékszogli haromszogben BCD szdg = 60°, tehat a CDE haromszdgben CDE szog = 30°. A
CDE haromszdget az ED befogojara tiikrozve a kapott CDF haromszog szabalyos, ezért
FC=FD=CD=7 cm, ¢s igy FE = 3,5 cm. A BED haromszégben BDE szog = 60°, és az EDF
haromszdgben EDF szog = 30°, ezért az EDB szog = 30°. Igy a BFD haromszog egyenld szara, ezért
BF =FD =7 cm. Tehat BE = BF + FE = 10,5 cm.

II. megoldés:

BT
A BCD derékszogii haromszogben BCD szog = 60°. Tiikrozziik a BCD haromszdget a BD
befogojara. A kapott BCG haromszog szabalyos, ezért BC =CG =2 CD = 14 cm. A CDE
félszabalyos haromszog, igy EC = 3,5 cm. Tehat BE = BC — EC = 10,5 cm.

Készitslink a feltételeknek megfeleld abrat:
E

D C A
Az AED haromszdgben BD és BC szakaszok egyenesei magassagvonalak, igy B az AED haromszog
magassagpontja. igy AB egyenese meréleges ED-re. Mivel CA = CB, és az ABC haromszog
derékszogii, igy CAB szog = 45°. Mivel AB merdleges DE-re, igy az ADE szog is 45°. A DEC
derékszogli haromszog egyik hegyesszoge 45°, igy egyenld szaru. Tehat CD = CE.
Huzzunk parhuzamosokat az ,,A” pontbol az ,,x” és az ,,y” — tengelyekkel, a ,,B” pontbol az ,,x” a
,C” pontbol az ,,y” — tengellyel, igy egy ADEF téglalapot kapunk. Mivel C e X — tengely, ezért a
masodik koordinat4ja nulla. Legyen az els6 koordinataja ,,c”, és tegylik fel, hogy ¢ > 0. AD =c + 3,
CD=1,DE=7,EB=c-3, BF =6, AF =8 egység hosszu. A DAC, DEB, BAF és BAC
haromszogekben felirva a Pitagorasz tételt:
(c+3)?+1%°=AC% (c—3)*+ 7%= BC? 6% + 8= AB% és AC* + BC? = AB%.
Az utolsdba behelyettesitve az elsé harmat kapjuk: (¢ +3 )%+ 1+ (c—3)% + 49 = 100.
Felbontva a zarojeleket és dsszevonva kapjuk, hogy: 2¢2+ 68 =100, amib8l ¢ = - 4 vagy c =4
adodik. A ¢ = - 4 is megoldasa lesz a feladatnak.
Tehat a keresett pontok: C; (-4;0)¢ésC,(4;0).
Legyen D a kisebbik AC iven 1évé metszéspont. ABC haromszog szabélyos, igy minden szdge 60
fokos. DB szogfelezd, igy DBC szog = 30°. BE=BC miatt BEC sz0g = BCE szo6g. DBC szog a BEC
haromszog kiilsé szoge, igy BCE szog = 15°. ACE sz0g = ACB szog + BCE szog = 60° + 15° = 75°,
ED a kor atmérdje, igy Thalesz tétel miatt ECD szog = 90°. ACD sz0g = ECD szog — ACE szog =
90° - 75° = 15°.
Legyen a magassag talppontja D, az atfogd két szelete pedig x illetve x+1. Az atfogd ekkor 2x+1,
amibé] a rovidebb befogd a feltétel miatt 2x. gy a rovidebb befogohoz tartozé kisebb derékszogi
haromszog ( DBC ) atfogoja kétszerese az egyik befogonak. Tehat DBC haromszog félszabalyos, és
CBD szég = 60°. Igy az ABC haromszog is félszabalyos amibél kovetkezik, hogy a révidebb
befogoja fele az atfogonak, azaz 2x + 1 = 4x. Ebb6l x = 0,5, igya=2x=1 (cm),c=2x + 1 =2 (cm).

ABC haromszogben Pitagorasz tételt alkalmazva: b = J3 (cm).
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Masképp:

Hasonlosaggal is megoldhato a feladat.

Az atfogo két szelete legyen x illetve x+1. Az atfogd ekkor 2x+1, amibdl a rovidebb befogo a feltétel
miatt 2x.

BDC haromszog hasonlé az ABC haromszoghoz, mert szogeik megegyeznek, igy ZL = > 2x 1 Az
X X+

egyenletet megoldva kapjuk, hogy x = 0,5.

Innen hasonloan az el6z6hoz kapjuk a haromszog oldalait: 1 cm, V3 cm és 2 cm.

Az ABC haromszdg belsé szogdsszege miatt BAC szog = 75°, igy a BAC haromszdg egyenld szart,
azaz AC = BC. Mivel BC = AD, igy AC = AD azaz a DAC haromszdg is egyenld szart. Ebbol
kovetkezik, hogy ACD sz6g = ADC szog = 65°. Tehat az ABCD négyszog szogei: 125°, 75°, 95° és
65".

Legyen a BAC sz6g = a., ¢s a BCA sz6g = vy. A PQC haromszog egyenld szaru, igy QPC szog = v.
BQP = 2y, mert a QPC haromszog kiilsé szoge. A BPQ haromszdg is egyenld szaru, igy

PBQ szo6g =2v. A PAB haromszog egyenld szaru, igy APB szog = o és a PBA szog = 180°-2¢.
A QBP sz6g=90°— (180°- 20 ) =20 - 90° fgy 2 - 90° = 2y, amibél o
=y + 45°. Az ABC haromszogben a + y = 90°, igy a = 67,5° és = 22,5°.
Legyen L a B-bdl huizott magassag talppontja! A feltétel szerint BL = BM.
BLKA = BMKA, mert egy oldaluk kozds, egy-egy oldaluk hossza egyenld ¢s
a hosszabbik oldalakkal szemben azonos nagysagu szog van. Igy
LBKZ =MBK/, azaz BK az LBMZ szogfelezdje. Legyen
CABZ =CBAZ =a! Ekkor ABLL=90°—a és LBCL =
=a—(90°—a) =20—90°. Innen LBKZ = a—45°. Tehat
ABK/ = ABLZ +LBKZ =90° — o+ o —45° = 45°.

Mivel PB szogfelez0d, ezért jeloljiik az APE szog felét
a-val! Huzzuk be, az E érintési ponthoz tartoz6 sugarat, ez
merdleges az érintére. Az OEP derékszogli haromszog
O-nal 1év6 szoge EOP szog = 90° — 2a. Ez a sz0g az AOE .
egyenld szari haromszog szarszogénél 1€vo kiilsé szoge, AEAY=
igy az alapon fekvo szogek nagysaga EAO sz6g = OEA
sz0g = (90° — 2a) : 2 =45° —q.
A feladatban keresett sz6g az ABP haromszog B csticsanal
1év0 kiils6 szoge, igy ez egyenld a nem mellette fekvo két belsd szog 0sszegével, vagyis 45° —a + o =
45°.
Emeljiink az AC oldalra kifelé szabalyos haromszoget (ACE)!
EACZ =60°, AB=AE, ezért ABEZ = BEAZ = (180°—-160°): 2 =10°.
Ebbdl CEBZ =60°—-10° =50°. BCEZ =40°+60°=100°.
Mivel AD=BC, AC=CE és CADZ=BCEZ, ezért
ADCA = CEBA.
fgy DCA~Z = CEBZ =50°. Ebbél kovetkezik, hogy
DCBZ =50°—-40°=10°. CBD« =180°—- ABC« =140°,
BDCZ = =180°-10°—-140° = 30°. Tehat a BCDA szogei:
140° 30°; 10°. D




Masképp:
Emeljiik a BC oldalra kifelé a szabalyos BCF harom- 100
szoget!

A keletkez6 ABFC négyszog egy deltoid, amelynek AF
atloja felezi az A-nal és F-nél 16v6 belsé szoget. Igy ABC
haromszog szogei: FAB szog = 50°, BFA szog == 30° és
ABF sz0g =40° + 60° = 100°. D
Mivel AB = CA, BF = CB = AD ¢s ABF szog = CAD
sz0g = 100°, ezért ABFA = CADA, amibdl ADC szog =
BFA szog = 30°, DCA szog = FAB szog = 50°.

Tehat a DCBA szdgei: 30°; 50° —40° = 10° és 180° — 30°
—10° = 140°.

Masképp:

Legyen AB=AC=b¢és BC=AD =al

Masoljuk ra az AD oldalra az ABC haromszoget az dbra szerint!
Ekkor FD=AB=b, AF=CA=b¢ésDA=BC=a.

Ebbdl kovetkezik, hogy DAFA = BCAA.

gy DAF szog = BCA szog = 40° és AFD sz6g = CAB szog
=180° —40° — 40° = 100°.

Vegyiik fel a BC oldalon azt az E pontot, amelyre EC = AC
=h!

Egyrészt DB = BE = a — b, igy BDE sz6g = DEB szog =
ABC szog : 2 =20°.

Masrészt CAF sz6g = CAB szog + DAF szog = 100° + 40°

= 140°, ECA sz6g =40° és EC =

= CA = AF, ezért ECAF négyszog rombusz. gy FE=bés D

AFE szog = ECA szog = 40°.

Ezekbdl FD = FE = b és EFD szog = AFD szog — AFE szog = 100° — 40° = 60°, igy FDE haromszog
szabalyos, amibdl kovetkezik, hogy DE =b.

Mivel DE = EC =b és DEB szog = 20°, ezért EDC sz6g = DCE sz6g = DEB szog : 2 = 10°.

Tehat BDC sz6g = BDE szog + EDC szog = 20° + 10° = 30°, DCB sz6g = 10° és CBD szog =

=180° —30° — 10° = 140°.

Masképp: A
AD = BC, ezért masoljuk fel az AD szakaszra az ABC
haromszoggel egybevagd ADE haromszdget.

/Az AE szakasz 40°-os és 60°-os részekre osztja a CAB
szoget, igy az AEC haromszog szabalyos, ezért EC = AE = 5 40° 40°

ED. ~C
igy a DEC haromszog is egyenld szaru, és mivel 100

DEC<x=100° + 60° = 160°, ezért alapon fekvd szoge E
DCE<x=10°.
Ebbdél BCD< = ACE<x — BCA<x — DCE<x= 60°—40° -10° = 10°.

CBD<x=180° — 40° = 140°.
Tehat a BCD haromszog szogei 10°, 140° és 180° — 10° — 140° = 30°.

400°/60°
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Masképp:
Emeljiink a BC oldalra kifel¢ szabalyos BCF haromszoget! A
Az FCAD négyszog szimmetrikus trapéz, mert AD = BC = 100
= CF és BACZ = ACF«£ =100°.

BDF/ = ADF£=180°-100°=80° ¢és FBD«=180°—
—ABC/-CBFZ£ =80° igy az FBD egyenl6 szart harom-
Sz70g.
Ebbél kovetkezik, hogy FD=FB=FC,ami azt jelenti,
hogy D, B ¢és C rajta van az F kozept FB sugaru koron.
A D-t nem tartalmazé BC ivhez tartozd kdézépponti szog:
BFC~Z =60°. BDCZ ugyanehhez az ivhez tartozo keriileti
sz0g, igy felhasznalva, hogy nagysaga fele a kozépponti =
szognek, 30°-0s.
Tehat BDC/ =30°, CBD/ =CBF/+FBD£ =140° és DCB/ =180°—30°—-140° =10°.

Jeloljiik az LMC szdget a-val! Ekkor CLM szog = 90° — a.
Kosstik 6ssze az L pontot K-val! D L C
Mivel ABCD négyzet és DL = CM = AK, ezért DK = CL,
LD = MC ¢és LDK szdg = MCL szog = 90°, igy LDKA = MCLA, amibdl
kovetkezik, hogy KLD szog = a, DKL sz6g = 90° — o és LK = LM. M
Mivel CLM szdg = 90° — a és KLD szog = a, ezért MLK sz6g =

— 180° — (90° — ) — 0. = 90°. K

Mivel LK = LM ¢és MLK szég = 90°, ezért KML egy egyenld szara

derékszogli haromszog. Ebbdl kovetkezik, hogy LKM szog = 45°. A B
A feltétel szerint AK = AP, amibdl PKA szog = 45°. P

Tehat MKP szog = 180° — DKL szog — LKM szdg — PKA szog = 180° — (90° — a) — 45° — 45° == q,
azaz a kétives szogek egyenldk.

(Az utols6 mondat helyett hivatkozhatunk arra is, hogy MKA sz6g = KMC szog, mert valtoszogek,
PKA szog =45° és KML szog = 45°.)

Masképp:

Jel6ljiik az LMC szoget a-val! Ekkor CLM szog = 90° — a.
Legyen N az AB oldalnak az a pontja, amelyre NB = AP!
Mivel ABCD négyzet és NB = MC = LD = KA, ezért AN = BM == CL = DK, valamint NBM szdg =
MCL szog = LDK szog = KAN szog = 090° igy

NBMA = MCLA = LDKA = KANA, amib6l ko-vetkezik, hogy NMLK D S ¢
négyszdg minden oldala egyenld, valamint KLD szog = NKA szog =

MNB szog = LMC szog = a és DKL szog = ANK szog = BMK szog =

CLM sz6g = 90° — a, azaz min-den szoge 180° — (90° — a) — a. = 90°-0s, M
ezért négyzet. K

A feltétel szerint AK = AP, amibdl PKA szog = 45°. A négyzet atloja

felezi a szogét, igy MKN szog = 45°.

Tehat MKP szog = MKN szdg + NKA szog — PKA szog =45° +a—45° A P N B
= a, azaz a kétives szogek egyenldk.



Masképp:

Jeloljiik az LMC szoget a-val! Ekkor CLM szog = 90° — a.

Kosstik 6ssze az L pontot K-val!

Mivel ABCD négyzet, DL = CM = AK, ezért DK = CL, LD = MC LD = MC ¢s LDK szég = MCL
sz0g = 90°, igy LDKA = MCLA, amibdl kovetkezik, hogy KLD

sz0g = a, DKL sz6g =90° —a és LK = LM. D L C

Mivel CLM sz6g = 90° — a és KLD szog = a, ezért MLK sz6g =
=180°—(90° — o) — o = 90°.

Mivel LK = LM ¢és MLK szdg = 90°, ezért KML egy egyenld szart M
derékszogli haromszog. Ebbol kovetkezik, hogy KML szog = 45°.

A feltétel szerint AK = AP, amib6l APK szog = 45°.

Kosstik 6ssze P pontot M-mel!

Ekkor PBM egyenld szaru haromszog, ezért BMP szog= MPB szog A . B
=45°,

gy KPM sz6g = 180° — APK szog — MPB szog = 90° és PMK szog = 180° — LMC szég — KML szog
— BMP szog = 180° — o — 45° — 45° =90° — q..

Tehat MKP szog = 180° — PMK szog — KPM szog = 180° — (90° — a) — 90°= a, azaz a kétives szogek
egyenlok.




