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1 De goniometrische cirkel

Goniometrische cirkel & goniometrische getallen

kwadrant 32 kwadrant I goniometrische cirkel: cirkel met middelpunt 0(0,0) en straal r=1
(1, cota 00°
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Figure 1: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA

2 De goniometrische getallen

Toon hoekin graden || Toon hoek in radialen

o
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=[S

(cos(45°), sin(45%)) = ( /2 ,g)

o [ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

(.0) sin(a) | 0 ; ‘/Ti ‘/73 1 0 -1 0
cos(a) | 1 ‘f ‘f ; 0o -1 o0 1

tan(a) | 0 ‘/T§ 1 V3 7 0 ? 0

cot(a) | 7 V3 1 ‘/Ti [ 0 ?

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA
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3 De Radiaal

a =57.6°
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Figure 3: https:

Relevante hoeken in graden en radialen

Figure 4: https://www.geogebra.

Nieuwe oefening

//www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

org/m/QjEWqdp3

Geef de cos van de aangegeven hoek

7] Toon gontometrische cirkel

cos(7n / 6)=
.

O;: O-;

0% 0%

. Ov w2

o gd-

Je antwoord is correct !

@ Oefenigen op beide
Oefeningen op cot

Oefeningen op tan

Nieuwe oefening

cot( -n / 3)=

0/2m 0O

3
(¥) Toon goniometrische cirket
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Figure 5: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3|https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3
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4 Verwante hoeken

4.1

Punt P kan je verplaatsen

supplementaire hoeken

Osis () cosinus ] tangens

(/] radiaen

[ graden

[/] supplementaire hoeken

[] antisupplementaire hoeken

4.2

s 2 [ ] Tegengestelde hoeken

| complementaire hoeken

antisupplementaire hoeken

[ cotangens
sin(m — o) = sin(a)
cos(m — ) = —cos(a)
tan(w — a) = —tan(a)
cot(m — o) = — cot(a)

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

Punt P kan je verplaatsen

[Joraden  [¥/] radialen

[] supplementaire hoeken

[/} antisupplementaire hoeken

s 2 [ ] Tegengesteide hoeken

| complementaire hoeken

s [Joosinus [ tangens ]

cotangens
sin(m + ) = —sin(a)
cos(m + o) = —cos(a)

tan(w + ) = tan(a)
cot(m + a) = cot(cx)

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.3 tegengestelde hoeken

Punt P kan je verplaatsen

‘;] sinus _\ cosinus \z tangens || cotangens
/] radiaten

[] graden

[] supplementaire hoeken

P\ tante) ["] antisupplementaire hoeken sin(—a) = —sin(a)
i cos(—a) = cos(a)
- = v s Tegengestelde hoeken tan(—a) = — tan(a)
tan(—a) cot(—a) = — cot(a)

| complementaire hoeken

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
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4.4 complementaire hoeken

Punt P kan je verplaatsen

tan(a)

pt}

tan(—a)

(] cosinus () tangans [ cotangens
[] graden

/] radiaten

[] supplementaire hoeken

[ antisupplementaire hoeken sin(—a) = —sin(e)
cos(—a) = cos(a)
Tegengestelde hoeken tan(—a) = — tan(a)

[ ] complementaire hosken cot(—a) = —cot(a)

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.5 willekeurige verwantschap

sin(a—3)

Duid de hoek van de opgave aan. hier

sin(a—7) = —cos(a)

e o« 12112 oy

Kijk nog naar het tekeu, hier sin| o — -;) is negatief en

Vereenvoudig m.b.v. verwante hoeken

Teken goniometrische cirkel en duid een kieine hoek o in het 1ste kwadrant aan

Duid het goniometrisch getal aan van de gogeven hoek, hier sin(a — ;)

Kijk in het eerste kwadrant naar welk goniometrisch getal van o hier mee overeenstemt, hier

is positiel.

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

5 Goniometrische functies

5.1 periodieke functies

i

d
|
% 1 . s \= 2 2 f TRRRE:
x

-1

Periodieke functies

T\ A B u\t A&
X+P=x+4)

Als je naar de grafiek kijkt, dan kan je een patroon herkennen dat zich steeds herhaalt|
De breedte van dit patroon wordt de periode P genoemd
-1
-
3 verschuif de knoppen tot de grijze balk groen wordt
N

toon

Een functie f(x) is periodiek met periode P>0 als f(x+P)=f(x) voor alle x

x =21

———

Figure 11: https://wuw.geogebra.org/m/dgmctbur
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5.2 f(x)=sin(x)

Gon. cirkell___

o=30°

o
a = 39° =0.681 rad ) Toon sinusfunctie

De booglengte van de hoek is de lengte langs de x-as
Dit s een getal, geen graden

Op deze manier wordt de grafiek getekend met schaal 1:1

sin(39°) =sin(0.681)= 0.629

y=sin(x)

keuze = 1

f() = sin(x)
dom f = R =] - 00, +00|

ber f=[-1,1]

Nulpuntenf :z =0,z =mz=2r>z=k nk€Z

Tekentabel (voor één periode):

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

5.3 f(x)=cos(x)

a=121°
°

e 121°.1 — 121°.
2112 @ = 121° = 121° -1 = 121°- 0

De booglenge van de sector is de lengte langs de x-as
Ditis een getal, geen graden!

= 2.112(radialen)

7] Toon arafiek

0p deze manier kunnen we de grafiek op schaal 1:1 tekenen

cos(121°) = -0.515

y=cos(x)

keuze = 2

F(x) = cos(x)

dom f = R =] - 00, +00]

ber f=[-1,1]

Nulpunten: 2=1, 0= 5 =5 40T k.nkez
ulpu s=fa=Fa=For=Ttkn

Tekentabel (voor één periode):

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

5.4 f(x)=tan(x)

Gon. cirkel
a=43°

°
o o - o, |
5 o= 43 =43 1= a3 {0
De booglenge van de sector is de lerigte langs de x-as
Dit is een getal, geen graden!

— 0.75 (radialen) ] Toon tangensfunctie

op deze manier kunnen we de grafiek op schaal 1:1 tekenen

tan(43°) = 0.933

Keuze = 3

f(z) = tan(z)

dom f =R\(3 + k-7, k€ 2}

ber f =R =] - oo, +oc]

Nulpuntenf 20,3 — 7,2 — 2% 53— k-TkCZ

Anptten 2= <k nk €T

Tekentabel (voor één periode)

)

o I

L)

Figure 14: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce
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6 algemene sinusfunctie

f(x) =3 sin(2 (x—2)) +1

De algemene sinusfunctie f(x)=a.sin[b(x-c)1+d
i 2
e —— 5 =8
o2 -
e b=[2 d=|1
V.=

ieuwe perionde wordt p=2n/b

SIS

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/BFwHmnNn4

7 cyclometrische functies

7.1 f(x)=asin(x)

De cyclometrische functies

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU]https://www.geogebra.org/m/Vx7TMuEsU

7.2 f(x)=acos(x)

De cyclometrische functies

“ f(w) = cos(x)

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsUlhttps://www.geogebra.org/m/VxTMuEsU
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7.3 f(x)=atan(x)

De cyclometrische functies

Figure 18

: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https

://www . geogebra.org/m/Vx7TMuEsU
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8 goniometrische identiteiten

bewijs somformule

TB:sin(a+ 3) —sina- cos 3+ cosa -sin 3
B __‘_\\‘ Vooraf

< 0.8

sin(a + ﬁ) /.

a
COsS7Y = — = a = ccos7y
c

. b .
siny = — = b= csiny
C

sin(a)chs(3)

o want  (90° — o) 4 90° + o = 180°

sin(a + B) = sin(a) - cos(3) + cos(a) + sin(3)

e G s - m 2 s il

Figure 19: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

. Som- en verschilformules
Basisformules
sin{a + J) = sinocos @ + cosasin f#

taua=‘— b= = gin(a — J) = sin o cos § — cos aesin §
cosa e tana cos(a+ ) = cosacos §— sinasin §
%Cﬂ=ma wca:;;mq cos(e — ) = cosarcos § + sina'sin 4
sin’ o + cos®a = 1 sm?a = 1 — cos® & +: = tana + tanf
cosfa =1 — ginta an(a +8) 1—tana-tanf
1 1 tan a — tand
2., _ 2o -8 =
1+ tan o= 1+cot s tan(a - 6) 1+tang-tanf
Verdubbelings- en halveringsformules Formules van Simpson:
sin(2a) = 2sinocosar sina+sinﬁ=25m(a;ﬁ)ms(a;ﬂ)
cos(2a) = cos® a — sin’a a+4 a—f
9 a 1+ cos2a sing — gin f = 2cos sin
cos(2a) = 2cos" a — 1 CO8” O = 3 2 2
cos(2a) = | — 2sin’a sin’a = ! C;B2C! mﬂa+msﬁ=2m(a;ﬁ) o8 (0;}8)
2tana - m(etANgn(2-8
tan 2 = mﬂa—cos,ﬁ——?sln( sin
M= e 2 2

Figure 20: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH
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9 goniometrische vergelijkingen

s Los op: stnz = % oplossingen :

S+ kam
T=9 5o ,keZ
5T k2
algemeen:
[aj<1:
sin~!(a) + k- 2n
m—sin(a) + k-2

la| = 1: geen oplossing

keZ

smz:a-ﬁx:{

D=2

 ni2 5r an /2 o, 2 _ 3 7ni2 %a 9/ 2 s 11n/2
a= _ 5 w
x x=_+1:27 e T .
o 6 6 & w=gt2e2m
-

e w 22/22 n 2 s

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDY|https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

1 11 .
Los op: cosz = 3 oplossingen :

:+k27r
= keZ

,
—’3"+k21r

algemeen:
a|<1:

cosNa) + k- 27
COST = Q<> T 1 ke
—cos”(a)+ k-2m

a| > 1: geen oplossing

: ™~

) wn " 2 - 507 3n /2 in n) s
. 3 = _ . T
3 3 :_3+1 27 . =" 4227
r 2w @ 2.2m 3
a1 N 3
2

e e 2702 e wm 0

s

Figure 22: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt

Los op: tanz = /3

A

4 oplossingen ;

V3
/ ’,; a-=%+k7r,kEZ
3

algemeen:

tanz =a & ¢ =tap o)+ k- kCZ

p=
V3
3
& n/z n . 3n/2 on N snf2 an /2 ‘an
&= L
=3 w:§+1.ﬁ e= 42w o=y hdem
-

o <« 18/18 e W 2 s

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDYt
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10 goniometrische ongelijkheden

ongelijkheid met sinus

AL INN

1
Los op: sin(x) > 5

e e 10710 e px W 2 s

N N 1
1) sin(2) = 5

1
2) Duid aan: sin(z) > 3

3) Noteer oplossing:

Token<e< T fkom keZ
6 6

Figure 24: https://wuw.geogebra.org/m/jr7kkdkt

ongelijkheid met cosinus

[

Los op: cos(x) < — 5

1) cos(z) = —%

— e L

i 1
2) Duid aan: gogi) < — &
cos(x) < 3

3) Noteer oplossing:

2;+Fc27rgmg—2:+k27r; kezZ
Dit kan niet!

%"erwgmg";Jrkzm kez

o s 12012 5 o W 2 s -

Figure 25: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt

met tangens

o)

Los op: tan(x)>1

E+kvv<m<g+kvﬂ;kéz

“« 10710 » »m n 2 s

Figure 26: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt

11 oefeningen

12 taken

—_

. Verwante hoeken

. Goniometrische formules I

2
3. Goniometrische formules II
4

. Goniometrische vergelijkingen

10
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5. Goniometrische ongelijkheden

11
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