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Kapitel 1

Einleitung

Die Statistik zerfillt in die beiden Teilgebiete

- Beschreibende Statistik und
- Beurteilende Statistik.

Wihrend die mathematischen Kenntnisse und Fertigkeiten, welche fiir die
beschreibende Statistik erforderlich sind, im Wesentlichen die vier Grund-
rechnungsarten sind, beruht die beurteilende Statistik auf stochastischen
Modellen und setzt daher entsprechende Kenntnisse aus Wahrscheinlichkeits-
rechnung voraus.

Die Beurteilende Statistik umfasst folgende beiden Teilgebiete: Das

- Testen von Hypothesen und das
- Schitzen von Parametern.

Das Testen von Hypothesen ist - auf den Punkt gebracht - ”die stochastische
Form des indirekten Schlusses” und, nach Auffassung des Autors, im Regelfall
schwieriger zu vermitteln als das Schétzen von Parametern. Hilfreich fiir das
Verstidndnis des Testens sind Kenntnis des Prinzips der Rechtssprechung im
Strafrecht und/oder Vertrautheit mit einander (jedenfalls teilweise) wider-
sprechend wissenschaftlichen Modellen, wie sie insbesondere in der Geschichte
der Astronomie und der Physik anzutreffen sind.

Das Schétzen von Parametern zerfillt in die beiden Teilgebiete

- Punktschétzer und
- Intervallschétzer (insbesondere Konfidenz- oder Vertrauensintervalle).

Das Thema dieses Referats sind Konfidenzintervalle

- fiir Wahrscheinlichkeiten und Anteilswerte und
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- fiir den Erwartungswert der Normalverteilung.



Kapitel 2

Konfidenzintervalle fiir
Wahrscheinlichkeiten und
Anteilswerte

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen
Ausgingen, die wir ”"FErfolg” und ”Misserfolg” nennen. Die Wahrschein-
lichkeit eines Erfolges sei fiir jede Durchfiihrung des Experiments gleich p €
(0,1). Es werden n solcher Zufallsexperimente durchgefiihrt, die Ergebisse
X;, i € {1,...,n} der einzelnen Experimente festgestellt und protokolliert.
Dabei sei

X;=1 oder X;=0,

je nachdem ob beim i-ten Experiment Erfolg oder Misserfolg eintritt. Auf-
grund des Versuchsergebnisses (X7, ..., X,,) sei fiir die Wahrscheinlichkeit p ein
Konfidenzintervall anzugeben.

Bezeichnen S, = >, X; die beobachtete Anzahl der Erfolge und
Dn = %L den zugehorigen Anteil der Erfolge. Aufgrund des empirischen
Gesetzes der Groflen Zahlen ist  p, ein naheliegender Schétzer fiir p.
Diese Tatsache wird durch dessen theoretisches Gegenstiick, nédmlich das
Bernoullische Gesetz der Grofilen Zahlen, bestitigt. Auflerdem gilt auf-
grund der Linearitét des Erwartungswerts FE(p,) = p, sodass p, ein er-
wartungstreuer Schiitzer fiir p ist. Da sich unter den im nachstehenden Ur-
nenmodell prézisierten Voraussetzungen iiberdies zeigen lésst, dass p, unter
allen erdenklichen erwartungstreuen Schétzern jener mit kleinstmoglicher
Varianz ist, ist p, auch zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir p

7
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bestmoglich geeignet.

Wir unterscheiden zwei Klassen von Anwendungen:

In der Klasse 1) laufen die Experimente stets unter den gleichen Bedin-
gungen ab. Dementsprechend beinflussen einander die Ergebnisse der einzel-
nen Experimente nicht. Man sagt, die Experimente sind unabhdngig.

In der Klasse 2) bestehen die einzelnen Experimente darin, dass man
einer Grundgesamtheit Elemente zufiillig entnimmt und diese der Grundge-
samtheit nicht wieder hinzufiigt.! Die Grofie p ist in diesem Fall der Anteil
der Elemente der Grundgesamtheit mit einer bestimmten Eigenschaft. Der
Gesamtversuch besteht darin, dass man der Grundgesamtheit n Elemente
entnimmt. Man nennt einen solchen Versuch eine (Zufalls-)Stichprobe vom
Umfang n .

Die beiden Klassen von Anwendungen lassen sich bekanntlich durch fol-
gendes Urnenmodell beschreiben: Eine Urne enthalte s schwarze und w weisse
Kugeln, welche - von ihrer Farbe abgesehen - ununterscheidbar sind. Ferner
bezeichne N = s+ w die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.

Es werden n Kugeln zufillig und 1) mit Zuriicklegen bzw. 2) ohne
Zuriicklegen gezogen. Fiir den Anteil p = & der schwarzen Kugeln in der
Urne ist mit Hilfe des Anteils p, der schwarzen Kugeln in der Stichprobe
ein Konfidenzintervall zu konstruieren.

Bezeichnen B, , die Binomialverteilung mit den Parametern n und
p und H, y, die Hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n, N und
s. Dann gelten fiir Verteilung, Erwartungswert und Varianz von §S,, in den
Féllen 1) respektive 2) bekanntlich

Sp ~ By p , E(S,)=np und V(S,)=np(l—Dp)
Sp~Hyns , E(Sy) =ny und V(S,) =ng(l—+)(1 - nly,

Wir gehen im folgenden stets davon aus, dass der Stichprobenumfang n so
grof} ist, dass im Fall 1) die Normalapproximation der Binomialverteilung
und im Fall 2) die Normalapproximation der Hypergeometrischen Verteilung

'In der Qualititskontrolle ist das Feststellen der Ergebnisse der einzelnen Experimente
oft damit verbunden, dass die entnommenen Elemente zerstort werden. Es wire daher
absurd, die entnommenen Elemente der Grundgesamtheit wieder hinzuzufiigen. In der
Meinungsforschung ist dies deswegen unangebracht, da man ansonst ein- und dieselbe
Person mehrfach befragen konnte.
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gerechtfertigt ist 2. Im Fall 2) haben wir wegen n < N zudem vorauszuset-
zen, dass die Grundgesamtheit N (um einiges) grofer als n ist.

2.1 Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten

2.1.1 Ermittlung eines Konfidenzintervalls

Unter der genannten Voraussetzung gilt fiir z > 0

(2
npq

Seien nuin « € (0,1) und z_4p = ®7'(1 — %). Dann gilt fir z =
ﬁn —D

Sp=np __ Pn—p
<z | 2l
p(I—p)/n| )

VIPL L\ /p(1-p)/n
P <

Da die Diskriminante der zur nachstehenden quadratischen Ungleichung gehori-

gen quadratischen Gleichung gleich

§z) ~ 20 () — 1.

Zl1—a/2 wegen

22 22 22 22
(b + 522 ) = (L =) = =2 (L= fu) + =)

2n 4n
ist, gilt
Pn—p 5 )2 < 2 pll=p)
’ G| S Aez S Bn ) S A
Z2 2
= A1+ 22) — 2p(p, + 522) + 52 <0
= pElp,pil.
Dabei sind
2 2
1 . z 2.
+ A /2 1-a/2 1-a/2
= +
P n 22 Q/2 (pn+ o \/— ( pn)"” An )

’Eine schulrelevante Darstellung der Normalapproximation der Binomialverteilung
findet sich in den Abschnitten 3 und 4 von [17]. Hinsichtlich der Normalapproximation
der Hypergeometrischen Verteilung sei auf [19] verwiesen.
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die beiden Losungen der entsprechenden quadratischen Gleichung.

Daher ist [p,,pf] ein (1 — ) - 100%-iges Niherungskonfidenzintervall fiir
p, welches wir - entsprechend der angelsichsischen Bezeichnung - Score-
Konfidenzintervall * nennen.

Da n groff im Verhéltnis zu 22 Jo Ist - andernfalls hétte die Normalap-
proximation nicht verwendet werden diirfen - wird in der Praxis sza /2 /n
zumeist vernachléssigt. Dementsprechend erhélt man fiir die Endpunkte
pF des obigen Konfidenzintervalls folgende Approximationen

At N fl—a/2 /= =
— p, + Vo (1 —p,).
Py =D NG Pn (1 = Dn)

Das in der Praxis zumeist verwendete, sogenannte Wald’sche Néiherungskon-
fidenzintervall * fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit p ist daher

. Rl—a/2 /=% = A fl-a/2 /% =
n - n 1_ n)y n n 1_ nj)l-
[p 7 Pn ( p)p+\/ﬁ\/p( Pn)]

Anmerkung 1: Seien o und n fest und 2z = z_,/». Dann geniigen
die Endpunkte der Score-Konfidenzintervalle [p;,,p;'], welche lediglich vom
Schiitzer p, € [0, 1] abhiingen, der Gleichung

. 22

(Pn —p)* = —p(1-p).

Der geometrische Ort aller Punkte, die dieser Gleichung geniigen, ist eine
Ellipse, welche wir fiir unseren Zweck Score-FEllipse nennen wollen. Die End-
punkte der Wald’schen N#herungskonfidenzintervalle geniigen der Gleichung

22

(f)n _p)2 = gﬁn(l - Zan) .

3Mit seinem Score-Konfidenzintervall hat der US-amerikanische Statistiker Edwin B.
Wilson (1879 — 1964) im Jahre 1927 die inbesondere durch Jerzy Neyman vorangetriebe
Arbeit iiber Konfidenzintervalle eingeleitet.

Dieses Nitherungskonfidenzintervall wurde im Jahre 1943 von Abraham Wald (1902 —
1950) vorgeschlagen. Der aus Klausenburg (Kolozsvar, Cluj) im heutigen Ruménien stam-
mende Statistiker war von 1933 — 1938 an dem damals von Oskar Morgenstern geleiteten
Osterreichischen Institut fiir Konjunkturforschung in Wien beschiiftigt. Nach seiner Flucht
in die U.S.A. war er im Zusammenhang mit der Qualitéitssicherung bei der Waffenproduk-
tion maflgeblich daran beteiligt, die sequentielle Statistik zu entwickeln.
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Der geometrische Ort aller Punkte, die dieser Gleichung geniigen, ist eben-
falls eine Ellipse. Wir nennen sie Wald’sche Ellipse. Score-Ellipse und
Wald’sche Ellipse haben - dem Umstand entsprechend, dass bei ihnen die
Rollen von p und p, vertauscht sind - folgende gemeinsamen Eigenschaften:

o sie haben den Mittelpunkt (3,1) und
o beeinhalten die Punkte (0,0) und (1,1).

Thre Tangenten in den beiden Punkte (0,0) und (1,1) sind jedoch

o im Fall der Score-Ellipse parallel zur Ordinate und

o im Fall der Wald’schen Ellipse parallel zur Abszisse.

0.75T

05T

0.5 0.75 1

Abbildung: Score-Ellipse und Wald’sche Ellipse fiir z =2 und n = 10
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2.1.2 Folgerungen aus der konkreten Gestalt des Ndherungs-
konfidenzintervalls

Aus der konkreten Gestalt des Ndherungskonfidenzintervalls lassen sich fol-
gende Sachverhalte ablesen.

a) Lage und Linge des Konfidenzintervalls héingen vom Zufall ab.
b) Die Léinge des Konfidenzintervalls ist das Doppelte des sogenannten

Fehlers®
f1—a/2 ~ ~
n (1 —Dy) .
7 Vo (1= Pp)

Dieser hingt ab

bl) via z1_a/2 = ®7H(3+15%) von der vorgegebenen statistischen Sicher-
heit 1 — « .

b2) via 1/y/n vom Stichprobenumfang und

b3) via /P, (1 — p,) vom Schitzwert p, .

Zubl) Da B+ ® !(3) eine streng monoton wachsende Funktion ist,
wichst 21_q/0 = @’1(% + 159)  mit der statistischen Sicherheit. Fiir die

2
klassischen Werte « gelten beispielsweise

o [ (1-—a)100% | 21_as |

0.1 90 % 1.645
0.05 95 % 1.960
0.01 99 % 2.576

Zu b2) Will man beispielsweise bei gleicher statistischer Sicherheit und
gleichem Schétzwert p, die Liénge des Konfidenzintervalls halbieren, so
muss man den Stichprobenumfang vervierfachen.

Zu b3) Da sich die Ungleichung
~ ~ ﬁn‘i_l_ﬁn 1
VPn (L= ) < P =
Pn (1= Pn) 5 (=3)

zwischen dem geometrischen Mittel /Py (1 —p,) und dem arithmetischen

Mittel 3 an einem Thaleskreis mit Mittelpunkt (3,0) und Radius r =

’Der durch :I:Zl’#/z\/ Pn (1 —Pp) beschriebene Bereich wird in der angelséichsischen
Literatur margin of error genannt.



2.1. KONFIDENZINTERVALLE FUR WAHRSCHEINLICHKEITEN 13

1 veranschaulichen ldsst, ist y = \/p, (1 — p,) die positive Losung der
zugehorigen Kreisgleichung
N VR R Ry *
(= 3) 407 = () @

Demgeméf3 verhilt sich die Linge des Konfidenzintervalls. Sie ist also fiir
Pn = 5 grof und fiir p, =0 oder p, =1 verschwindend klein.

2.1.3 Anmerkungen zur Versuchsplanung

Bei der Versuchsplanung hat der Statistiker in Zusammenarbeit mit dem
Fachwissenschaftler bzw. in Verhandlung mit dem Auftraggeber einer Um-
frage 1. die statistische Sicherheit 1—a und 2. den Stichprobenumfang n fest-
zulegen.

Im Fall, dass man auf Resultate von einschligigen Voruntersuchungen
oder auf Ergebnisse vergleichbarer Studien zuriickgreifen kann, kann unter
Umsténden der Stichprobenumfang betréichtlich verringert oder die statistis-
che Sicherheit erhoht werden.

Fiir Beratungen bei der Versuchsplanung ist bekanntlich die Bedingung
P(lpn—pl <) >1-a

entscheidend. Bei vorgegebenen ¢ und « erhilt man nach Anwendung der
Normalapproximation den Stichprobenumfang n gemif3

Z1—a/2

Al fp(l—p)<e <= n > (Z22)p(1-p)

(Zlfa/z)Q -¢ mit ce (0,1/4],

£

R v

wobei

1
c=1/4 oder ¢=po(l—py) mit 0<py < 3
je nachdem, ob es keine Vorinformation hinsichtlich p gibt oder ob aufgrund
von Vorinformationen mit gutem Grund angenommen werden kann, dass

p € (0,po) U (L —po,1) ist.
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2.1.4 Angabe der Parametermenge, fiir welche die Nor-
malapproximation gerechtfertigt ist

Nach Abschétzung des Stichprobenumfangs lisst sich schliefSlich jene Menge
der Parameter p € (0,1) angeben, fiir welche die Normalapproximation der
Binomialverteilung angebracht ist. Dies geschieht mit Hilfe der Faustregel

np(l—p)>9

und der Darstellung von y* = p(1 — p) in der zu Punkt b3) angefiihrten
Kreisgleichung. Demgemifl ist die Anwendung der Normalapproximation
fiir alle p € (0,1) gerechtfertigt, welche

erfiillen. (Damit diese Menge nicht leer ist, ist stets von einem Stichproben-
umfang n > 36 auszugehen.)

2.1.5 Durchfiihrung eines Urnenversuchs und Interpre-
tation

Ein Konfidenzintervall ist - wie gesagt - so konstruiert, dass die Wahrschein-
lichkeit, dass das Konfidenzintervall den wahren Parameter p dberdeckt,
(ungefiihr) 1 — « ist.

Ein gutes Verstidndnis fiir die Wirkungsweise von Konfidenzintervallen
vermittelt etwa folgender Urnenversuch, fiir den wir a = 0.05 wihlen.

Eine Urne enthalte 100 Kugeln, von denen s € [35,65] schwarz und w =
100—s weiss sind. (Von der Farbe abgesehen seien die Kugeln ununterscheid-
bar.) Eine Stichprobe bestehe darin, der Urne n = 40 Kugeln zufillig und
mit Zuriicklegen zu entnehmen.

Wir ziehen 20 solcher Stichproben und ermitteln fiir jede das zugehorige
Konfidenzintervall fiir den Anteil p = 155 der schwarzen Kugeln in der Urne.
Wegen 1—a = % = % ist zu erwarten, dass 19 der 20 Konfidenzintervalle

den Anteil p iiberdecken.

Ein solcher Versuch ist unter ”Kurze Einfiihrung in die Prazis und Theorie
der Stichproben in Form eines Gesprichs” in [9] dokumentiert.
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Die nachstehende Illustration ist Chapter 21: What is a Confidence In-
terval? in [5] entnommen.

: Sampling
! / distribution of p

.—IValues of p—p

Twenty-five samples from the same population give these 95% confidence
intervals. In the long run, 95% of all such intervals cover the true population proportion,
marked by the vertical line.

2.2 Konfidenzintervalle fiir Anteilswerte

Da im Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen S,, geméfl der Hypergeometrischen
Verteilung H, ys verteilt ist, ist unter der Annahme, dass n und N (>
n) hinreichend grof} sind, die Normalapproximation der Hypergeometrischen
Verteilung zu beriicksichtigen. Der Umstand, dass deren Varianz aus der der
zugehorigen Binomialverteilung durch Multiplikation mit dem Faktor 1 —
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]’\‘,;_11 < 1 hervorgeht, schléigt sich im Wald’sche N#herungskonfidenzintervall

A f1—a/2 /= = n “l—a/2 /= = n
n n 1— n 1__7 n n 1— n 1——=
p 7 Vin (L= Py /1= 55 P+ 7 Vb (1= Pn)y/ N]

fiir den Anteilswert < dadurch nieder, dass der Schétzer fiir die Standard-

abweichung mit der Quadratwurzel aus 1 — & multipliziert wird. Diese
N&dherung von 1 — % nennt man iibrigens Endlichkeitskorrektur.

Die Verringerung der Varianz bewirkt - wie aus dem Folgenden ersichtlich
ist - auch eine Verringerung des Stichprobenumfangs.

FVPAPVITR e = on 2 o (228) [

£ (2=
(< c(—zlf‘lm)?). ’
- I3

Diese fillt jedoch umso geringer aus, je groflier N ist. Bei Meinungsumfragen
aus einer sehr groflen Grundgesamtheit fillt diese Verringerung nicht ins
Gewicht, sodass eine Umfrage unter den Wahlberechtigten im Bundesland
Salzburg kaum billiger als eine solche in den USA ist.

Anmerkung 2: In der Markt- und Meinungsforschung bedient man sich
iiblicherweise keiner Zufallsstichprobe sondern einer sogenannten Quoten-
oder Anteilsstichprobe. Fiir eine solche wird die Bevolkerung nach zweckmé-
Bigen Merkmalen wie Geschlecht, Altersgruppe und Wohngebiet (Regionen,
Landgemeinden, Klein- Mittel- und Grofistéidten) in Schichten® eingeteilt.
Die aus der amtlichen Statistik bekannten Anteile N;/N dieser Schichten wer-
den in der Stichprobe proportional nachgebildet, sodass bei einer Stichprobe
von ingesamt n DBefragten die Stichprobenumfinge n; = n - % , ] €
{1,...,k}, auf die einzelnen Schichten entfallen. Bezeichnet p,, den fiir
die Schichte j ermittelten Schétzer, dann ist

E o
ﬁn = # 'ﬁnj
j=1

der Schdtzer der Anteilsstichsprobe. Im namentlich in der amtlichen Statis-
tik bevorzugten Idealfall wird innerhalb jeder Schicht eine Zufallsstichprobe

0Schichten (strata) sind Teilgesamtheiten der Grundgesamtheit, die einander aus-
schliefen und zusammen die Grundgesamtheit ergeben.
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durchgefiihrt. Hinsichtlich der in der Markt- und Meinungsforschung getibten
Praxis bei der Durchfiihrung des Quotenverfahrens sei beispielsweise auf [7],
Seite 97 ff verwiesen.

Anmerkung 3: Abschliefend sei darauf hingewiesen, dass die Nutzung
der Normalapproximation fiir die Ermittlung von Konfidenzintervallen fiir
Wahrscheinlichkeiten und Anteilswerten zwar zweckméfig, jedoch nicht un-
abdingbar ist. Tatséchlich lassen sich auch sogenannte exakte Konfidenzin-
tervalle konstruieren. So sind beispielsweise die extakten Konfidenzintervalle
mit (1 — «) - 100%-iger statistischer Sicherheit fiir die Extremflle

Pp=0 und p,=1

die Intervalle
0,1— /a] bzw. [{a,l1].

Hinsichtlich einer Begriindung und niiherer Informationen hierzu sei auf die
entsprechenden Ausfithrungen in Abschnitt 1.3.1 von [11] verwiesen.

2.3 Geometrie des Score-Konfidenzintervalls

22
Sei ¢ = 1’7‘*/2 . Der Ausgangspunkt fiir die Ermittlung des Score-Konfidenzinter-
valls war die Beziehung

(p—0n)* = c-p(1—p)
(vgl. Anmerkung 1 in Abschnitt 2.1.1) bzw. im Hinblick auf (*)

1 c

oA 2 __2__:
(p—pn)" +c(p 2) 71-0

Fir z :=p— % und y :=p, — % ergibt sich daraus die Gleichung

y? = 2zy+(1+cja® =< =0, (0)

wobei wir im Weiteren stets ¢ € (0,2] annehmen, was fiir unsere Anwendung
keine Einschrinkung darstellt, zumal typischerweise bereits 22 o S 2 ist
und im Hinblick auf die Anwendbarkeit der Normalapproximation zumin-
dest n > 36 verlangt ist.
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Zumal die Diskriminante D der quadratischen Gleichung (0) beziiglich y
D:x?—«y+@ﬁ—§):§u—(mf)

ist, sind die beiden Losungen

ylx) =z + {\/1—(2x)2. (1)

Wir betrachten den oberen Teil der Ellipse und daher die Losung (1) mit
dem + - Zeichen, kurz: (1,). Die zugehorige Ableitung ist

.
v =1- = )

Zunéchst ermitteln wir die Koordinaten (z1,y;) des rechten Hauptscheitels
und des oberen Nebenscheitels (x2,y9) . Das sind jene Punkte (x,y), welche
der Gleichung (1) geniigen und fiir welche der Vektor der Tangente und der

Vektor ;j aufeinander senkrecht stehen, d.h. dass der jeweilige Anstieg

der Tangente der Gleichung

geniigt. Multiplikation dieser Gleichung mit y(z) und Einsetzen von (1)
und (2) ergibt

0 = x+—\/1—7 2”“)

(2z)
= 2(1—— x—l——m %
_ a—gpx+—T%%Bj%—@@%

bzw., gleichbedeutend,

(1 - S20/1 = (20 = V(20" - 3), Q
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wobei x > 0 oder z < 0 sein kann. Quadriert man die Beziehung (3), so
erhélt man mittels Substitution von w := (2z)?

€2 _ Lo
(1—5) u(l—u)—c(u—ﬁ) :

Wegen (*) ist dies gleichbedeutend mit

0 = clu—=)2—(1-SYu(l—u)

Also ist
1 (1—c/2)?

— = 2 _—
(0 =3) A1+ (c/2)2)
bzw. im Hinblick auf (3) und 2 —¢ >0

Lyy 1o
2 1+ (c/2)?

. o 1l-c2
w2 \f VIt (2R

wobei die Vorzeichen gekoppelt sind.
Anmerkung 4: Wegen 1+ (¢/2)? — (1 —¢/2)? = ¢ > 0 gilt tatséchlich

= (22)" = )

oder

1—¢/2
_— < ,
1+ (¢/2)?
sodass beide Losungen reell sind.
Wegen
1 1—c¢/2 1 1—c¢/2
1— (270 =1—=(1+ —/) ==(1F —/)
2 1+ (c/2)? 2 1+ (c/2)?

sind die zugehorigen y-Koordinaten

c
Y12 = T12 + % 1 — (2212)?
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Damit haben wir - im Prinzip - die Koordinaten des rechten Hauptscheitels (z1,y;) und
des oberen Nebenscheitels (z9,y2) ermittelt.

Die Anstiege der beiden Achsen sind daher

l(le _l—c¢/2 ) 1o L=z
hm>?21*§¢2 J?z:ﬂiﬁ j;mmzlm
12 =75\ 1 £ Vi V(ivwﬁle$ww@w)
] Ll T A2
_ 1iﬁ%=liﬁ+(cwzli< 1+(§)2$(1—§))
Ll = TR ey
= —+4/1+(=2)2

Das Vierfache des Quadrats der Langen von Haupt- und Nebenachse ist also

(2212)* + (2012)° = (2212)*(1 4 k7 5(c))

I VP T BV Cap
= 2(1i 1JF(C/Q)Q)(lJr(Qﬂ_L 1+(2)))
_ ! L/ 2y +98 /14 (5
= S0 1+(C/2)2)(2(1+(2))i22 1+<2))
= (R0
- ( +(§))( \/W+1+(§)2)

C\y 1—1—% 1
_ 1+§i 1+(§)2,

die Léngen von Haupt- und Nebenachse somit

\/+ /14 (5 und b \/+—— 1+ (5
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Hauptachsentransfomation: Wie man sich unschwer iiberzeugen kann,
gilt fiir den Cosinus des zugehorigen Winkels o = arctan(k;(c))

1
cosazﬁ\/l—\/TW.

Die lineare Transformation

(v)-

(

CcoS (v
sin «v

Nl

—sin« To
cos o Yo

).

welche eine Drehung der Ellipse um den Winkel o im Uhrzeigersinn be-
werkstelligt, ergibt - nach einiger Rechnung - die Gleichung der durch (0)
gegebenen Ellipse in Hauptachsenform

0.6

0.4+

0.2

bf

T
-0.6

-0.6 4

0.2 4

08

Abbildung zur Score-Ellipse: Erstellt mittels GeoGebra



22KAPITEL 2. KONFIDENZINTERVALLE FUR WAHRSCHEINLICHKEITEN UND AN'T

2.4 Vergleich des Score-Konfidenzintervalls mit
dem Wald’schen Approximationsintervall

Seien o, = (1+2)~" und 2 = 2;_n/2, @ € (0,1). Dann ist der Mittelpunkt
des Score-Konfidenzintervalls gem#f3

+ - - 2
__ patDa . 1 pat+22/2n
n — — Up " Pn 1-— n) 5 = .
ein gewichtetes Mittel aus p,, und % und es gilt
1 1
= ~n = Up\7 — An . 4
5~ Dn = anl5 = Pa) (4)

Das bedeutet, dass die Lage des Wald’schen Approximationsintervalls im
Vergleich zu der des Score-Intervalls zu den Réindern 0 und 1 hin verschoben
ist. In der Tat ist es nur dann zur Génze im Intervall [0, 1] enthalten, wenn
gilt

Pn € [1 — ay, ay].

Die Lénge % an, \/ Pn (1 —Dy) + i% des Score-Intervalls ist genau dann
grofer als die des Wald’schen Approximationsintervalls, ndmlich % P (1= Dn),

wenn gilt
. 1 S 1 1 1
Pn =317 3 24 22/n"

(Dies trifft insbesondere fiir die Extremfille p, = 0 und p, = 1 zu, fir
welche sich das Wald’sche Approximationsintervall auf je einen Punkt re-
duziert.)

Aus den beiden genannten Griinden ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
des Wald’schen Approximationsintervalls fiir p nahe 0 oder 1 und kleine n deut-
lich kleiner als der Sollwert 1 — «.

Abschlielend bieten wir eine zukunftstrichtige Verbesserung des Score-Intervalls
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an. Wegen (*) und (4) ist

1 1
~n 1_~n = T __~n2
Pn (1= Pn) 1~ (5 = Pn)
1 ol o
- 4 an(z pn)
1 2 9,1 I
= Z(l—an)Jr%(Z—(g—pn))
R . 1
= aipn(l—pn)—kz(l—ai).

Also gilt fiir das n/(22)?-Fache des Quadrats der Lénge des Score-Konfindenz-

intervalls
122 1 2*
2 (5 (1 _ 2EN s (1A i1 A2 Z
0o (1= po) + =) = (1= 5n) = 3(1 = @31+ 2))
. . 1
= (=5 - 7 (1)
= (= h0) T
IR R Yy e
n
< ~n 1- ~n )
< b (=P
wobei die Ungleichung wegen
2
A = -~n1—~n_ 2 ~n1_~n_27
- Pn (1= pn) = (n+2°) (pn (1 = pn) Mn+%9
. .
- 22(1 — Pn (1 _pn>> >0
gilt. Daher hat das Score-Konfidenzintervall in Abhéingigkeit von p, die

Form

T z . _ 1
P —pni%\/n(l—pn)—m,

wobei die Approximation

ﬁn (1 — ﬁn)

n+z2
welche dhnlich handlich wie die Wald’sche ist, im Unterschied zu dieser jedoch
die Uberdeckungswahrscheinlichkeit auch fiir kleine n geringfiigig erhoht
(vgl. [8]). Dieser Vorteil der letztgenannten Approximation fithrt dazu, dass
sie die Wald’sche Approximation in jiingster Zeit zu ersetzen beginnt.

P2 p, £ 2
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Kapitel 3

Konfidenzintervalle fiir den
Erwartungswert der
Normalverteilung

3.1 Bekannte Varianz

Esseien X7, ..., X,, unabhingige und N (u,o?)-verteilte Zufallsvariable, wobei p un-
bekannt und o2 bekannt ist. Dann ist

Tx(p) = )j}\_/ﬁ“

N(0,1)-verteilt. Sei weiters 0 < a < 1 und z5 =P *(3), f € (0,1). Dann
gilt

X_

P (Za/g /\/_

<Zl a/g)—].—Oé

und wegen z,/2 = —Z1—a/2

Z1map < p < Xp+ —=21-q)2} -

< 21— a/2} { n

SIS

{Fay2 < /f ~ R

Somit hat das Intervall

. o - o
Xn - T =~l-« 7Xn T —~l-«
\/ﬁzl /2 + \/ﬁzl /2

25
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die Eigenschaft, dass es mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o den unbekannten
Parameter 1 iiberdeckt. Man spricht von einem Konfidenzintervall mit (1—
«) - 100 % -iger statistischer Sicherheit.

Dass ein Konfidenzintervall keineswegs eindeutig ist, wird durch folgende
Modifikation des Obigen illustriert.

Zusétzlich zu den genannten Voraussetzungen sei v € [0, 1]. Dann ist wegen

Pl (za(1-) < 07\/5 <Zgy) =1—a
2g = —z1—p und somit

{Zoc 1—7) < <Zl a'y} { n_

U/J_

Dabher ist
g _

o
ﬁzlfa-'w Xn+ ﬁzlfa-(lffy)]

fiir jedes feste v € [0, 1] ein Konfidenzintervall mit (1—«)-100 % -iger statis-
tischer Sicherheit. Bemerkenswert ist auch, dass alle diese Konfidenzinter-
valle zwar zufiillige Lage, jedoch feste Linge besitzen.

[Xn -

Die Linge

o o
lo (7) = % (zlfoz-(lf'y) + Zl—owy) = % (Zlfa/2 +a(y—1/2) T Z1fa/2+a(1/277))

dieses Konfidenzintervalls ist aufgrund der Symmetrie der Dichte der N (0, 1)-
Verteilung offensichtlich genau dann minimal, wenn v = 1/2 ist.

3.2 Unbekannte Varianz

Fiir den realistischeren Fall, dass die Varianz ¢? unbekannt ist, wird diese
durch den zugehorigen erwartungstreuen Schéitzer

"op—1+4
=1
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geschétzt. Dementsprechend wird im Konfidenzintervall (1) die Standard-
abweichung o durch deren Schétzer S,, und dariiber hinaus das (1 — a/2)-
Quantil z,_,/> der Normalverteilung durch das etwas groBere (1 — «/2)-
Quantil t,,_1;1_,/2 der sogenannten t- Verteilung (oder Student-Verteilung')
mit n— 1 Freiheitsgraden ersetzt: Dementsprechend ist das Konfidenzinter-

vall s s
Xn - —ntn— - :Xn —ntn— -
Jn 1,1-a/2 + Jn 1,1-a/2

Hinsichtlich einer Herleitung sei etwa auf Chapter 7: ”The Normal Distrib-
ution” verwiesen.

Wie die Quantile der Normalverteilung, so entnimmt man auch die der t-
Verteilung entsprechenden Tabellen oder ermittelt sie mithilfe geeigneter
Software.

Die folgende Abbildung ist [2], Chapter 26 entnommen.

! Student war das Pseudonym des englischen Statistikers William Searly Gosset (1876 —
1937), der fiir die Brauerei Guinness arbeitete.



28KAPITEL 3. KONFIDENZINTERVALLE FUR DEN ERWARTUNGSWERT DER NORM



Kapitel 4

Abschlielende Anmerkungen

4.1 Historisches

Die Beschiiftigung mit Konfidenzintervallen ist, verglichen mit anderen mathe-
matischen Teildiziplinen, die im Schulstoff Eingang gefunden haben, jungen
Datums: Wesentliche Fortschritte in diesem Bereich wurden im Zeitraum
1925 — 1950 erzielt. Die beiden wichtigsten Voraussetzung hiefiir waren:

o ein Abschluss der Diskussion iiber sogenannte reprdsentative Stichpro-
ben, welche vorwiegend im Rahmen des International Statistical Institut (IST)
gefithrt wurde, und

o eine intensive internationale Zusammenarbeit des englischen Statisti-
kers Egon Sharpe Pearson (1895 — 1980), Sohn von Karl Pearson (1857 —
1936), mit dem polnischen Statistiker Jerzy Neyman (1894 — 1981) iiber die
Theorie des Testens statistischer Hypothesen .

Weitere Statistiker, die mafigebliche Beitréige zu Theorie und Anwendung
der Konfidenzintervalle geleistet haben sind: Der US-Amerikaner Edwin B.
Wilson (1879—1964), der Brite Ronald Aylmer Fisher (1890 —1962), der US-
Amerikaner Harold Hotelling (1895—1973) und Abraham Wald (1902—1950),
ein Biirger der osterreich-ungarischen Monarchie.

Hinsichtlich weiterer Informationen zur Geschichte der Konfidenzintervalle
und der Demoskopie, welche wesentlich mit den Namen George Horace Gallup
(1901 — 1984) und FElisabeth Noelle-Neumann (1916—) verbunden ist, sei auf

[18] verwiesen.

'Die Bezeichnung confidence interval ist iibrigens eine Ubersetzung der polnischen
Bezeichnung predzial ufno’si.

29
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4.2 Cartoon

Auf die Metapher Zielschiefsen fiir Schditzen von Parametern sind wir bereits
in der Einleitung meines Beitrags ”Der Salzburger Jedermannlauf oder: Die
Anwendung der Statistik fiir Spionagezwecke” [15] eingegangen. Der nach-
stehende Cartoon zum Thema ”Estimation with Confidence” stammt aus

3].

CONSIPER AM ARCHER-POLLSTER $HOOTING AT
A TARGET. SUPPOSE THAT SHE HITS THE 10 M
RADIUS BULL'S-EYE 95% OF THE TIME. THAT 14,
ONLY ONE ARROW OUT OF 2o MISSES.

SENATOR ASTUTE 15 STILL
LONFUSED! 50 HOLMES GIVES

um an archery lesson.

7 SHooT!
ANYTHING TO
TAKE MY MIND
OFF THEM PANG
STATISTICS!

SITTING BEHIND THE TARGET 19 A BRAVE KNOWING THE ARCHERS SKILL LEVEL,

PETECTIVE, WHO CAN'T SEE THE BULL'S- THE PETECTIVE PRAWS A CIRCLE WITH
EYE. THE ARCHER SHOOTS A SINGLE 10 M RARIVS AROUND THE ARROW.
ARROW. HE NOW HAS 95% CONFIPENCE THAT

HI% CIRELE INELUPES THE LENTER OF
THE BULL'$-EYE!

ARCUND MANY ARROWS, HIS CIRCLES WOULP INCLUDE USE THE TERM
THE CENTER 95% OF THE TIME. STOCHASTIC
TO PESCRIBE
RANDPOM
MODELS. ITS
PERIVEDP FROM
THE 6REEK
STOCHAZES-
THAI, MEANING
TO AIM AT A
TARGET, OR
&UESS, FROM
STOCHOS, A
TARGET.) Y
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