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1 De rechte, veeltermfunctie van graad 1

Richtingscoéfficiént
Indien twee punten van een rechte r (x;,y,) en (x,,y,) gegeven zijn,
dan kan men de richtingsco&fficiént (rice) zo berekenen:

Verplaats A en B

. Y2 — Y . 3_(_3) 6
Al : i == == I —_ =2
ls zp#x ¢ | Ticor pra—— = ricor T—(—2) 3

ricor > 0 stijgende rechte

ricor < 0 : dalende rechte

ricor =0 constante rechte [V} Toon rice
ricor = / : verticale rechte

Vergelijking van een rechte door twee punten:

als &y#xy ¢

Ty —y1=rico: (x—z1)

rery—(=3) =2(z — (-2))
rey=2z41

] Loodlijn:

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/V6dh2XPP

De rechte

Auteur: Karel Appettans UHasselt /Virga Jessecollege Hasselt

f@) —az+b

. -
flx)y=3z+(2)=3z+2

] Toon rico
" a=3

> 0 — stijgende rechte

|w] Toon snijpunt y-as
(

0,2)

|| Toon nulpunt

W/ | Toon tekentabel

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/TF8KaYf2
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2 De parabool,veeltermfunctie van graad 2

flz)= a:chr bxr+e

a=1

flz)=2"4+42 -5

JUREY SRR S S S NS [ R e N DI Tm—" TS, S —"——

fle)=12’+4z—-5=y=x"+4x—5
a=1 > 0 — dalparabool

[J| Toon 5-3as § —as:x = =2

h— 2a

7] Toon top T(_ﬁ‘f(_ﬁ)) =T(-2,-9)
22"\ 2a T

EI Toon functiewaardentabel
x| —4 -3 -2|-1 0
y -5 -8 -9|-8 -5

Ql Toon nulpunten

b+ VB dae

4,
ra= 9 als D =12 —dac>0

geen nulpunten als D < 0

@ Toon tekentabel

x 00 5 1 +o0
y ~ 0 - 0 +
u stijgen/dalen
x| —o0 -2 +o0
Y AV

w Toon bereik

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/uB6a¥GJp

3 De elementaire functie f(x) = 23, veeltermfunctie van graad

3

keuze flz)=2*

(V] Toon waardentabel

x |-2 -101 2
f(x)| -8 -1 0 1 8

W] Toon punten in assenstelsel

[V] domein  Dom f =] — oo, +-00[

[¥] nulpunt x=0

[#) Toon Tekentabel x | —oo

[] Toon symmetriepunt (0,0)

[/) Toon asymptoten  Deze grafiek heeft geen asymptoten

(] Toon verloopschema

x | -o0 +00
)

|V Toon grafiek

Figure 4: https://www.geogebra

.org/m/pqvnzptk

[z Toon punten

17 Toon grafiek

2a {r=-5z=1}
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4 Willekeurige veeltermfuncties

f(x) =4x* - 8x2
Toon de grafiek van f(x)

[ Toon domein

[ toon secrag op ce grenzen van het domein

[ o0n de eventuete ontbinding in factoren van f(x)

[ o0n de nuiwsarcen van t

I

\

[ o0n de tekentate van ftx)

Figure 5: https://www.geogebra.org/material/edit/id/uzmbrnee

4.1 domein en gedrag bij de grenzen van het domein

Bij veeltermen altijd domf =R =] - oo, +oo][

lim f

T—>+00

() = lim hoogste graadsterm
Tr—>+00

+oo Limieten naar o bij veeltermfuncties
? T
7 Fz) =2a° fx)=22° -3z +4

xr — 400

toon alleen hoogste graadsterm
Toon algebraische notatie

lim 22° -3z +4= lim 22°=2(4+o00)’ =0
*——+00 Tt

lim 22°—3z+4= lim 21::‘:2(—00)3:—00

flz)=2a®
1
—00

Figure 6:

https://www.geogebra.org/m/uzmbrnee
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4.2 nulwaarden, snijpunten met de x-as

4.2.1 stappenplan

Stappenplan

stap 1: herschrijf de vergelijking naar ...=0

stap 2: een gemeenschappelijke factor eerst afzonderen

stap 3: zls de onbekende slechts 1 keer voorkomt, moet men deze afzonderen
stap 4: zls de graad van de onbekende 2 15, kan men

stap 4a: een merkwaardig product gebruiken:

stap 4b: de abe-formule gebruiken

stap 5 als de graad van de onbekends meer dan 2 i, kan men

stap 5a: een merkwaardig product gebruiken

stap 5b: het rekenschema van Horner gebruiken

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQE

stap 4b: de abc-formule

Nieuwe vergelijking

—

J Toon exacte oplossing (als D>0, of D=0)

322 —152z—15=0

Gebruik de abc-formule om de oplossingen 5— 3 ‘\/g
van deze vierkantsvergelijkingen te bekomen. 2
Vereenvoudig zo ver mogelijk

D =b* — dae
Als D > 0 dan b+ VD
2= 2a
5+3+5
Als D < 0 geen reéle oplossingen 2

Je kan hiernaast jouw oplossingen achteraf controleren!

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQE

Nulpunten/oplossingen/wortels kwadratische vergelijking

m.b.v. som en product van wortels Losop: X2 + 7x + 10 = [Feesssa)
Vb:losop: e +56zx+4=0
ar? +bo+e=0 ltip 1 t|p2
b
§=x+Ty3=—— -
@ C
¢ p 10, _ .
p=aa = a (—2)-(-5) 10 en (—2)+ (—5)
‘ b N
-
dit geeft hier: 5.:_?:_2:_5 ° ) !
a 1
p__:%:4 (/] antwoord
Zoek twee getallen waarvan het product 4 is en de som -5 is Xl =-5 v XZ = -2
dit gee ft :
ry=—lenzy= -4

want (—1)- (—4) =4 en (—1)+ (—4) = -5

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQE
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Stap 4a&5a: een merkwaardig product gebruiken

Ontbinding in factoren:

A B'=(A-B)(A+B)

A*+24B+ B? = (A + B)’ = (A + B)(A + B)
A*—2AB+B’=(A-B)=(A-B)(A-B)
A® £ 3A°B +3AB% + B*= (A4 + B)®
A*—3A2B+3AB*— B*= (A—B)}

25 r2 — 16

Toon oplossing

2502 —16=(52c—4) (5zx+4)

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQE

Stap 3

Regel van Horner

als strategie bij ontbinding in factoren met factor x-a, acZ

Voorbeeld: Willekeurig:
bepaal de ontbinding in factoren van P(x)=xz> + 3z2 — 4
Bekijk de delers van de constante term: -4

delers -4={+1,-1,+2,-2,+4,-4}

Zoek een deler die 0 als beeld heeft,

F(=1) = (-1)°+3(-1)* —4 = —250 p(-1)=0
f1)=1"+3.12-4=0=a=1

Vulin: P(x)=x3+1

Delers van 1 zijn {1, -1}

1 0 0 1
P(z) = 12°+32*402—4  d(z)=z— (1) -1 -1 1 -1
1 -11 |0
1 3 0 4 Quotiént Q(z) =az* —z +1
+ + + ristr:O )
1 (1)-1=1  (1)-@=4 (1)-4=4 wHl=(+1)- @ -z+1)
| 1 4 4 o

Q(z) =12’ + 4z +4
r(z) =0

P(z) =d(z)-q(z) +r
2® +32% —4 = (z —1)(a® + 4z +4)

Q(x) kan eventueel via opnieuw Horner
of via andere strategieén verder ontbonden worden

Zoek een deler die 0 als beeld heeft:

-1 is een juiste kandidaat!

Figure 11: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQE

Voorbeelden:

b+ T=x+3 432 —4=0

& 2”4z +4 =0 (stap 1) & (z —1)(x® + 42 + 4) = 0 via horner
x4 2)* = 0 (stap 4z
©@+2) (stap da) srx—1=0ofz*+4r+4=0
S (x+2)(z+2)=0 .
Sx—-—1=0of(x+2)"=0
S ar=-2(2x)

SGar—1=0ofr=—-20fx=-2
3 —
4z” — 108 =0 (2—a)(1+2) c=0
s _ 108 _ -
T4 “S2—z=00f1l+z=0(2x)ofx=0
Sr=v27T=3

Srx=2o0fx=-12x)x=0

1225 — 262t + 22° + 42 =0
o 22 (62® — 132 + 2 +2) =0
2’ =00f6x® —132° +24+2=0

0
== =0!

2

& =+v0 = 0(2x)

of (x — 2)(6a* — x — 1) = 0(via Horner)
r—2=0o0f6x -z —-1=0
= _1+v3 7~ 3

1,2
! 12
N —

1
3

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/Y7qJRUQLE
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4.2.2 veelterm in productvorm: ontbinding in factoren

Elke veelterm(functie) kan ontbonden worden in factoren van de 1ste graad en/of factoren van de
tweede graad met een negatieve discriminant.

Werkwijze

Bij ontbinding in factoren wil men een veelterm schrijven als product van meerdere factoren
stap 1: gemeenschappelijke factoren afzonderen

stap 2: bij tweede graad

stap 2a: ax? + bx + ¢ = a(x — 21)(x — 1)

stap 2b: merkwaardig product

stap 3: bij graad 3 en hoger: Horner

Probeer altijd elke term zover mogelijk te ontbinden!
Figure 13: https://www.geogebra.org/m/jngy9wsd

stap 2a

Ontbinding van de drieterm: -2 x2 + 3 x -1 Nieuwe opgave

toon oplossing o

1
=3

—2w2+3w—1:—2(:c—(%))-(w—(l))

22’ 4+3zx—1=—(z—1)(2xz—1)

Figure 14: https://wuw.geogebra.org/m/jnqy9wsd
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De parabool vorm3:

: f(x) = a(x — x1) - (x — x2)
met x; en x; de nulwaarden

f(x) = 2(x = (=3))(x — (1))

f(x) =2 (x+3) (x—1)
—2x>+4x%x—6

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/uB6aYGJp

4.3 nulwaarden en tekentabel

4.3.1 tekentabel opstellen

4000

veeltermfunctie:
vorm grafiek ifv aantal nulwaarden

je kan de nulwaarden verschuiven aantal nulwaarden: 5v‘
laat zeker eens de nulwaarden samenvallen

f(x) = (x+6) (x—4) (x—6) (x—2) (x+1)
-1,0)  (2,0) (4,0) (6,0) f(x) = x> — 5 x* — 34 x* 1188 x> — 72 x — 288

3 4 7 8 9 10 11 12 13 14

-9 -8 -7 16 -5 -4 -3 -2 -

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/uzmbrnee
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Algemene regel:

o x % X

+oo ?

) [

— afwisselend teken
behalue als np even keer voorkomt

Voorbeelden:
keuze = 1

fx)=2*+3a* -4

fl@)=(z—1) (=+2)"=0
o {e=-2,“2x",z=1}

X I—oo -2

0 tekena

teken a: teken van de coefficiént van de hoogstegraadsterm

+oo

f(x) | -0

4.3.2

1
— 0 +

[ toon

a=1>0

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/jtap9fqz

snijpunten zoeken

Parabool:
f(x)=x2 + 5x + 6

Rechte of parabool:
g(x)=|x + 6

Snijpunten zoeken: stel voorschriften aan elkaar gelijk:

24 5x+6=x+6

@’ t5xt6—(z+6)=0
Galidr=0

{v =42 =0}

Vul x-coérdinaat in in een voorschrift om y-coérdinaat te vinden:

2= -A=y=2
5=0=y=6

Snijpunten : {(0,6),(—4,2)}

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/nWmmAaSq

4.3.3 ongelijkheden

Werkwijze

stap1: Herschijf de angeljkheid zodat in het rechterlid altjd 0 staat
stap2: Beschouw het linkerld 2ls een functie waarvan men de tekentabel of grafiek maakt
stap3: Geef uw antwoord in functie van x

v
: Linkerzijde:-x2 + 3x -4 Jmen
s
: P
’ < = > 2

T ] T — e ————

—2?43x—4> -2
¥ 4+3x—2>0

] Toon

[ Toon oplossing

{1<x<2}

Figure 19: https://www.geogebra.org/m/dR7jSdkN
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Voorbeelden m.b.v. tekentabel 4 L

2 i s s 4 2 o 2 § & fo iz s i ds 3z -12<0
flx)y=3z—12

¥ |-co 4+
f(z) -0 +
33-12<0&z<4

Figure 20: https://www.geogebra.org/m/dR7jSdkN

4.4 functievoorschriften opstellen

Functievoorschriften opstellen: 20

F(z) = alz — 21)"(z — 22)" (z — @3)...

Voorbeeld 1

Bepaal het functie voorschrift van een veeltermfunctie van de vijfde graad 0
waarvan hiernaast de grafiek gegeven is

Fla) = ale +2)%(z - 1) (= - 3)°

1
a:f(Z)=a(2+2)2(2—1)(2—3)’:8@16a=8@a=5 5 3

f@) =1 @+ @ -3

Voorbeeld 2

Bepaal het functievoorschrift van een veeltermfunctie van de vijfde graad
waarvan hiernaast de grafiek gegeven is:

f(z) = a(z+ 1) (z—2)
n:a(1+1)‘(172):72<:>716n:72ﬁ—>a:§

@) = L@+ )z - 2)

i <4 16/16 pp »p

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/uzmbrnee

4.5 symmetrie

- mogelijke voorbeelden :

f(x)=|x2

flz)=="
x = 1.8 flr)=2"4z
e flz)= 2% +3z 44
f(=z) = sin(x)
flz) = cos(z)
f(x)=3.24
f(-x)=3.24

Even functie

Bij een even functie geldt f(-x)=f(x)

Oneven functie

-2

Bij een oneven functie geldt f(-x)=-f(x)

-3

Figure 22: https://wuw.geogebra.org/m/kvebSbgdv

10
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mogelijke voorbeelden :
f(x)=x3 + x

flz) =2
x =13 f@)=2"+x
flz)= P +3c+4
f(z) = sin(x)
flz) = cos(z)
f(x)=3.5
f(-x)=-3.5

Even functie

T T T T — T Bij een even functie geldt f(-x)=f(x)
Oneven functie

Bij een oneven functie geldt f(-x)=-f(x)

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/kvebbgdv
4.6 Algemene notatie

n
f(z)=ao+ a1z’ +axa® + ...+ apa” = Z apx”
k=0

5 Euclidische deling

3t — Bt + 2 —Tr 4+ 3 2’ =3z +1 4 327 —4 r—1

1_ g3 a2 . —(z®— 2?2
—(3z" — 92° + 327) 32% +4z +10 (a7 —27) a? fax 44
Az — 207 — Tz dz®
—(4z® — 122 + 4x) — (4% — 4x)
102* — 11z + 3 dr 4
(1022 — 30z + 10) —(dz—4)
19z — 7 0

q(z) = 327 + 4z + 10
r(z) =19z — 7

3o — 52 4 o — Tw + 3 = (2 — 3z + 1) (37 + 4z + 10) + (192 — 7)

q(x) = 2* + 4z + 4
r(z) =0
2432 —d=(z—1)(z® + 42+ 4)

D(z) = d(z)- q(z) + r(z) met gr(r(z)) < gr(d(z))

|4 44 26/26 »b bl ® 2 e

Figure 24: https://www.geogebra.org/m/uzmbrnee

11
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6 Toepassingen

Toepassing veeltermfuncties

25 (063, 24) (3, 24)

Uit een vierkant stuk karton van 10 op 10 cm wordt een doosje gemaakt zoals aangegeven ¢
Bepaal de afmetingen zodat dit doosje een inhoud van 24 cm?3 heeft. 15
2tlda=10e1

z+b+z+b=10&b=5—z z=30fz*—Te+4=0
h=z s TEVEE 63T
inhoud doosje =1 x b x h 2 2 N, 0.63 -is

= (10—-2z)-(5—x)-r=24
x=6.37 kan niet (waarom?)

& (50 — 20z + 2z%)z = 24

afmetingen :
& 22 — 20e® + 500 — 24 =0 f g

e a® 1027 + 252 —12=0 z=3 of x=063

b=2 b=4.37

1 -10 25 12 h=4 h=8.7T4
3] 3 -1 12

1 -7 4 0
S (x—3)(z2—-Tz+4) =0

e w4 21721 e wm m 2 s R
Figure 25: https://www.geogebra.org/m/uzmbrnee

7 Transformaties

£ ooEow
8 _— Het grafisch en algebraisch expect van de transformatieg
y= sqr‘t(x) J Y= \/E zijn elkaars omgekeerde
. — Algebraisch Grafisch:
._ |7J z—x+29 y=+ax+29 -2 (a>0) X + a : verschuiving naar rechis
g x—z+ale>0) X — a:verschuiving naar links
=
g k] T Y=+ —a
N
2
.
T CJ :
B c—cr oy =06w
H e [|] —e—ruw——
. E y—y—22 y—2.2=+=x
"g =y=+z+22
s > Jy—-—y y=—7%
e e
-10 1
U y—ay SY=Vr
= =y =2/
Figure 26: https://wuw.geogebra.org/m/mq5zhh8t
Overzicht
Horizontaal

Verschuiving: vervang "x" door "(x-c)" ; ¢ > 0 verschuiving naar rechts, ¢ < 0 naar links.
Spiegeling om de y-as: vervang "x" door "-x"

Uitrekking/inkrimping met factor %: vervang "x" door "(bx)"

12
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Verticaal

Verschuiving: vervang "y" door "(y-d)"; d > 0 naar boven, d < 0 naar beneden.
Spiegeling om de x-as: vervang "y" door "-y"

Uitrekking /inkrimping met factor a: vervang "y" door "Z"

8 Absolute waarde

f(x)=Ix|

f() )=1-21=2

Figure 27: https://wwu.geogebra.org/m/bg86qmsa

9 Oefeningen

1. Bepaal de vergelijking van de rechte die

(a) door het punt (-4,3) gaat en parallel ligt aan de lijn x + 4y = 6.
(b) door het punt (3,3) gaat en loodrecht staat op de lijn  — 3y = 10.

2. de functie y = f(z) = —2? + pr — 5 heeft een maximum voor z = 1. Bereken p en de maximale
functiewaarde

3. De functie y = f(x) = pr® + 4z + p heeft een maximum. De maximale functiewaarde is 3.
Bereken p.

4. Ontbind in factoren
a) 49 - x?
) ba® —dx? -8x+7
(c) *-22%+2x -1
)

(d) ®-62%+9z

)
(c) 922 +122-4=0
(d) 22 -52+6=0
(e) 202 -T2 +6=0
(f) 22* - 72% - 52% +282-12=0
(g) +*-1=0
(h) 422 +2x <20
)

13
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

() 3z-2)2-5(3x-2)-14=0

(k) (22 +52+6)(2x-1)<0

(1) 2 -222 <42 -8 (A. v < -2 of 1 =2)
Bepaal de snijpunten van de grafieken van

(a) y=2?-2zreny=6-x

(b) y=2®-3x+2eny=(zv-1)>

(c) y=a3-302 -4z +12eny=(z-2)(z-4)>2
y=x?-2zxeny=6-=x

Bepaal het voorschrift van een veeltermfunctie m(z) van de zevende graad, waarvan de
grafiek gegeven is.

¥=mix)

Y \/2\]

Bepaal alle intervallen waar f(x) = (x —2)292L. (z - 1)2022. (2 +1)2023. (2 + 2)20%* positief is

N
+

Gegeven de veeltermfunctie f:x + 2%+ (1 -k?)z +k met ke R

(a) Toon aan dat —k een wortel is.
(b) Bepaal de twee andere wortels
(c) Bepaal de waarden van k waarvoor de grafiek van f slechts één reéle wortel heeft

2

Gegeven f(z) = 2° + 22 — z + k. Bepaal de waarde(n) van k als je weet dat = — k een deler is

(A. k=-1,k=0)
Gegeven f(x) = 62° + Ax? - 62 + B.

(a) Bepaal de waarden van A en B als je weet dat de grafiek van f de x-as raakt bij © =5
en dat de veelterm bij deling door x — 1, r = 24 geeft.

(b) Geef de volledige ontbinding in factoren

Gegeven de veelterm p(x) = 225 + az* + bz + cz? + dr — 36 met a,b,c en de R en nulwaarden
1,-1,3 en -3. Bepaal de 5de nulwaarde van deze veelterm.

De veelterm P(z) is gelijk aan 22 + 722 + 8z en heeft slechts één nulpunt. Welke waarde(n)
kan r hebben? (A.-8 <1 <8)

De veelterm p(z) = 2 + 222 + k2 — 2 heeft drie reéle nulpunten a,é en b. Bepaal de parameter
k. (A. k=-7)

Men beschouwt de functie f(z) = 22% — ma +m - 2. Bereken m zodat de grafiek van f aan de

x-as raakt. (A. m=3 en m=6)

Als de veeltermfunctie f(z) =z + 223 + 9z + a gedeeld wordt door z* — = + 2 is het quotiént

22 + bz + 1 en de rest cx + 5. Bepaal de waarden van a,benc (A. a=7,b=3 en c=4)

De veeltermfunctie f(z) = 2% - 122% + 492* — 7822 + 42 heeft acht wortels. Hoeveel hiervan
zijn positief?
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18. Een fabrikant van dozen kan uit een stuk karton van 10 op 10 cm volgend doosje maken:

19.

20.

21.

22.

23.
24.

10

lop

T

E e e
: top — _,.r""[ ]ﬁ
3 | firont

bottom

(a) Bepaal een voorschrift voor de inhoud van deze doos.

(b) Bepaal de afmetingen voor die doos met een inhoud van 8cm?.

Een goudsmid vervaardigt een rechthoekig kadertje waarvan twee overstaande zijden gouden
staafjes zijn van 100 euro per cm lengte en de twee andere, zilveren staafjes van 75 euro per
cm lengte. Bepaal de afmetingen voor een kadertje met een oppervlakte van 12 ¢m? als je
1500 euro wil spenderen.

Een open doos met een vierkant als grondvlak wordt gemaakt uit 9 m? materiaal. Bepaal de
afmetingen voor een doos met een inhoud van 2 m?

Bepaal het functievoorschrift van de grafiek die men bekomt door de grafiek van y = 2
achtereenvolgens 3 eenheden naar boven te verschuiven, 2 eenheden naar links, te spiegelen
om de y-as en tenslotte te spiegelen om de x-as

De grafiek van y = x> wordt achtereenvolgens 1 eenheid naar beneden verschoven, dan uit-
gerokken met een factor 3, dan gespiegeld om de x-as en tenslotte 2 eenheden naar rechts
verschoven. Geef het nieuwe voorschrift.

Bepaal de transformaties die men uitgevoerd heeft op y = /= om y = 2¢/—z + 3-4 te bekomen.
Oefeningen met absolute waarde

(a) Teken de grafiek van f(z) = ||z — 2| - 2|
(b) Los op: | +5]-2[x-1/20
(c) Los op: |z -3|=22-3

taak
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